Pitka w puszce

e

Rys. 3

rozwigzaé problemu zapytan rank, uzywajac tylko jednego rozmiaru blokéw —
powiedzmy, % logn?

Citius, altius, fortius. W tym artykule opisaliSmy bardzo oszczedne
reprezentacje drzew binarnych i dowolnych pozwalajace efektywnie realizowaé
podstawowe operacje zwiazane z nawigacja po drzewie. Za pomoca bardziej
zaawansowanych narzedzi zaprojektowano inne bardzo oszczedne reprezentacje
drzew (bazujace na wyrazeniach nawiasowych réwnowaznych drzewom), ktére
pozwalaja wykonywaé cate mnostwo operacji: wyznaczanie rozmiaréw poddrzew,
wysokosci i glebokosci weztdéw, znajdowanie najnizszych wspélnych przodkdw
(LCA) par wezléw i przodkéw wezléw na okreslonej glebokosci, zliczanie lisci
w poddrzewach itd. Co wiecej, z podanych tutaj pomystéw rozwinela si¢ cata
dziedzina badan zajmujaca sie bardzo oszczednymi strukturami danych. Wiecej
informacji na ten temat Czytelnik znajdzie w Internecie pod hastem succinct
data structures.

Pilki tenisowe na ogél pakowane sa w rurke po kilka sztuk. Wyobrazmy sobie
pitki tak cenne, ze pakowane sg kazda oddzielnie. Takie opakowanie to

z matematycznego punktu widzenia walec. Pitka styka sie z jego powierzchnia
boczna wzdluz okregu, a przekrdj osiowy tego walca jest kwadratem (rys. 1).
Okazuje sie, ze tak zapuszkowana pitka ma powierzchnie rowng powierzchni
bocznej swojej puszki, czyli

powierzchnia sfery jest rowna powierzchni bocznej opisanego na niej walca.

Jeszcze ciekawszy od samego faktu jest jego starozytny dowdd, pochodzacy od
Archimedesa. Zapoczatkowal on bardzo popularny w matematycznej praktyce
obyczaj, ze gdy chcemy co$ udowodnié, to dowodzimy czego$ zupelnie innego.

W tym przypadku udowodnimy, ze jesli wytniemy z pitki (czyli sfery) plasterek
plaszczyznami réwnoleglymi do denek puszki (czyli podstaw walca) i w polowie
jego wysokosci opiszemy na nim plaska obrecz (czyli stozek Sciety, rys. 2), to jej
powierzchnia bedzie taka sama, jak powierzchnia wycigtego przez te plaszczyzny
fragmentu puszki (czyli powierzchnia boczna walca, tylko tym razem niskiego).
Nie narysowatem go, bo nic nie byloby wtedy widac.

Ale gdy narysujemy przekrdj opisanej sytuacji plaszczyzna przechodzaca przez
srodek pitki i prostopadla do denek puszki, to wszystko stanie sie widoczne

(rys. 3). Kolorowe kreski to fragment puszki (oznaczmy jego wysoko$é przez h)

i fragment obreczy (KL =:1). Narysujmy przez punkt P stycznoéci obreczy

i pitki odcinek M N — przesuniety fragment puszki oraz odcinek PS taczacy P ze
srodkiem pitki i odcinek PO, gdzie O jest rzutem prostokatnym P na o$ symetrii
puszki.

Poniewaz PL 1L PSi PN 1 PO, wiec trojkaty PLN i PSO sg podobne, co daje
PN PO r

“PL PSR

Znane wzory na pole powierzchni bocznej walca i stozka Scietego przekonuja nas,

ze dowiedliSmy tego, co chcieliSmy, ale jak to sie ma do wyr6znionej kolorem
prawidtowoéci?

czyli hR = Ir, zatem 2whR = 2rnlr = wl(ry + r2).
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Zauwazmy, ze gdy podzielimy pitke i puszke na plasterki, to suma pél

obreczy opisanych na plasterkach ztozy sie na cala powierzchnie boczna puszki,
czyli 27 - 2R - R = 47 R%. Dalej Archimedes pisze tak: gdy bedziemy rozpatrywali
coraz wezsze plasterki, to otrzymywane obrecze bedg w sumie coraz podobniejsze
do powierzchni pitki, az w koiicu (my méwimy: w granicy) beda z ta
powierzchnig identyczne. A poniewaz dla kazdego podzialu suma powierzchni
obreczy bedzie réwna powierzchni bocznej puszki, wiec tak bedzie i na koncu.

Czy zgodziliby$Smy sie na takie rozumowanie?
M.K.
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