Sondy, ktére opuscity Uktad Stoneczny to
Pioneer 10 i 11 (wystrzelone w 1972

i 1973 r.) oraz Voyager 1 i 2 (wystrzelone
w 1977 r.). Aktualnie sonda New Horizons
(wystrzelona w 2006) jest na drodze do
opuszczenia Uktadu Stonecznego. Do
orbity Plutona dotrze w 2015 roku.
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Rys. 1. Orbity hiperboliczne. Wszystkie
hiperbole na rysunku maja wspdlne
ognisko, w ktérym znajduje si¢ planeta.

Rys. 2. Przelot sondy w poblizu planety
widziany w ukladzie odniesienia
zwigzanym z planeta.

u — predkosé planety wzgledem Stonca,
v, — skladowa predkosci sondy wzgledem
Stonica réwnolegta do predkosci planety,
v, — sktadowa predkosci sondy
prostopadla do predkosci planety.

Rys. 3. Przelot sondy w poblizu planety
w uktadzie odniesienia Stonca.

*Wydzial Matematyczno-Przyrodniczy,
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rawitacyjna
HARZYNSKI®

amy pitke do géry, to przyciaganie grawitacyjne zawsze ja zawraca.
podrzucimy — czyli im wigksza nadamy jej energie — tym wyzej
awrdci. Ale czy zawsze zawr6ci? Nadanie obiektowi wystarczajaco
duzej predkosci poczatkowej (wickszej od pewnej granicznej wartodci zwanej
predkoscia ucieczki) pozwala mu uwolnié sie z przywiazania do Ziemi i odlecie¢
na dowolnie duzg odlegto$é. Przyciaganie Ziemi nigdy nie zdota zawréci¢ takiego
obiektu. Predko$é¢ ucieczki z powierzchni Ziemi to okolo 11,2 km/s.

Mimo, ze jest to dosy¢ duza predkosé (kilkukrotnie wieksza niz np. predkosé
pocisku wystrzelonego z karabinu lub dziala — dlatego pociski zawsze spadaja na
Ziemie), to ludzko$é zbudowata pojazdy zdolne ja osiagaé. Na przyktad,
przekroczyt ja statek Apollo 11, ktérego zatoga 45 lat temu, doktadnie 20 lipca,
wyladowata na Ksiezycu. Rakiety Saturn V, wynoszace statki Apollo, bytly
najpotezniejszymi zbudowanymi kiedykolwiek rakietami.

Chcac lecieé¢ dalej w Kosmos, napotkamy kolejna, wieksza przeszkode. Duzo
trudniejsze od ucieczki z Ziemi jest wyzwolenie si¢ ze studni potencjatu
grawitacyjnego Stonca. Predkosé ucieczki wzgledem grawitacji Stonca z punktu
polozonego na orbicie Ziemi wynosi okoto 42,1 km/s. Zaden ze zbudowanych do
tej pory przez czlowieka pojazdéw kosmicznych nie byl w stanie za pomoca
wlasnych silnikéw nadaé sobie energii wystarczajacej do ucieczki od Stonca.
Wiadomo jednak, ze kilka wystanych z Ziemi sond opuscito Uktad Stoneczny na
dobre — przycigganie Stonca nigdy ich juz nie zawrdci. Jak im sie to zatem udalo?

Rozpedzenie sondy uzyskano dzieki sprytnemu zaplanowaniu trajektorii lotu, tak
aby w odpowiedni sposéb przeleciata w poblizu planety Ukladu Stonecznego

i ukradla jej troche energii. Mechanizm ten nosi nazwe procy grawitacyjnej lub
asysty grawitacyjnej i byt wykorzystywany do rozpedzania wielu sond, a niektére
z nich wykorzystywalty go kilkakrotnie w czasie swojej misji, przelatujac

w poblizu réznych planet lub zblizajac sie kilka razy do tej samej. Jak to dziala?

Wyobrazmy sobie, ze sonda zbliza si¢ do planety. W uktadzie odniesienia
zwiazanym z planeta, trajektoria sondy jest w przyblizeniu hiperbola
(przyblizenie polega na zaniedbaniu oddzialywania innych cial niebieskich na
sonde). Planeta znajduje sie w ognisku hiperboli, a kat pomiedzy asymptotami
jest zwiazany z tym, jak blisko planety przeleci sonda (rys. 1) — im blizej, tym
wiegkszemu odchyleniu ulegnie kierunek jej ruchu. W uktadzie odniesienia,

w ktorym planeta spoczywa, ruch sondy jest symetryczny wzgledem odwrécenia
w czasie, a dlugos¢ wektora predkosci przy ustalonej odleglodci od planety jest
taka sama w fazie zblizania, jak w fazie oddalania sie sondy od planety. Sonda
nadlatuje z daleka majac pewng energie kinetyczna, okraza planete i oddala sie
zachowujac te samg energie, ktora miata przed zblizeniem, istotnej zmianie ulega
jedynie kierunek jej ruchu (rys. 2). Proces ten mozna poréwnaé do sprezystego
odbicia piteczki od nieruchomej sciany. Pileczka po odbiciu zachowuje energie
kinetyczna, zmienia si¢ jedynie kierunek jej predkosci. Mozna wigc wyobrazaé
sobie zblizenie sondy do planety jako rodzaj zderzenia sprezystego.

Chcieliémy jednak umozliwi¢ naszej sondzie ucieczke spod jurysdykcji Stonca.
Zastandéwmy sie zatem, jak to sprezyste zderzenie wyglada w uktadzie
odniesienia zwiazanym ze Sloncem. W tym ukladzie planeta sie porusza i to
dosy¢ szybko. Na przyktad, predkosé¢ Ziemi w jej ruchu orbitalnym wynosi okoto
30km/s, Jowisza okolo 13km/s. Poniewaz czas przelotu sondy w poréwnaniu

z okresem orbitalnym planety jest bardzo maly, mozemy w dobrym przyblizeniu
przyjac¢, ze planeta w rozwazanym czasie porusza si¢ ruchem prostoliniowym.
Wtedy transformacja predkosci z ukladu spoczynkowego planety do uktadu
Stonca polega na dodaniu do wszystkich wektoréw predkosci wektora predkosci
planety wzgledem Stonca. Rozwazmy sytuacje, w ktorej sonda obiega Stonce po
orbicie w kierunku przeciwnym do kierunku obiegu planety, czyli rozwazane
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Przyklad zbioru poszukiwanego

w artykule Jajo Jerzego
Tyszkiewicza.

Niech A bedzie zbiorem tych liczb
naturalnych, ktére nie sa postaci 2k dla
k > 1. Woéwczas A nie jest zbiorem
prawie-okresowym, gdyz odstepy
pomiedzy kolejnymi elementami
brakujacymi w A coraz bardziej rosng.
Jednak zbiér A + A jest prawie-okresowy,
gdyz po prostu A + A = N. Zeby to
zobaczyé wezmy dowolne n € N. Jesli
neA ton=(0+n)e (A+ A), jako ze
0 A. JeSlizasn¢ A, to (n—1) € A,
poniewaz nie istniejg dwie sasiednie liczby
naturalne wigksze lub réwne 2 bedace
potegami dwojki. A zatem

n= (14 (n—1))€e (A+ A), jako, ze

1 € A. Czytelnik dociekliwy moze
zauwazy¢, ze taka definicja zbioru A
dalece nie jest jedyna mozliwa,

w szczegblnosci korzystaliSmy jedynie

z bardzo niewielu wtasnosci funkcji 2™.

Scislej méwiac, we wspdlczesnej
matematyce rozwaza si¢ zwykle funkcje f
okreslong takim samym wzorem, ale

na calej plaszczyznie zespolonej C,

na ktoérej nie jest juz ona
réznowarto$ciowa, w zwigzku z czym
funkcje odwrotng do niej trzeba
definiowaé lokalnie; wprowadzona

przez nas funkcja W to tylko fragment
jednej z galezi funkcji Lamberta.

*Instytut Matematyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

obiekty poczatkowo poruszaja sie z grubsza w przeciwnych kierunkach. Sktadowe
predkosci sondy prostopadte do kierunku ruchu planety nie zmienia sig,
natomiast ulegna zmianie sktadowe réwnoleglte — w fazie zblizania od wartosci
skladowej réwnoleglej odejmie sie predkosé planety, a w fazie oddalania predkosé
planety sie do niej doda (rys. 3). W konsekwencji, jezeli poréwnamy skladowa
rownolegla predkoéci sondy przed i po zblizeniu, to beda sie one roéznity

o podwojong warto$¢ predkosci planety. Uzyskamy zatem to, co chcieliSmy —
sonda po zblizeniu bedzie si¢ poruszaé szybciej! Ponownie mozemy zastosowaé
analogie do odbijania piteczki. Przelot w poblizu nieruchomej planety
poréwnalidmy do sprezystego odbijania piteczki o Sciane. Natomiast analogia
przelotu obok planety poruszajacej sie jest odbijanie piteczki od ruchomego
obiektu, np. od czola poruszajacego sie pociagu. Jezeli rzuciliby$my pitka

z predkoscia 20 km/h w jadacy z predkoscia 100 km/h z przeciwka pociag, to po
sprezystym odbiciu pitka leciataby z predkoscia 20 km/h + 2 - 100 km/h =

= 220km/h. Oczywiscie, w ukladzie odniesienia zwiazanym z pociagiem
predkosci pitki przed i po odbiciu maja warto$é 120 km/h i sg przeciwnie
skierowane.

Dzigki powszechnemu zastosowaniu procy grawitacyjnej udato sie przeprowadzié
wiele spektakularnych kosmicznych misji, ktére bytyby niemozliwe do wykonania,
by sondy musialy polegaé tylko na wlasnych silnikach. Asysta grawitacyjna
ze by¢ wykorzystana nie tylko do rozpedzania sond, ale réwniez do ich
walniania. Wiele szczegdétowych informacji na temat wykorzystania tego

ktu w konkretnych misjach mozna znalezé na stronie NASA i w Wikipedii.

nkcja Lamberta
Krzysztof OLESZKIEWICZ®

Okreslona na pélprostej [—1,00) funkcja f(x) = xe® jest ciagla i rosnaca,

a zbiorem jej wartosci jest pélprosta [—1/e, 00). Mozna wiec jednoznacznie

zdefiniowaé funkcje W : [—1/e,0) — [—1,0) odwrotna do f, tj. taka, ze

W(f(z)) = « dla kazdego x > —1/e. Funkcje te nazywa sie obecnie funkcja

Lamberta, poniewaz zagadnienia z nia zwigzane rozwazane byly juz

przez osiemnastowiecznego matematyka Johanna Heinricha Lamberta (a takze

przez Eulera). Przydaje sie ona do opisu rozwiazan waznych w zastosowaniach

réwnan rézniczkowych z opdznieniem i niektérych réwnan fizyki kwantowej,

a takze, jako funkcja tworzaca, w kombinatoryce. Czytelnik zechce sprawdzié, ze
3 (—% In 3) jest rozwigzaniem réwnania 3% = z3, i ustali¢, czy liczba ta jest

T3
mniejsza od 3.

Udowodnimy, ze dla liczb zespolonych z dostatecznie bliskich zera (mozna tez
ograniczy¢ sie do z rzeczywistych bez potrzeby wprowadzania zmian w dowodzie)
funkcje W mozna przedstawi¢ w postaci szeregu potegowego

gdzie p,, = (—m)™ ™1 /m! — poniewaz py,11/pm — €, gdy m — 0, wiec
dla wszystkich z, dla ktérych |z| < 1/e, szereg ten jest zbiezny.

Trzeba wykazadé, ze dla powyzszego szeregu W réwnosé W(f(z)) = z jest
spelniona dla wszystkich z z pewnego otoczenia zera. Przyda sie nam prosta
tozsamo$é kombinatoryczna.
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