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Wartosé nieoczekiwana
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W artykule ,,Gra, w ktéra mozna naprawde duzo wygra¢” z Delty 9/2014
zajeliSmy sie tzw. paradoksem petersburskim, w ktérym warto$é¢ oczekiwana
zmiennej losowej jest nieskonczona. Paradoks ten mozna wyjasni¢, odwotujac sie
do intuicji z teorii gier. Przy grze dwuosobowej, w ktérej gramy na pieniadze,
mozna czesto okredli¢ oczekiwana wartos¢ rozgrywki. Jest to suma mozliwych
wynikow wazona prawdopodobienstwami ich uzyskania. Zalézmy, ze obliczenia
wykonamy z punktu widzenia jednego z zawodnikow. Jesli po odjeciu stawki,
ktoéra zaptacit, otrzymamy warto$é¢ dodatnia, to gracz ten bedzie mniej wiecej
tyle Srednio wygrywal, jesli ujemna, to tyle bedzie $rednio przegrywat. Jesli
dodatkowo tak obliczona warto$¢ oczekiwana okaze sie skonczona, to
wyznaczajac warto$¢ oczekiwana wyplaty otrzymamy stawke graniczna: powyzej
tej stawki nie optaca si¢ ptaci¢ za udzial w grze, ponizej warto w taka gre
wchodzié. Gdyby zas wartoéé¢ oczekiwana takiej gry okazala sie¢ nieskonczona, to
wladnie mielibySmy do czynienia z paradoksem petersburskim.

W oryginalnym zadaniu, rozwazanym jeszcze w XVIII w. przez

Daniela Bernoulliego, z prawdopodobienstwem 2% wygrywalismy 2™ zl. Latwo

sprawdzi¢, ze warto$¢ oczekiwana takiego rozkladu zmiennej losowej wynosi
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Na pierwszy rzut oka wyglada to niewiarygodnie: w kazdej grze wygrywamy
przeciez skonczong, ilosé pieniedzy. Jak wiec mozna wygra¢ Srednio nieskonczenie
wiele? Ot6z nie mozna! Wyobrazanie sobie wartosci oczekiwanej jako éredniego
wyniku byto bledem. Jedyne, co nam pozostaje, to odwotaé sie do obliczone;j
wartosci granicznej i przyjaé, ze gdy jest ona nieskonczona, to optaca sie w takiej
grze postawié¢ kazda sume, aby tylko uzyska¢ mozliwos¢ zagrania. Gdy przyjrzano
sie temu fenomenowi blizej, okazalo sie, ze ludzie w to nie wierza i nie sa sklonni
do az takiego hazardu. W badaniu ankietowym, opisanym na poczatku

lat 80. XX wieku, deklarowana srednia wartos$¢, ktéra ankietowani byli sktonni
postawi¢ w grze Bernoulliego wynosita 25 zt. To zastanawiajace: czyzby$my

az tak nie wierzyli w matematyke? Czyzby nasze intuicje byly zbyt dalekie

od rzeczywistoséci? Moze po prostu klania sie zwykla, a jakze powszechna
ignorancja matematyczna? Niewykluczone tez, ze w koficu istnieje jeszcze

jaki$ inny powod.

Przyjrzyjmy sie blizej mozliwym przyczynom takiej nieufnoéci. Pamietajmy, ze
warunkiem uzyskania nieskonczonej wartosci oczekiwanej jest pelna
wyplacalno$¢ naszego przeciwnika. Jesli jego zasoby pieniezne sg ograniczone, to
deklaruje on, ze gra nie moze trwa¢ dtuzej niz jakas z gory ustalona liczba
rzutow. Oznacza to, ze jesli na przyklad ustalimy, ze rzutéw nie moze by¢ wiecej
niz 10, to partner wyplaci nam co najwyzej 1024 z. W tym przypadku najdalej
po 9 rzutach juz bedziemy znali wynik gry. Jesli wypadnie kolejno 9 reszek, to
juz mozemy nie wykonywaé ostatniego rzutu moneta, gdyz wtedy i tak
dostaniemy te¢ maksymalna stawke wynikajaca z przyjetego ograniczenia. Caty
paradoks jednak wtedy znika. Niezaleznie od wysokoéci deklarowanego limitu
rzutow, warto$é¢ oczekiwana wyplaty staje sie skoniczona. Bez trudu wiec mozemy
wyznaczy¢ graniczna warto$é, do wysokosci ktérej optaca sie wejsé do gry.
Zalézmy wiec ogdlnie, ze gramy w gre Bernoulliego za pomoca monety: rzucamy
tak dlugo, az wypadnie orzel. Liczymy liczbe k reszek, ktore wezeéniej wypadly,
a nasz przeciwnik wyplaca nam tyle zlotych, ile wynosi dwa podniesione

do liczby wykonanych rzutéw, czyli 25+1. Gdy maksymalna liczba reszek zostanie

ustalona na r, wéwczas warto$é¢ oczekiwana naszej wygranej wynosi
T
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przypadkéw. Zatézmy tez, dla uproszczenia rachunkow, ze nasz przeciwnik
dysponuje kwotg 2"t i tyle wlagnie oferuje nam jako maksymalna wyplate.
Wtedy, zgodnie z przeprowadzonymi rachunkami, graniczna wartoscia, ktéra
ustala stan rownowagi gry jest r + 1. Kazda kwote mniejsza oplaca sie postawié,
wiekszej sie nie oplaca, a postawienie dokladnie tej kwoty jest neutralne: srednio
nic nie zyskamy ani nie stracimy:.

No c6z — widaé, ze grajac z partnerem dysponujacym kwota bedaca potega
dwdjki, warto wnieéé¢ do gry co najwyzej tyle pieniedzy, ile wynosi wyktadnik

tej potegi, czyli logarytm dwdjkowy z deklarowanej przez niego wartosci.

Widaé tez, ze dla wartosci niebedacych potegami dwdjki to tez bedzie zaleznosé
logarytmiczna — w konicu malta réznica w obliczeniach dotyczy tylko ostatniego
wyrazu. Wynik ten oznacza jednak, ze wcale tak duzo nie powinnidmy by¢ sktonni
wydawa¢é. Funkcja logarytmiczna, choé¢ dazy do nieskoniczonodci, to rosnie przeciez
bardzo wolno. Widzimy na przyklad, ze przeciwko partnerowi oferujacemu

co najwyzej 1024 zl nie powinnismy stawia¢ wiecej niz 10 zt. To jest jeszcze dosé
intuicyjne. Ale nawet jesli stanie naprzeciw nas Bill Gates ze swoim majatkiem
szacowanym na okoto 70 miliardéw dolaréow i powie, ze gra z nami, gwarantujac
nasza wygrana wszystkim, co posiada (no moze niech to bedzie 68719476736, czyli
236 dolaréw dla latwego rachunku — niech juz Bill tak bardzo nie ryzykuje i co$
sobie jednak zostawi w razie koniecznosci wyplaty wszystkiego, co zadeklarowat),
to nam oplacaloby sie postawi¢ w takiej grze zaledwie 36 dolaréw! IdZzmy dale;j.
Gdyby postawi¢ wszystkie pieniadze znajdujace sie w obiegu na Swiecie, a ich ilos¢
szacuje si¢ na mniej wiecej 3 biliardy dolaréw (3 - 101°), wéwczas nadal kwota
rownowagi nie bylaby imponujaca — plasowataby sie w okolicy 50 dolaréw. Swoja
droga Smiesznie byloby wygraé cata pule w takiej grze i staé si¢ wtascicielem
wszystkich pieniedzy w obiegu swiatowym! Céz — prawdopodobienstwo, ze caly
Swiat bylby zainteresowany zagraniem w taka gre jest chyba jeszcze mniejsze

niz szansa wygranej, nawet jak dorzucimy jeszcze z 5 dolaréw na zachete.

Wida¢ wiec, ze ludzie ankietowani we wspomnianym badaniu wcale nie byli tacy
ghupi. Nawet byliby sktonni nieco przeptacié: kwota 25 dolaréw odpowiada limitowi
ponad 33 milionéw. Szansa tak duzej wygranej to jeden do ponad 16 milionéw.
Mniej niz trafienie szostki w totolotka, wiec naprawde trzeba by diugo graé, zeby
trafi¢ taks sume. Po prostu badani mieli zdrowe wyczucie nieskonczonoéci, ktora,
choé duza, to w realnym $wiecie przeciez nie istnieje. Ciekawe, ze matematyka,
ktéra Hermann Weyl nazwal (a wielu matematykéw podziela ten poglad) nauka
o nieskonczonoéci, jest badaniem rzeczy tak bardzo niewystepujacych w przyrodzie,
a nasze intuicje sa czesto dalekie od tego, co mysla o tym matematycy.

Czy potrafisz?

Srodek ciezkosci wierzcholkéw czworokata to srodek réwnolegtoboku, ktéry tworzg
srodki jego bokéw. Rzeczywiscie, jesli wierzcholki czworokata ABCD obciazymy
jednakowo ciezarami m, to srodkiem cigzkosci punktéw A i B bedzie srodek P

odcinka AB obciazony przez 2m. Podobnie, srodkiem ciezkosci C' i D bedzie srodek R
odcinka C'D obciazony przez 2m. Zatem srodkiem ciezkosci wszystkich wierzchotkéw
bedzie srodek PR. Powtarzajac to rozumowanie dla odcinkow AD i BC, stwierdzamy,
ze $rodkiem ciezkosci wszystkich wierzchotkéw jest srodek @QS. Odcinki te maja wiec
wspdlny srodek, wobec tego czworokat PQRS jest réwnolegtobokiem, a jego $rodek jest
srodkiem cigzkosci wierzchotkéw czworokata ABCD.

Na rysunku jest jeszcze jeden réwnolegtobok K LM N. Powstal on z prostych
przechodzacych przez punkty dzielace boki czworokata ABCD na trzy réwne czesci.
Czy potrafisz udowodnié, ze jego boki sg rownolegle do bokéw réwnolegltoboku PQRS?
— to nie powinno by¢ trudne. Czy potrafisz wykazaé, ze srodki réwnoleglobokéw PQRS
i KLM N pokrywaja sie tylko wtedy, gdy ABCD tez jest réwnolegtobokiem? — to juz
trudniejsze. A czy potrafisz udowodnié, ze srodek K LM N jest srodkiem ciezkosci
jednorodnej ,deseczki” ABCD? — to jest juz naprawde trudne!
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