Niewymienialeznosc¢
tukasz RAJKOWSKI

Wyobraz sobie, Czytelniku, ze na skutek wieloletnich éwiczen i poznania kilku
szulerskich sztuczek udalo Ci si¢ zwigkszy¢ swoje szanse na wygrana w grze

Blackjack jest kasynowym blackjack do %. Kuszony wizja bajecznego bogactwa w koncu zdecydowales sig

gf;’f:ig‘iiikgg Eg;ifvjv fidyajk;mian"j odwiedzi¢ kasyno, by tam spozytkowaé¢ swoje niesamowite umiejetnosci. Z ming

oczywidcie, nieznaczna przewage zawodowego pokerzysty przysiadles sie do odpowiedniego stolika i zaczales grac.

krupierow. Oznaczmy przez X1, Xo,... wyniki kolejnych gier, tzn. X} wynosi 1, jesli w k-tej
grze odniostes sukces oraz 0 w przeciwnym przypadku. W naszych rozwazaniach
przyjmiemy, ze zmienne X1, Xo, ... sg niezalezne, co w tym prostym przypadku
oznacza dokladnie tyle, ze dla dowolnego zero-jedynkowego ciagu (z1,za,...,T,)
zachodzi

P(Xl = 2131,X2 = ZZ?Q,...,Xn = ZL‘n) = ]P(Xl = $1) IP(XQ = ZL‘Q) . ]P(Xn = $n),
co, uwzgledniwszy Twoje nadludzkie zdolnosci gry w blackjacka, pozwala nam
stwierdzié, ze

4 Sn 1 n—=sn
P(X; =21, Xo=29,..., X, =x,) = (5> <5> ,

gdzie s, = > | x;. Zauwazmy, ze zgodnie z powyzsza réwnoscia
prawdopodobienstwo uzyskania dowolnego skonczonego ciagu wynikow
w kolejnych grach nie zalezy od kolejnosci, w jakiej te wyniki zostana ustawione

— innymi slowy, dla dowolnej permutacji o zbioru {1,2,...,n} zachodzi

P(X1 = 2501), X2 = To(2), - -+, X = To(n)) = P(X1 = 21, Xo = 22, ..., Xy, = 7).
W przypadku zmiennych losowych Wilasno$é te nazywamy wymienialnoscig (ang. exchangeability) ciagu zmiennych
o dowolnym rozkltadzie wymienialno$é : 1 : . z ’ bt :
definiuje si¢ joko nicraleimodé rozkiadu X, X23 - Clqg wymkoyv I}lezale.znyc}l powtorzen dowoh.lego .do.svvladc?ema
wektora (Xo (1), Xo(2)s - - Xo(n)) stanowi zatem ciag wymienialny, jak sie jednak zaraz okaze, nie jest to jedyna

od wyboru permutacji o. sytuacja, w jakiej mozemy te ceche zaobserwowac.

Zalézmy bowiem, ze krupier — zaniepokojony Twoimi nadspodziewanie dobrymi
rezultatami w blackjacku — zaproponowal nastepujace urozmaicenie rozrywki.
Tym razem masz rozpoczaé gre od wyboru jednej z dwoch pozornie
identycznych talii, przy czym jedna z nich jest zupelnie uczciwa, a druga —
przeznaczona dla gosci specjalnych — niezupelnie, co objawia sie¢ zmniejszeniem
Twoich szans na wygrana do % Abstrahujac od absurdalnosci opisanej sytuacji,
przypusémy, ze zdecydowales sie przystaé na oferte krupiera. Zauwazmy, ze
tym razem opisane w poprzednim akapicie zmienne Xi, Xo, ... sg zalezne —
Dla formalnego uzasadnienia wystarczy  intuicyjnie mozna sie¢ w tym miejscu powola¢ na fakt, ze przegrana w pierwszej
;g;g;ivgngi; K:tﬁzszzﬁzvjiewzz‘:u "8 grze wplynie na Twoja ocene szans wygranej w drugiej grze (kaze Ci bowiem
przypuszczaé, ze wybrales nieuczciwa talig), a takie wnioskowanie nie moze mieé
miejsca przy zmiennych niezaleznych. Mamy jednak w tej sytuacji do czynienia
21 P(X; = 0) - P(Xo =1) 2 warunkowq niezaleznoscig — jesli bowiem mieliby$my pracujacego w kasynie
4 przyjaciela, ktory zdradzitby nam, czy wybraliémy uczciwa talie, to zadna
informacja o dotychczasowym przebiegu naszych zmagan nie wplynetaby
na oceng szans na sukces w przyszlych rozgrywkach. Istotnie, jesli przyjaciel
opisal talie jako uczciwa, to nawet gdyby$my do$wiadczyli 10 przegranych pod
rzad, nasze szanse na powodzenie w 11 rozgrywce wciaz ocenialiby$my na %
(0 ile jeszcze nie zaczeliSmy si¢ zastanawiadé, czy aby na pewno nasz przyjaciel
jest naszym przyjacielem). Jesli wiec przez @ oznaczymy nasza szanse na sukces
przy grze wybranymi kartami (6@ = % dla uczciwej talii, w przeciwnym

4
P(X1:0,X2:1):%?5

i przypadku © = %), to dla dowolnej liczby naturalnej n oraz permutacji o zbioru
Rozwigzanie zadania M 1469. {1’ 27 e ,’I’L} INOZENLY Zap1sac
Z nieréwnosci Schwarza otrzymujemy ]P(X] — xa’(l)7 L 7Xn — xa(n)) —
n ) n n R - - - o o
S S ez (Ya) = P(X1 = 2oy X = 2om) | © = 5)4' P(6 = g)4+
Stad 2 warnkn 2 sadanin +P(X1 = To(1),- - X = Ton) |0 = 3) - P(O = 5) =
s r‘()c( 1 Zz warunku z zadanla
. . =P(X;=a1,....Xpn=u,|0=1) PO=1)+

D festby=2) u FP(Xi =21, X = |0 = 1) P(O = 1) =

i=1 =1
otrzymujemy teze. = P(Xl =T1,... ,Xn = xn)
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Oznacza to, ze podobnie jak w poprzednim przypadku kolejne wyniki tworza
ciag wymienialny. Analogiczne rozumowanie moglibySmy przeprowadzié¢, gdyby
zmienna, pod warunkiem ktérej kolejne gry sa niezalezne z tym samym
prawdopodobienstwem sukcesu, byla duzo bardziej skomplikowana (na przyktad
gdybys$my na poczatku w jednostajny sposéb losowy wybierali z odcinka [0, 1]
prawdopodobienstwo wygranej w kolejnych grach). Rozwazania te prowadza

do naturalnego pytania: czy mozemy skonstruowaé nieskonczony ciag
doswiadczen losowych o wymienialnych rezultatach (w sensie sukcesu lub
porazki) w inny sposob niz poprzez niezalezne kopie tego samego eksperymentu
z losowo wybranym na poczatku prawdopodobienstwem sukcesu?

Zanim odpowiemy na to pytanie, zastanéwmy sie, w jaki sposob mozemy

w trakcie rozgrywki z krupierem przekonac sie, ktora z talii wybralidmy — innymi
stowy, jaka warto$¢ zmiennej © wylosowaliSmy. OdpowiedZ jest mocno intuicyjna
— spodziewamy sie, ze wraz ze wzrostem liczby gier coraz lepszym przyblizeniem
prawdopodobienstwa wygranej bedzie udzial naszych zwyciestw we wszystkich
dotychczasowych grach. Przektadajac te intuicje na wprowadzone oznaczenia,
mozemy zapisaé

n
C X,
(1) 6 = lim 721_1 .
n—o00 n
Rezultat ten jest znany wéréd Powyzsza zalezno$¢ okaze si¢ wskazowka do uzasadnienia, ze jesli nieskonczony
probabilistéw i statystykéw pod nazwa : dexr ’ oo 3 CN : fal : o L
tatordzenia de Fincttiogo, ciag ,dosvvladczen (Xn)S, 'Jest w;rm}enlaflny, to istnieje zmienna - wyzej
okreslona © — pod warunkiem ktérej zmienne X7, X, ... sa niezalezne i maja

ten sam rozklad.

Wyobraz sobie teraz, Czytelniku, ze krupier zaproponowat Ci nowa gre i z jego
wieloletniego doswiadczenia wynika, ze rezultaty kolejnych rozgrywek tworza
ciag wymienialny. Przypusémy, ze chwile po rozpoczeciu zabawy przysiada sie
do Ciebie wysoki, elegancko ubrany dzentelmen o prawym oku czarnym,

a lewym zielonym. Nachyla si¢ do Twojego ucha i szepcze z cudzoziemskim
akcentem ,,Annuszka kupila juz olej stonecznikowy, a po setnej grze bedziesz
mial dwadzie$cia wygranych”, po czym ulatnia si¢ tak nagle, jak si¢ pojawil.
Cos w jego wygladzie kaze Ci zawierzy¢ usltyszanej przepowiedni, dlatego czym
predzej siegasz po co$ do pisania i obliczasz, w jaki sposéb uzyskana informacja

& wplywa na Twoja ocene oplacalnosci gry w kolejnych rundach. Przyjmujac

: oznaczenie S, = Y. | X; na liczbe sukceséw po n-tej rozgrywce oraz dajac

gEZW%ai?nie zadania M 1470. wiare zapewnieniom krupiera o wymienialnosci ciagu wynikéw, stwierdzamy, ze
p. Tak!

Oznaczmy chtopcéw Cop, ..., Co, P(Sn = Sn) . n

a dziewczyny — Do, ..., Dg. Niech dla (2) ]P(Xl =, X2 =x2,... aXn = Z’n) e (gdZIe Sn = Zizlxi)a

n
kazdego 1 = 0,...,9, chlopiec C; (Sn)
zadzwoni do D;, D;41 oraz D;y3 (gdzie
Diyo = Do, D1y = D1 i Dia = D3). . . n f o ol 14 s s 4 :
Wowezas sostanie wykonanych Iacznie gdyz kazdy z (Sn) n-wyrazowych ciagéw wynikéw z s, sukcesami jest réwnie
30 polaczent i pierwszy warunek bedzie  prawdopodobny. Sprébujmy teraz obliczy¢ prawdopodobienistwo uzyskania

spelniony w sposéb oczywisty. Aby 3 2 . . . _ . . . . .
sprawdzi¢ drugi warunek, spjramy k sukcesow w n-tej rundzie, gdzie n < N = 100. Pamietajmy, ze po N-tej rundzie
na tabelg polaczen (,17 oznacza, ze C;  mamy mieé na koncie K = 20 zwyciestw. Kazda z permutacji tych N przysztych

zadzwoni do D). .. . . . . .
zadzwoni do Dj) wynikow jest rownie prawdopodobna, zastanéwmy si¢ zatem, jak wiele z nich

1010000007 . .. : . .
0110100000 oznacza k sukceséw po n rundach. Najpierw musimy wybra¢ k zwycieskich rund
0011010000 sposérod pierwszych n na (Z) sposobéw, nastepnie K — k pozostalych sukcesow
0001101000 ) B _ , o
0000110100 spomiedzy N — n koncowych rozgrywek na (%7:) sposobéw. Ponadto zwycieskie
8 8 8 8 8 (1) i (1) é (1) rundy mozemy pomieszaé na K! sposobéw, a przegrane na (N — K)!, co przy
1000000110 N! wszystkich mozliwych permutacji daje nam réwnosé
0100000011
101000000 1] n\ (N=n\ 11 (N _ 7o\

e . i (k)(ka)K‘(N K)! n\ (F)e(N = K)pn—y

Gdyby drugi warunek nie byl spelniony, ]P(Sn =k | Sy = K) = =

P Q v H H ' b

to na wszystkich 4 wierzchotkach N! k (N)n

pewnego prostokata bylyby jedynki, a to

nie ma miejsca (miedzy jedynkami . _ _ _ _ . . . . -z

w jednym wierszu odleglo$ci moga g.dZ1e/ (CL')[ - CIJ({IJ . 1)(‘7’. 2) e (:L' l +1) Nlestety, w kasyr.ue.l Il/le pO}A{l%lHlSHly

wynosié odpowiednio 1 lub 9, 2 lub 8 liczy¢é na pomoc sit nadprzyrodzonych, jednak uzyskana wyzej réwnosé i tak

i 3 lub 7, a kazda z tych odleglosci jest . .o . . . . < s

Coo A B Ay 0r e T I moze byé uzyteczna dla naszych celéw. Zauwazmy bowiem, ze nawet jesli
realizowana przez co najwyzej jedna pare 2
jedynek). nie znamy wartosci Sy, to — korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo
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catkowite — mozemy uzyskac

N
P(Sy=k)= Y P(S,=k|Sy=K) -P(Sy = K) =
K=k
7\ o= (K)p(N = K)p_s
(1) 2 " s =0
Przyjmijmy teraz oznaczenie ©,, = %, co pozwoli powyzsza zalezno$¢ przepisacé
w postaci
N
PlO,=-]= P =—.
(e=2)= (1) 2w, ON=R

Jest ona prawdziwa dla dowolnych liczb naturalnych k < n < N. Ustalmy

teraz k,n i zwigkszajmy V. Niestety, nie mozemy jeszcze stwierdzi¢, ze
zmienne Oy zbiegaja w jakim$ sensie do jednej zmiennej. Wszystkie jednak sa
zmiennymi na [0, 1] — okazuje sie, ze w tej sytuacji jest im na tyle ciasno, ze
jesteSmy w stanie wybraé z nich podciag (O, ) zbiezny (w pewnym sensownym
Sensownym sensem jest w tym wypadku sensie) do konkretnej zmiennej losowej © na [0, 1]. Wyobrazmy sobie teraz, ze

zbiezno$¢ wedlug rozkladu. Wnioskujemy . : R . . . . . . 3 .
ia 7 twierdzenia. Helly'ego, zastosowanego VSPOIILIALY Wezesnie] tajemniczy cudzoziemiec zdradzit nam, ze gdybysmy grali

do dystrybuant zmiennych Ox. w nieskonczono$¢, zmienna 6 osiagnetaby wartos¢ 6. Przeprowadzajac
poprzednie rozumowanie, moglibysmy wéwczas dojéé¢ do rownosci
N;
k n) o~ (K)r(N; = K)oy, ( K )
3) PO, =—|0=0)= PlON,=—|O=0).
o 7(on=rlo=0)=() X ™o

dla dowolnej liczby naturalnej i. Okazuje sie teraz, iz wraz ze wzrostem 4

Pod warunkiem © = 6 zmienne Oy, ) P(QM = % ‘ 6= 9) »koncentruje sie” wokot % = 0, tzn. jesli wybierzemy
zbiegaja wedlug rozktadu do statej, . ¢ . . ! . K
a zatem zbiemosé ta jest réwniez wedlug ~ dOWolnie mate otoczenie 6, to suma wspomnianych prawdopodobiefstw dla N
P?awdopolfobiiﬁstwa’ co ttumaczy spoza tego otoczenia bedzie zbiegata do 0,
pierwszg kropke. P . (K)i(Ni—K) s K\k K\n=k .. ;
e roznica miedzy .8 (ﬁ) (1 — ﬁ) zbiega do 0. By sie o tym
przekonaé, wystarczy sprawdzié, ze oba ciagi sa ograniczone, a ich iloraz
zbiega do 1.

Powyzsze uwagi mialy za zadanie sktoni¢ Czytelnika, by uwierzyl, ze dysponujac
odpowiednim zapasem cierpliwosci i zrecznoscia w postugiwaniu sie epsilonami
i deltami, mozna wykazaé, ze prawa strona réwnania (3) zbiega do (})6%(1 — 6)
n—k

n—k

przy i — 0o, co oczywiscie pociaga za sobg P(S, = k|60 =6) = (}7)0%(1 - 6)
Korzystajac z ,warunkowego” odpowiednika réwnoéci (2), dostajemy zatem

P(Xy =a1,...,Xpn =20 |© =0) = 0* (1= 0)"*» = [[ 0" (1 — 0)' .
i=1

Oznacza to doktadnie tyle, ze przy ustalonej wartosci zmiennej © wymienialne
zmienne X7, X, ... sa niezalezne oraz wszystkie maja ten sam rozklad

o prawdopodobienistwie sukcesu wskazywanym przez ©. Innymi stowy, pracujacy
w kasynie analityk nie bylby w stanie, bazujac wytacznie na wynikach, odréznié
naszej gry od takiej, ktéra polegalaby na niezaleznych powtorzeniach tej samej
rozgrywki z prawdopodobienstwem sukcesu okreslonym a priori przy uzyciu
zmiennej ©. A skoro tak, to na mocy réwnosci (1) zmienna ta — okreslona

W tym miejscu mowa o granicy ,prawie ~ wczesniej jako granica podciagu (O, )2, — jest réwniez granica calego ciagu

na pewno’, o czym doskonale wiedzg (ON)F—1, ktérej istnienia nie moglismy wczesniej zatozy¢.

Czytelnicy znajacy Mocne Prawo
Wielkich Liczb.

Czy jednak krupier bylby w stanie zaproponowaé¢ nam gre, w ktérej istnienie
wspomnianej granicy byloby nieoczywiste? Okazuje sie, ze tak, i przyktad nie jest
specjalnie skomplikowany. Wyobrazmy sobie, ze postawiono przed nami urne,

w ktorej znajduja sie dwie kule — jedna biata, druga czarna. W kazdej rundzie
wyciagamy z urny jedna kule, a nastepnie wktadamy ja z powrotem wraz

z jeszcze jedna kula tego samego koloru. Runde uznajemy za wygrana, jesli
wyciagneliSmy w niej kule biala. Oczywiscie, kolejne rozgrywki nie sg
powtarzaniem tego samego doswiadczenia — kazde wyciagniecie biatej kuli
zwieksza prawdopodobienstwo sukcesu w kolejnej rundzie. Latwo mozna jednak
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Okazuje sig, ze jesli na poczatku w urnie
znajdowato si¢ b kul bialych i ¢ czarnych,
to zmienna @ ma rozklad beta

o parametrach b i c. W szczegdlnosci dla
b=c=1 (i tylko w tym przypadku) jest
to rozklad jednostajny na [0, 1], o czym
przyjemnie jest sie przekonad,
przeprowadzajac komputerowg symulacje
opisanego procesu. Ponizej znajduje si¢
histogram 10000 wartosci $redniej liczby
sukceséw w 1000 poczatkowych rundach.

1,0 - H ATH LA -
0,8
0,6
0,41

0,2

0,0

00 02 04 06 08 10

*doktorant, Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagiellonski

wykazaé, ze otrzymywane wyniki tworza, ciag zmiennych wymienialnych. Aby sie
o tym przekonaé¢, wystarczy w tym przypadku stwierdzi¢, ze zamiana ostatnich
dwdéch wynikéw w dowolnym ciggu poczatkowych rezultatow nie zmieni nam
prawdopodobienstwa jego uzyskania pod warunkiem wcze$niejszych wynikéw.
Niech zatem X1 = z1, X5 = 23, ..., X,, = z, bedzie ciagiem n pierwszych
wynikéw. Jesli x,,_1 = x,, postulowana réwnos¢ jest oczywista. Bez straty
ogoélnosci przyjmijmy zatem x,_1 =1 =1— z, i wowczas otrzymamy

]P(Xn—l = ‘rn—l,Xn = Tn | Xl =1, ,Xn—2 = In—Q) =

14,0 1 248, 2\ (m—1-s5,1)(14+5,2)
N n n+1 N nin+1) B
- (1 1+Sn72 1+sn72 o
N n n+1

= P(Xn—l = .fEn,Xn = Tnp—-1 |X1 =T1,--- ,Xn_g = ZIIn_Q).
Zgodnie z naszymi wczesniejszymi obserwacjami oznacza to ich niezaleznosé
i ten sam rozklad pod warunkiem znajomosci (istniejacej) granicy
© =lim) | X;/n — gdyby tajemniczy cudzoziemiec zdradzil nam jej wartos¢ 6, to
szanse na sukces w kazdej kolejnej rundzie ocenialibyémy wlasnie na 6. Wydaje sie
to dosy¢ zaskakujace, zwlaszcza jesli przeprowadzimy podobne rozumowanie przy
zalozeniu, ze poczatkowo w urnie znajdowaly sie jedna kula biala i 100 czarnych
oraz dostaliSmy informacje @ = 0,999 — cho¢ serce drzatoby z trwogi, zimna
kalkulacja nakazywalaby juz w pierwszej rundzie stawia¢ na szali zwyciestwa
wszystkie nasze oszczednosci, dom, psa i ubranie, gdyz szansa na sukces i tak
wynositaby 99,9%! Caly sekret tkwi w fakcie, ze pozornie duze prawdopodobienstwo
porazki w pierwszym losowaniu jest ,pozerane” przez informacje o tak duzej
(lecz réwniez tak mato prawdopodobnej) wartosci ©. Przy naszych zalozeniach
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze © jest nie mniejsze od 0,999, jest rzedu. .. 107297,
Nie trzeba wielkiej przenikliwo$ci umystu, by stwierdzié¢, ze w tej sytuacji
nasz cudzoziemiec z pewnoscia nie jest zadnym Buthakowowskim Wolandem,
a jedynie zwyklym hochsztaplerem. No, moze nie z pewnoscig, a prawdopodobnie,
wiec moze na wszelki wypadek uwazajmy na plamy rozlanego oleju. . .

Matematyka jest jedna:
wielomiany moga wszystko

Tomasz KOBOS™

Jednomiany postaci f(z) = z” sa jednymi z pierwszych funkcji rzeczywistych,

z ktérymi mamy do czynienia w naszym matematycznym zyciu. Odrobine
pozniej poznajemy ich kombinacje o wspolczynnikach rzeczywistych, czyli
tytulowe wielomiany. Jest wiec to pojecie elementarne, ktére powinno by¢
doskonale znane kazdemu maturzyscie. Tym bardziej moze zadziwiaé, jak czesto
wielomiany i ich podstawowe wlasnosci stanowia klucz do wielu trudnych
probleméw, ktére na pozor nic z wielomianami wspoélnego nie maja.
Zaprezentujemy to na przyktadach z algebry, teorii liczb i kombinatoryki.

Zadanie 1. Niech a, b, ¢, d beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze

a+b+c+d>0, ab+ac+ad+bc+bd+cd >0,

abc + abd + acd + bed > 0,  abed > 0.
Wykazaé, ze a > 0,b>0,¢c>0,d > 0.
Rozwigzanie. Czytelnik do$wiadczony w dziedzinie rozwiazywania probleméw
olimpijskich z cala pewnoécia natychmiast skojarzy dany warunek ze wzorami
Viete’a. Jest to istotnie dobry trop. Rozwazmy bowiem wielomian P(x), ktérego
pierwiastkami sa liczby a, b, ¢, d, czyli
P(z) = (z —a)(z —b)(z — c)(x — d) = 2* — pa® + q2® —rz + 5.

Z danych zalozen i wspomnianych wzoréw Viete’a wynika bezposrednio, ze
D,q,7,s > 0. Jezeli wiec x < 0, to oczywiscie P(z) > 0. Widzimy zatem, ze zaden
z pierwiastkéw P nie moze by¢ liczba ujemna, co konczy rozwiazanie.
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