Rozwigzanie zadania M 1484.
Dla m = 0 otrzymujemy =z = —2, co
nie spetnia warunkéw zadania.
W przeciwnym przypadku otrzymujemy
rownanie kwadratowe, niech z71 i zo
beda jego rozwigzaniami. Korzystajac
ze wzoréw Viete’a, otrzymujemy
(z1 +2) (22 +2) =

=z122+2(x1 +22) +4 =
I9m + 2 —2+8m
—_— + —_—

m m

+4 =21.

Poniewaz x1 + 2,22 + 2 sa liczbami
naturalnymi wigkszymi od 1

o iloczynie 21, to sa one réwne 31 7,
a stad rozwigzaniami naszego réwnania

sg liczby 1 1 5. Z zaleznosci

1
I9m+2=1-5-m mamy m = — 5

i tatwo sprawdzié, ze ta wartosé
parametru faktycznie spelnia warunki
zadania.

Informatyczny kacik olimpijski (90): Zapis wiezowy

Tym razem omdéwimy rozwiazanie zadania Zapis wieZowy z Akademickich
Mistrzostw Polski w Programowaniu Zespolowym z 2006 roku. Dla ciagu n liczb
naturalnych aq,as, ..., a, oraz liczby naturalnej m nalezy wyznaczy¢ reszte

z dzielenia przez m wiezy potegowej, w ktorej liczby z ciggu sa kolejnymi
wykladnikami. Innymi stowy, mamy znalez¢ warto$¢ wyrazenia

.an

o
a;’ mod m.

Przyktadowo, 32" mod 7 = 2, gdyz 32" = 38 = 6561 = 937 - 7 + 2. Oczywiscie,
bezposrednie obliczanie poteg nie wchodzi w gre, gdyz ich wartosci rosna coraz

3
szybciej z kazdym dodatkowym wykladnikiem i juz liczba 43" ma 3951 cyfr. Dla
uproszczenia zapisu wieze potegowa bedziemy oznaczali przez aitp.

W rozwigzaniu zadania pomoze nam twierdzenie Eulera, ktére méwi, ze dla
wzglednie pierwszych liczb naturalnych a i m spelniona jest kongruencja

(%) a?Mm =1

gdzie (m) oznacza liczbe liczb wzglednie pierwszych z m i nie wigkszych niz ta
liczba. Jesli zatem liczby a; i m bylyby wzglednie pierwsze, to mogliby$my:

(mod m),

(1) wyznaczy¢ p(m),

(2) rekurencyjnie obliczy¢ rozwiazanie mniejszego problemu dla ciagu as, ..., a,
i modutu p(m), czyli Ay = azy, mod p(m),

(3) korzystajac z twierdzenia Eulera, wyznaczy¢ rozwiazanie

_aan __ye(m) +azp mod (m) _ yp(m)+ A2 )4
aitn =0y " =a =a =a;’

(mod m).
Przypomnijmy, ze jesli znamy rozklad modutu na czynniki pierwsze
m = p{'---py, to do obliczenia p(m) mozemy wykorzystaé¢ nastepujacy wzor:

p—1  p—1

b1 De

Rozklad ten mozemy znalezé w czasie O(y/m), przegladajac wszystkie
potencjalne dzielniki liczby m nie wigksze niz y/m. Zatem w takim tez czasie
wykonamy krok 1 algorytmu. Z kolei potegowanie a‘l42 mod m z kroku 3 mozemy
wykonaé¢ w czasie O(logm), stosujac metode wielokrotnego podnoszenia
do kwadratu. W sumie wykonamy n wywotlan rekurencyjnych, w i-tym
wywolaniu obliczajac A; = a1, mod my, gdzie my = m oraz m; = @(m;_1)
dla i > 2, co da algorytm o zlozonosci czasowej O(n/m).

p(m) =

Zauwazmy jednak, ze ze wzoru (x*) widaé, iz p(z) dla nieparzystego x jest
liczbg parzysta, natomiast dla parzystego 2 mamy ¢(z) < 5. Wynika z tego, ze
ciag kolejnych modutéw my, ma, ms,...,1 ma co najwyzej 2logy, m wyrazéw,
zatem wystarczy, ze wykonamy min(n, 2log, m) wywolan rekurencyjnych.

A po drugie, prace wykonang we wszystkich wywolaniach kroku 1 mozna
sumarycznie oszacowaé przez O(y/m). Zatem lepszym oszacowaniem czasu
dzialania naszego algorytmu jest O(y/m + min(n,logm)logm), czyli

po prostu O(y/m).

Niestety, aby$my mieli pewnos¢, ze algorytm dziata poprawnie, nie tylko liczby
a1 1 m musza by¢ wzglednie pierwsze, ale rowniez liczby a; i m; dla wszystkich
1 > 2. Na szczescie twierdzenie Eulera mozna uogélnié, aby dzialalo rowniez
bez zalozenia o wzglednej pierwszosci. Nowa wersja brzmi nastepujaco: dla
dowolnych liczb naturalnych a, m i k spelniona jest kongruencja

aerk»Lp(m) =a°

() (mod m),

gdzie s jest pewna liczba zalezna od m, jednak nie wigksza niz logy m.
Zanim udowodnimy to twierdzenie, zobaczmy, jak dzieki niemu naprawié¢ nasz
algorytm. Zmodyfikujemy go tak, aby nie tylko obliczal wartosci A;, ale réwniez

dodatkowy bit e; réwny 1 wtedy, gdy a;1n = m;. Znowu pokazemy, jak wykonaé
krok (2) algorytmu: zalézmy zatem, ze m > 2 i obliczyliSmy juz As oraz es.
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Wyznaczmy A;. Jesli ez = 0, to agpn, < @(m), wiec A = agpy 1 wystarczy przyjaé
A = an mod m. Z kolei jesli e; = 1, to agpy, = Az + @(m) > logym > s, czyli

__ _Qa21n
A11p = Aq

Zatem w obu przypadkach mamy A; = a

:al

(y=D)p(m)+Az+p(m) () af2+¢(m) (mod m).

Azte20(m) 16d m. Z kolei wyznaczyé e

mozna nastepujaco: jesli a; < 2, to e; = 0, a w przeciwnym przypadku mozemy

wykonaé¢ potegowanie af”ez“@(m)

, w kazdej iteracji domnazajac jedno a;

i sprawdzajac, czy wynik osiagnal juz m (wykonamy co najwyzej log, m takich
iteracji). Ostatecznie zlozono$é czasowa calego algorytmu nie zmienia sie.

Pozostaje udowodnié¢ dane wzorem (x#x) uogdélnienie twierdzenia Eulera.
Zdefiniujmy ciag d; nastepujaco:

dy = nwd(a,m), d; =nwd | a, _m dlai>1,
do--di_q

oraz niech s bedzie najmniejsza liczba, taka ze ds = 1. Oznaczmy tez

D=dy---ds_.

Liczba m/D jest liczba powstala po usunigciu z m wszystkich czynnikéw
pierwszych wystepujacych w a, zatem liczby a i m/D sa wzglednie pierwsze.
7 twierdzenia Eulera wynika zatem, ze

a®?m/P) =1 (mod m/D).

Ponadto kazda z liczb a/d; jest calkowita, wiec liczba a®/D réwniez. Mnozac
powyzsze réwnanie przez a®/D, dostajemy

as+k~tp(m/D)/D = aS/D (mod m/D)

Korzystajac z faktu, ze kongruencja = y (mod w) jest spelniona wtedy i tylko
wtedy, gdy spelniona jest D = yD (mod wD), mozemy przemnozy¢ przez D
obie strony i modul powyzszego rownania:

asthe(m/D) = g5 (mod m).

Liczby D i m/D sa wzglednie pierwsze, zatem z multiplikatywnosci funkeji ¢
dostajemy @(m) = ¢(m/D)p(D). Ponadto wyktadniki w rozkladach na czynniki
pierwsze liczb m/(dy - - - d;—1) zmniejszaja sie, wiec s < log, m. Zatem

Odwracamy, obracamy. ..

Dana jest n-elementowa tablica a[l .. n], ktéra chcemy
odwrécié, czyli spowodowad, ze jej elementy beda
zapisane w kolejnosci a[n], a[n — 1], ..., a[l]. Najlatwiej
to zrobié¢ w miejscu (czyli uzywajac jedynie stalej liczby
komérek pamieci dla zmiennych pomocniczych),
korzystajac z instrukeji swap(a[i], a[j]) zamieniajacej
miejscami wartosci dwoch elementow:

for i:=1to |n/2| do
swap(ali], a[n + 1 —1i]);
Nietrudno si¢ przekonaé, ze powyzszy kod wywotuje
instrukcje zamiany jedynie L%J razy, co w przypadku
odwrdcenia tablicy jest wynikiem optymalnym.

A teraz trudniejsze zadanie: chcemy te samg tablice
obrocié o k komérek w lewo, czyli ustawié jej elementy
w kolejnosci alk + 1],a[k +2],...,a[n],a[1],..., alk].

I tym razem sprobujmy to zrobié, uzywajac jedynie
instrukeji zamiany.
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) ostatecznie dostajemy teze twierdzenia:

as—i—k'tp(m) =a° (mOd m)

Tomasz IDZIASZEK

Mozna w tym celu trzykrotnie wywota¢ omoéwiong przed
chwila procedure odwracania tablicy:

rev(a[l..k]); rev(alk+1..n]); rev(all..n));

Ten kod wykona LgJ + L%"“J + LgJ instrukcji zamiany,
co w zaleznos$ci od parzystosci liczb n i k da nam n lub

n — 1 instrukcji. Pytanie: czy da sie mniej?

Ponizszy kod obraca tablice, dzielac ja na nwd(n, k)
cykli o dlugosci n/nwd(n, k) i wykonujac obrét kazdego
z nich niezaleznie, do czego potrzebuje n/nwd(n, k) — 1
instrukcji zamiany:
for i := 1 to nwd(n, k) do
for j :=1ton/nwd(n,k) — 1 do

swap(ali +n (j —1) - k], ali+n j - k]);
Operacja i +,, j oznacza tu (i + j — 1) mod n + 1. Zatem
w tym rozwiazaniu uzyjemy w sumie n — nwd(n, k)
instrukeji zamiany. A czy ten wynik da si¢ poprawic¢?

T.1



