O podobnych zagadnieniach pisaliSmy
w Delcie 2/2006 w artykule
Kolorowe czapeczki — kontynuacja.
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Rozwigzanie zadania F 897.
Podzielmy pierscien na mate odcinki,
takie ze aR — 0.

Na kazdy odcinek dzialajg sity naciagu
pierécienia T i reakcji walca N. Ich
suma jest rowna zero, bo pierscien

nie obraca si¢. Stad

«@
N = 2T sin —,
5

co dla malych « daje N = aT. Stad
mozemy obliczy¢ site tarcia, dzialajaca
na taki odcinek, przy przesuwaniu
pierscienia wzdtuz walca:

frr = uN = paT.
Sumujac sity tarcia, dzialajace
na wszystkie malte odcinki pierécienia,
na ktére podzieliliémy jego dlugosé,
otrzymujemy catkowita sile tarcia:

Frr = ZUTR)" = /L'I'Z(m) =2muT.

Wiem, ze co$ wiesz  Wojciech CZERWINSKI

Najwytrwalsi Czytelnicy Delty moga znaé te zagadke. Pojawia sie ona w wielu
wariantach, my zajmiemy sie wersja btotna.

W katluzy bawi sie n dzieci. W pewnym momencie przychodzi tata-matematyk,

i méwi: ,Widze, ze co najmniej jedno z Was jest umazane blotem na twarzy”.
Nie trzeba dodawaé, ze zaréwno tata, jak przystalo na matematyka, a takze
wszystkie dzieci sa niestychanie bystre. Nie popelniaja bledéw i umieja
wydedukowaé wszystko, co si¢ da. Po tej wypowiedzi tata pyta: ,To z Was, ktére
wie, czy jest umazane na twarzy, niech podniesie reke do gory”. Dzieci, ktore
wiedza, istotnie podnosza rece. Tata jednak jest uparty i znowu zadaje to samo
pytanie. Dzieci znowu podnosza rece i historia sie powtarza do momentu, gdy
wszystkie dzieci beda wiedzialy, czy sa brudne, czy nie. Pytanie brzmi: jak
rozwinie si¢ sytuacja? W szczegélnosci, czy moze si¢ zdarzy¢, ze dzieci, razem

z tata, beda siedzialy w blocie przez cala wiecznosé, a przynajmniej do czasu, az
im sie nie znudzi?

Zachecamy bardzo wszystkich Czytelnikéw do proby rozwiazania zagadki przed
przeczytaniem dalszej czesci tekstu!

Zanim dojdziemy do rozwiazania, sprobujmy zastosowaé typowa taktyke:
rozwazmy male przypadki. Co sie wiec stanie, gdy dokladnie jedno dziecko —
Adas — bedzie umazane blotem? Ada$ zorientuje sie natychmiast, ze to o niego
chodzi, bo wszyscy inni maja czyste twarze. Natomiast jego rodzenstwo, widzac
umazanego Adasia, nie bedzie wiedzialo, czy oni sg czySci, czy brudni. A wiec
na pierwsze pytanie taty reke podniesie tylko Adas. Po tym, gdy pozostale dzieci
zobacza, ze Adas podniodst reke, zorientuja sie, ze tylko on jest umazany.

W przeciwnym bowiem przypadku nie moglby sie zorientowaé, ze tak jest.
Zatem na drugie pytanie taty juz wszyscy podniosg rece.

No dobrze, a co bedzie, gdy brudni beda zaréwno Adas, jak i Basia, a pozostali
beda czysci? Przy pierwszym pytaniu taty nikt nie podniesie reki, bo kazde

z dzieci bedzie widziato kogo$ umazanego: Adas i Basia siebie nawzajem,

a pozostale dzieci ich oboje. Potem zdarzy sie jednak cos ciekawego. Basia
pomysli w nastepujacy sposéb: ,,Gdybym ja byla czysta, to Ada$ widzialby same
czyste twarze i zorientowal sie¢, ze w zwiazku z tym musi by¢ brudny. I wtedy
podnidstby reke przy pierwszym pytaniu. Nie zrobil tego jednak, wiec moja
twarz musi by¢ umazana”. Basia w zwiazku z tym podniesie reke przy drugim
pytaniu taty, oczywiscie analogicznie pomy$li i zrobi Adas. Pozostate dzieci beda
widzialy dwdjke brudnego rodzenstwa, wiec nie beda mialy powodu, zeby

po pierwszym glosowaniu pomyéleé tak jak Adas i Basia. Nie beda tez mialy
zadnych przestanek (do chwili drugiego pytania), ze one sa czyste, wiec przy
drugim pytaniu nie podniosg rak. Po nim jednak natychmiast zorientuja sie, ze
Adas i Basia mogli przeprowadzi¢ swoje rozumowanie i zrozumieé, ze maja
umazane twarze, tylko o ile jedynie oni byli brudni — czyli wszyscy pozostali sa
czy$ci. A wiec przy trzecim pytaniu taty podniosa rece wszystkie dzieci.

By¢ moze Domyslni Czytelnicy zaczynaja juz powoli podejrzewaé, jak bedzie

w przypadku ogélnym. Przyjrzyjmy sie jednak sytuacji, gdy brudnych jest trojka
dzieci: Ada$, Basia i Czarek. Czarek widzi, ze (opr6cz, by¢ moze, niego) brudni
sg tylko Adas i Basia. Po drugim pytaniu taty widzi jednak, ze nie podniesli oni
rak, czyli nie sa jedynymi z umazana twarza. Nie mozna juz mie¢ dluzej
watpliwoéci: on tez nalezy do tych ubrudzonych. A zatem Czarek, a takze Adas
i Basia, podniosa rece przy trzecim pytaniu taty. Pozostate dzieci zorientuja sie
dopiero potem, ze ich twarze sa czyste i zglosza to przy czwartym pytaniu.

Nietrudno zauwazy¢, ze powyzsze rozumowanie mozna prowadzié¢ dalej. Przy
doktadnie k brudnych dzieciach podniosg one rece przy k-tym pytaniu, a te
czyste przy pytaniu (k 4 1)-szym. Ale czy to rozwiazuje sprawe? Wielu
Czytelnikéw zapewne zgodzi sie, ze tak konkretnie to ciezko sie przyczepic¢

do jakiego$ argumentu, ale nadal problem wydaje sie skrywaé jakie$ tajemnice.

Mozna przyktadowo mie¢ nastepujaca watpliwos¢. Przypusémy, ze liczba
ubrudzonych dzieci jest wigksza niz jeden, wtedy kazdy wie, ze kto$ jest
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Nagroda Goédla przyznawana jest raz
do roku za wybitne osiggniecia
w dziedzinie informatyki teoretycznej.

Orzel czy reszka?

Sa trzy symetryczne monety. Pierwsza, M1, ma orly po obu

umazany blotem, bo po prostu go widzi. Wydaje sie wiec, ze tata — przychodzac
i informujac o tym — nie odkrywa Ameryki, méwi co$, o czym wie kazdy, wiec
nie wnosi zadnej nowej informacji. Czy méglby zatem ominaé poczatkowe
stwierdzenie i zaczaé od zadawania pytan, kto wie, czy jest brudny? Chwila
zastanowienia prowadzi do konkluzji, ze nie, samo zadawanie pytan o stan
czystosci do niczego nie doprowadzi. Dzieci, razem zreszta ze zbyt
optymalizujacym tata, spedzilyby cale popoludnie na monotonnej grze

w niepodnoszenie rak. Coz wiec wniosto powiedzenie faktu, ktéry znat kazdy?

Okazuje sie, ze jednak co$ istotnego wniosto. Wyjasnijmy to najpierw dla dwojki
brudnych dzieci. Owszem, kazdy wiedzial, ze kto$ jest brudny. Nie kazdy jednak
wiedzial, czy kazdy wie, ze kto$ jest brudny. Przykladowo Ada$ nie wiedzial, czy
Basia wie, ze kto$ jest brudny. No bo gdyby Adas nie byl brudny, to Basia

nie widzialaby nikogo brudnego. A co dla tréjki brudnych dzieci: Adasia, Basi

i Czarka? Wowczas kazdy wie, ze kazdy wie, ze kto$ jest brudny. Ale nie kazdy
wie, czy kazdy wie, czy kazdy wie, ze kto$ jest brudny! Przykladowo Adas

nie wie, czy Basia wie, czy Czarek wie, ze jest kto$ brudny. Bo gdyby Adas byt
czysty, to jedynie Basia i Czarek byliby brudni i wtedy Basia nie wiedziataby,
czy Czarek widzi kogokolwiek brudnego. Uogélniajac te spostrzezenia, widzimy
wiec, ze to, co tata wnidsl do sprawy to fakt, ze kazdy wie, ze kazdy wie, ze
kazdy wie. .. i tak powtorzone dowolnie wiele razy, ze ktos jest brudny!

Nasze rozwazania przydaja sie nie tylko do tego, zeby na imprezie u znajomych
zablysnaé nieoczywista zagadka. W roku 1997 Joseph Halpern i Yoram Moses
otrzymali prestizowa Nagrode Godla za prace nad wiedza, a w szczegdlnosci wiedza
powszechna (ang. common knowledge) i zastosowaniem swojej teorii do dziedziny
systemow rozproszonych. Mozemy zamienié¢ dzieci z zagadki na komputery, ktére
razem wykonuja pewne obliczenia i komunikuja sie przez sie¢. Nie zawsze ,,wiedzg’
one, co ,wiedza” inne komputery, moga sie¢ dowiedzie¢ jedynie, jesli dostana jakis
komunikat. W analizie programéw, ktére sa wykonywane przez sie¢ komputerows,
(tzn. przeznaczonych do obliczen rozproszonych), zasadnicza role odgrywa wlasnie
pojecie wiedzy. Kluczowym spostrzezeniem autoréw artykutu byla obserwacja,

ze nieformalne pojecie wiedzy da sie uja¢ w precyzyjne matematyczne ramy.

W szczegoblnosci wiedza powszechna zostala doprecyzowana wlasnie jako sytuacja,
gdy dla dowolnego k zachodzi: ,kazdy wie” powtérzone k razy o pewnym
interesujacym nas fakcie. Wezesniej, oczywiscie, trzeba byto zdefiniowaé¢ formalnie,
co to znaczy, ze komputer co§ wie, ale w to nie bedziemy sie teraz wglebiac.

Praca Halperna i Mosesa miata wielki wplyw na dziedzine obliczen rozproszonych.
Zainspirowala takze nowe badania w kryptografii i sztucznej inteligencji. Moze
czeka nas w przyszlosci jeszcze wiece] waznych odkryé, ktorych podstawa sa
fenomeny mozliwe do dostrzezenia bez zadnego zaawansowanego aparatu
matematycznego. A kto wie, moze nawet dokonane przez Czytelnikéw Delty.

M}, — wylosujemy monete o numerze k,

stronach, druga, M2, ma reszki po obu stronach, a trzecia, O — otrzymamy orta.

M3, jest normalna. Wybrano losowo jedng z tych monet,
podrzucono ja i po upadku na blat stolu na wierzchu ukazat
si¢ orzel. Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze

po drugiej stronie tej monety tez jest orzet. Czesto

spotykamy takie rozwigzanie:

1) Na pewno nie jest to moneta Mo, ktéra ma reszki po obu

stronach. Prawda.

7 tredci zadania wynika, ze P(My) = £ i P(O) =

1
-3 2
obliczy¢ prawdopodobieristwo warunkowe P(M; | O):
P(MinO) 1/3 2
P(M|0)= ——F—1—b =1 =_.
(M:]0) P(O) 12 3
Ten wynik nie powinien by¢ zaskakujacy. Oznaczmy orty
na pierwszej monecie przez O; oraz Oz, a orla na trzeciej

2) Jest to wiec moneta My albo Ms. Prawda.

3) Stad wynika, ze prawdopodobiefistwo tego, ze jest to
moneta Mi, jest rowne % Nieprawda. Przypadki opisane
w podpunkcie 2 nie sg jednakowo prawdopodobne.

Aby sie o tym przekonaé, sformalizujmy nasz problem.
Wprowadzmy oznaczenia dla zdarzen:
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monecie przez Os. Prawdopodobienstwo otrzymania orta

z numerem n jest rowne P(Oy,) = ¢ dla n € {1,2,3}.
Otrzymalidmy jedno z trzech jednakowo prawdopodobnych
zdarzen O1, 02, Os. Dwa sposréd nich wskazujg na pierwsza
monete. Czytelnik Dociekliwy zauwazy, ze ten sam wynik
otrzymamy w przypadku, gdy trzecia moneta jest
symetryczna, a pozostate dwie niekoniecznie.

Edward STACHOWSKI



