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Stozki 1 walce Jarostaw GORNICKI*

Od Archimedesa wiemy, ze zdaniem Demokryta stozek stanowi trzecig czesé
walca, ale pierwszy udowodnil to Eudoksos. Znamy ten rezultat z XII Ksiegi
Elementow Euklidesa (Stwierdzenie 10). Euklides, korzystajac z metody
wyczerpywania (wyjmujac graniastostupy o znanej objetosci), pokazal, ze
ostrostup o podstawie trojkatnej ma objetosé, ktora wyraza wzor

(%) stata - pole podstawy - wysokosé.

Stata wyznaczyl z obserwacji: ostrostup stanowi trzecia cze$¢ opisanego na nim
graniastostupa (rys. 1). Moze Euklides chcial w ten sposéb uniknaé¢ korzystania
z przej$é granicznych przy wyznaczaniu stalej we wzorze (%) lub potwierdzic¢ jej
wartosé na innej drodze? Nastepnie, przyblizajac stozek ostrostupami, uzasadnit
twierdzenie Eudoksosa.

Czy we wzorze na objetos¢ stozka, ktory réwniez jest postaci (x), mozna
potwierdzi¢ wartos$é statej bez ponownego odwolywania sie do przejsé
granicznych? W Elementach takiej informacji nie ma. My pokazemy, ze jest
to mozliwe. Wykorzystamy pomysty Archimedesa sprzed 2200 lat.

Gdy wezmiemy elipse o potosiach a, b i obrécimy ja wokdt pionowej osi b,

to otrzymamy bryte — elipsoide obrotowq. Rozwazmy z jednej strony goérna
potowe takiej elipsoidy oparta na kole o promieniu a, zas z drugiej strony walec
o wysokosci b, ktorego podstawa jest kolo o promieniu a (rys. 2).

Archimedes zauwazyl, ze jesli z tego walca wytniemy stozek i obie bryty
przetniemy wspoélna ptaszczyzna rownolegla do podstawy na wysokosci h

(0 < h <)), to pola otrzymanych przekrojow zawsze beda rowne. Dla elipsoidy,
g—i + %22 =1, WiQ2C 2% = a2(1 — 2—22) Zatem pole przekroju elipsoidy jest rowne
Tzl = 7m2(1 — 2—2) Poniewaz dla drugiej figury = = %,
pierscienia jest rowne wa? — mr? = 7ra2( - 'g—j) Zatem objetos¢ potowy elipsoidy
obrotowej jest rowna objetosci opisanego na niej walca pomniejszonej o objetosé
wydrazonego w nim stozka. Warto rowniez zaznaczy¢, ze gdy a = b, to z tych

rozwazai wynika wzér na objetosé kuli: %7‘(@3.
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Rozwazmy teraz walec o wysokosci H, ktorego podstawa jest kotlo

o promieniu R. Objetosé¢ tego walca jest réowna 7R?2H. W tym walcu
umieszczamy dwa stozki, kazdy o wysokosci H i podstawach bedacych
podstawami walca (rys. 3).
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Rys. 3
Stozki te maja taka sama objetosé. Nie wypelniaja one objetosci walca. Gdy
taki walec przetniemy na wysokosci h (0 < h < H) plaszczyzna rownolegla do
jego podstaw, to naszym oczom ukaze sie widok przedstawiony na rysunku 4.

Kolorowy obszar S ma pole rowne polu kota o $rednicy AB (to rowniez wiedzial
Archimedes):

1 (CD\> 1 (CA\® 1 [(AD\® 1, .5 .
'5—2”<2) ‘z”(z) ‘z”(z) = glOD" - A —ADT) =

2
(CA+AD)? - CA” = AD?) = % - CA-AD = = ABQW(AB) :
)

1
—— A .
8 4 2
Pole to jest najwicksze (réwne 77(%)2 , gdy przeciecie jest w polowie wysokosci
walca i maleje, gdy ciecia przesuwaja sie w gore albo w dot. Oznacza to, ze
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wylosowania dwoch punktéw lezacych na

tej samej Srednicy kota w jest rowne zeru,

mozemy zalozyé, ze taka sytuacja sie nie
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Niech Aj, Aa, ..., A11 beda pewnymi
punktami kota w, a By, Ba, ..., B
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1 <4 < 11 ¢-tym wylosowanym punktem
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wylosowane punkty leza po jednej stronie
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sposrod wyrédznionych oraz 10 ,kolejnych”
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czwarta czesé objetosci walca lezaca poza stozkami moze by¢ przedstawiona
jako polowa elipsoidy obrotowej o wysokosci H/2 majacej w podstawie kolo
o promieniu R/2. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy wyznaczy¢ zaleznosé
dhugosci odcinka AB od odlegtosci miedzy ptaszczyzna tnaca a plaszezyzng
potowiaca walec. Mozna réwniez przeksztalci¢é odcinek OC na odcinek o dtugosci
H/2 przez powinowactwo prostokatne. Takie przeksztalcenie tuk okregu
przeprowadza w tuk elipsy. Dzieki temu otrzymujemy ,réwnanie objetosci bryt”
walec(R, H) = stozek(R, H) + stozek(R, H) + 4 - pol elipsoidy (R/2, H/2) =

= stozek(R, H) + stozek(R, H) + 4 [walec (R/2, H/2) — stozek (R/2, H/2)],
gdzie stozek(R, H) = k - tR?*H i niewiadoma jest k. Przeksztalcajac powyzsze
réwnanie do postaci

7TR?H = knR?H + knR*H + 47 (R/2)* (H/2) — k= (R/2)* (H/2)],
otrzymujemy k = 1/3. Mamy wiec potwierdzenie, ze stozek o wysokosci H, majacy
w podstawie kolo o promieniu R, ma objetos¢ réwna %WRQH.

Sprobujemy teraz wyznaczy¢ objeto$é paraboloidy obrotowej o wysokosci H

i promieniu podstawy R. OczywisScie, nie chcemy uzywaé¢ rachunku catkowego.
Roéwnanie paraboli tworzacej paraboloide obrotowa o promieniu podstawy R

i wysokosci H jest nastepujace: y = %xQ (rys. 5; taka parabola jest jedynal).
Obok rozwazmy walec o wysokosci H, ktorego podstawa jest koto o promieniu R,
w ktorym wydrazono paraboloide obrotowa utworzona przez parabole

y=H — %IQ. W wyniku przeciecia obu bryt na wysokosci h (0 < h < H)
plaszezyzng réwnolegla do podstawy otrzymujemy koto o polu S(h) = 7r? = WR;Ih
(korzystamy z rownania paraboli h = £572).
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Poniewaz dla pierscienia mamy h = H — %22, wiec

. R2%h
P(h) = TR* — 2% = T = S(h).
Oznacza to, ze objetos¢ paraboloidy obrotowej jest rowna polowie objetosci
opisanego na niej walca: %T(RQH .
Mitosnikom rachunkéw polecam inne rozwiazanie: mozna bez trudu sprawdzié,

ze na rysunku 6 kolorowe obszary obrocone wokoét osi OY wyznaczaja
w przestrzeni bryly o réwnych objetosciach.
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Rys. 6

Ciekawe, czy Euklides bytby zadowolony z takiego rozwiazania. . .
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