Ciekawe prezentacje dotyczace ciagu
Fibonacciego sa udostepniane przez Khan
Academy — cykl: Spirals, Fibonacci and
being a plant, gdzie nie tylko pokazane
jest wystepowanie ciagu w przyrodzie, na
przyktad w ukladzie lisci wokot todygi,
ale przy okazji wyjasniona jest
metodologia badan przyrodniczych.

Konstrukcja ciggu Fibonacciego:

fi=1,f2=1,

fn=fn-1+ fn_2dlan>2.
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Dywany Antoniego —
nie tylko bajka o pewnych zastosowaniach
ciaggu Fibonacciego

Dawno, dawno temu, za druga gora, za trzecia rzeka zyl sobie krolewicz
Leonardo pochodzacy ze szlachetnego rodu Fibonaccich. No, moze nie
catkiem krolewicz, ale piaty syn dyplomaty wloskiego. Moze nie catkiem

za trzecia rzeka, bo urodzit sie za 6sma doling i trzynastoma bagnami,
doktadniej w Pizie w 1175 roku. Zatem przynajmniej rzeczywiscie zyt
dawno, dawno temu. Choé¢ w pewnym sensie zyje do dzisiaj w swoich
uczniach, bowiem wiesé o liczbach Fibonacciego rozeszla sie po §wiecie

i szumi o nich niejeden las. Ciggu Fibonacciego uzyto, na przyktad, do opisu
tempa rozmnazania si¢ krolikow, uktadu lisci i nasion na roslinach wszelkich.
Zmnaleziono go tez w trojkacie Pascala. Ciag ten ukrywa si¢ w zjawiskach
ekonomicznych, meteorologicznych, wykorzystywany jest w muzyce

i w sztuce. Jego wielbiciele znalezli takze wiele ciekawych zaleznosci miedzy
wyrazami tego ciagu.

Ta opowies¢ bedzie jednak o czym$ nowym. Mistrz Antoni, wierny uczer
prawiekrolewicza Leonarda, opowie Wam, jak uzywajac ciagu Fibonacciego,
tka¢ dywany i nie tylko. Zatem postuchajcie.

Podstawowy ciag Fibonacciego buduje sie w ten sposob, ze jego kolejny
wyraz jest suma dwoch wezesniejszych wyrazow, a pierwszymi ustalonymi
wyrazami ciggu sg 1 i 1. Dopisujac kolejne liczby, otrzymamy bardzo
dtuga, nieskonczenie dlugg ni¢. Kazda liczbe, ktéra pojawia sie w tak
skonstruowanym ciaggu, nazywamy liczbg Fibonacciego.

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, . ..

Do pracy! Dywan Antoniego tka sie, zaczynajac od czterech jedynek
utozonych w kwadrat. Na poczatek wypelhijmy pierwsze dwie kolumny (nici),
uzywajac zasady konstrukeji ciagu Fibonacciego (tworzymy ciag w gore od
poczatkowych jedynek). Nastepnie tkajmy w prawo od otrzymanych kolumn.
Dwie najnizsze nici to po prostu ciagi Fibonacciego, wyzsze tworzone ta
sama zasada, beda miaty nowe kolory (poczatkowe wyrazy nie sa jedynkami,
rysunek 1). Tkajac i tkajac, otrzymamy kawal nieskoriczonego dywanu.

— A teraz powiedzcie mi, dzieci, czy bylyscie grzeczne? ZjadtyScie dzisiaj
$niadanie przed wyjsciem do szkoty? I Zadnych drozdidwek? — zapytal sam
krolewicz Leonardo. — Tak? To stuchajcie dalej mojego ucznia Antoniego.

Przyjrzyjmy sie blizej naszemu tkackiemu warsztatowi.

1. Spojrzmy na przekatna naszego dywanu. Codz to? Liczby na przekatnej
sa, kwadratami liczb Fibonacciego. Tak jest nie tylko dla widocznej czesci
dywanu, ale dla kazdej liczby znajdujacej sie na przekatne;j.

1=1%, 4=2% 9=3% 25=5% 64=8% 169=13% 441 =217
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2. Zerknijmy na nieco przesuniete przekatne
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(rysunek 2) rozpoczynajace sie od wartosci 11 2.
4896 | 7920 |12816|20736| ---
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1,2,6,15,40, 104, 273, 714, 1870, . . .

3026 | 4895 | 7921 (12816 ...
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W tym ciggu roéznice miedzy kolejnymi wyrazami
sa kwadratami kolejnych liczb Fibonacciego.
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2-1=1=1% 6-—2=4=22
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15—6=9=232% 40—15=25=5
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3. Wezmy pod lupe dowolny kwadrat dywanu ztozony

272 | 440 | 712 | 1152 2, . . . .
z czterech komorek. Okazuje sig, ze iloczyny
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170 | 275 | 445 | 720 elementow umieszczonych w przeciwleglych
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naroznikach takiego kwadratu sa réwne. Co

102 | 165 | 267 | 432 wiecej, elementy w prawym goérnym rogu i lewym
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68 | 110 | 178 | 288 dolnym rogu takiego kwadratu sumuja sie do liczby
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Fibonacciego. Jeszcze wiecej? Jezeli weZmiemy

34 | 55 | 89 | 144 kwadrat dowolnej wielkosci, to iloczyny elementow
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21

umieszczonych w wierzchotkach po skosie rowniez
sa rowne.

34 55 89 144

— Mistrzu Antoni, czy mogtbys wyjawic¢ nam tajemnice Twoich dywandw?
Skad biorg sie te wszystkie zaleznosci, ktdre nam wyjawites?

— Z przyjemnoscig — odpowiedzial Mistrz i kontynuowal: — Otdz zauwazcie,
moje dzieci, ze nasz dywan jest wielkq tabliczkg mnozenia liczb Fibonacciego.
Dowolna komorka w dywanie, znajdujgca sie w i-tej kolumnie i j-tym
wierszu, to nic innego niz iloczyn najnizszego elementu w kolumnie (liczby
Fibonacciego f;) i wartosci znajdujacej sie najbardziej w lewo w wierszu
komorki (liczby f;). W zwigzku z tym na przekatnej znajdujq sie kwadraty
liczb Fibonacciego, tak jak na przekgtnej w zwyczajnej tabliczce mnozenia
znajdujg sie kwadraty kolejnych liczb naturalnych.

— Przeciez zwykta tabliczka mnozenia, to taki dywan tylko utkany nieco innym
Sciegiem ... — zamyslil sie jeden z uczniow.

Teraz przyjrzyjmy sie kwadratom i zalezno$ci iloczynéow elementow lezacych
w naroznikach.

Wybierzmy dowolny kwadrat, a jego narozniki oznaczmy przez fi . fin,
fr,ms frn, gdzie f; ; oznacza element znajdujacy si¢ w kolumnie ¢ oraz
wierszu j. Cztery komoérki kwadratu mozna opisa¢ w nastepujacy sposob:

fl,m:fl'fm7 fl,n:fl‘fru fk,m:fk‘fr/u fk,n:fk'fn~

Teraz rownosci zachodzace w kwadracie mozna ujaé nastepujaco

fl,m . fk,n = fl : fm : fk : fn oraz fl,n ' fk,m = fl : fn . fk : fmv
fl,m . fk,n = flm : fk7m~

Zauwazmy, ze warunki, ktore spetniaja cztery komorki dowolnego kwadratu,
beda spelnia¢ narozniki kwadratu dowolnej wielkosci, a nawet dowolnego
prostokatal

czyli

W dywanie mozna doszukaé¢ sie mnostwa innych kolorowych Sciegow:

4. fir+ foo+ -+ fon=Tn for1

5. fis+ foa+ fas+ -+ fanr2 = fuy1 - fore, dla n nieparzystych

6. fn+1,n+1 - fnfl,nfl = f2n

— Skoro juz zdradzitem pare dywanowych sekretow, nie pozostaje mi nic
innego, jak wskazaé Wam kierunki poszukiwarn nowych $ciegéw. Bedziemy

tkali © szukali nowych koloréw, ale to jutro, bo dzisiaj jestem juz zmeczony

— dodat Mistrz Antoni.
Matq Delte przygotowal Antoni DEUGOSZ
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