Przykladowo, jesli n = 4 oraz

7 = [4,2,3,1], to po probie dodania do
pustej bazy elementéow 0000, 1100 oraz
0111, tak naprawde znajda si¢ w niej
elementy 0000, 0101 i 1110.

Tutaj wykladnik oznacza krotnosé
powtoérzenia ostatniego symbolu.

Ay = {1011, 1110, 1000, 0100}

Ag =

{10111111,11101111, 10001111, 01001111,
11111011, 11111110, 11111000, 11110100,
10000000, 01000000, 00100000, 00010000}
itd.

Czas dzialania wyraza rekurencja
T(n) = 2T(n/2) + n, co oznacza, ze
T(n) = O(nlogn).

Informatyczny kacik olimpijski (101): Co$ sie popsulo

W noworocznym kaciku oméwimy zadanie Wykrywanie wrednej usterki pochodzace
z zesztorocznej Miedzynarodowej Olimpiady Informatycznej, ktora odbyta sie

w Kazaniu (Rosja). Autorzy zadania oczekuja od nas, ze pomozemy zdiagnozowaé
usterke, ktora wkradta sie do bazy danych zaimplementowang przez niefrasobliwego
inzyniera Ilszata.

Baza danych inz. Ilszata miala dziala¢ bardzo prosto. Zaprojektowane bytly tylko
dwie operacje. Pierwsza operacja add(x) miata za zadanie dodanie do bazy danych
nowego elementu x, o ktorym zakladamy, ze jest zawsze ciagiem n bitow (przy czym
dodatkowo mozemy przyjaé, ze n jest potega dwojki). Druga operacja check(x)
powinna sprawdzaé, czy x znajduje sie¢ w bazie, czy tez nie.

Jako sie rzeklo, nie wszystko poszto wedlug z goéry ustalonego planu.

Okazalo sie, ze operacja check(x) dziata zupelnie poprawnie, natomiast operacja
add(x) ma w sobie dziwnego buga (oszibke?). Ot6z, po wywotaniu add (x),
zamiast ciagu x, do bazy danych dodawany jest ciag 7(x) dla pewnej (nieznanej
nam) permutacji 7. Celem zadania jest wlasnie ustalenie tej permutacji, poprzez
wykonanie pewnego ciagu operacji na (poczatkowo pustej) bazie danych.
Dodatkowym utrudnieniem jest zalozenie, ze najpierw mozemy wykonywac
wylacznie operacje typu add, a pozniej wytacznie operacje typu check. Innymi
stowy: nie mozemy przeplata¢ roznych typoéw operacji.

Zaprezentujemy dwa rozwigzania: pierwsze wymaga wykonania O(n?) operacji,
drugie (maksymalnie punktowane): O(nlogn) operacji.

W pierwszym podejsciu zaczynamy od wykonania n operacji add na nastepujacych
elementach: 10"~1, 110772, 1110773, ..., 1™. Nastepnie przechodzimy do fazy
check-6w i zaczynamy od zapytania bazy danych o elementy: 10"~ 01072,
0010"3, ..., 0"~ 11. Oczywiscie dokladnie raz otrzymamy odpowiedz pozytywna,
dzieki czemu ustalimy na co zamienil si¢ element 10"~! (jedyny z jedna jedynka),
czyli poznamy m(1). Czas na kolejne pytania. Tym razem pytamy (kolejno)

o wszystkie ciagi zawierajace dwie jedynki, z ktorych jedna jest zawsze na pozycji
7(1). Podobnie jak poprzednio doktadnie raz otrzymamy odpowiedz pozytywna, co
pozwoli na ustalenie obrazu 110"~2, a ten okresli warto$é 7(2). Postepujac dalej

w ten sposob ustalamy w kolejnych krokach kolejne wartosci 7(7) dla 3 < i < n.
Kazdy krok nie wymaga wiecej niz O(n) zapytan, a wiec laczny czas dzialania
szacuje sie z gory, zgodnie z obietnica, przez n?.

Rozwiazanie szybsze opiera sie na zastosowaniu popularnej (znacznie dtuzej niz
teoria algorytmow) metody ,dziel i zwyciezaj”. Idea polega na ustaleniu obrazow
pierwszej i drugiej potowki indeksow permutacji (czyli zbiorow {m(1),...,m(n/2)}
oraz {m(n/2+1),...,m(n)}) a nastepnie przeanalizowanie (rekurencyjnie) kazdej
z potowek niezaleznie od siebie. Aby ten pomyst zrealizowa¢ w ramach zatozen
zadania (nie mozemy przeplataé¢ add-6w i check-6w!) potrzeba pewnej zrecznosci.

Zacznijmy od definicji pewnej rodziny zbioréw. Niech As = {10} oraz niech
Agp = Ay - 1F U 1R - A U {10%%71,010%%2 .. 0¥~ 110} (patrz przyklad na
marginesie).

Wilasciwe rozwiazanie zaczyna si¢ od wykonania operacji add na wszystkich
elementach zbioru A,,. Odtad mozemy juz wykonywaé¢ wytacznie operacje check.
Zaczynamy od zapytania o wszystkie elementy postaci 010"~ ! czyli te z jedna
jedynka. Widzimy, ze w zbiorze A, znajduje sie doktadnie n/2 elementéw z jedna
jedynka, a wiec i tyle dostaniemy pozytywnych odpowiedzi, przy okazji ustalajac na
co ,przechodza” obie polowki permutacji 7. W tym miejscu chciatoby sie po prostu
napisa¢ i dalej rekurencyjnie. Jest tak w istocie, ale trzeba mie¢ w glowie pewna
subtelnosé. Ot6z zbior elementéw, ktore wlozyliSmy do bazy danych zostat juz raz
na zawsze ustalony. Trzeba sie wiec upewnié, czy w wywotaniach rekurencyjnych
nie przeszkadza¢ nam beda jakie$ inne elementy z innych faz oraz jak wtasciwie
ttumaczy¢ zapytania z faz mniejszego rozmiaru na prawdziwe zapytania, gdzie
mamy jedno n ustalone z gory.

Zakoncze sakramentalnym: da sie, ale ze szczegdtami pozostawiam Czytelnika

samego.
Tomasz KAZANA
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