Jak krzywizna zzera przestrzen

Cytat z General Relativity Johna Archibalda Wheelera, ktéry zostal umieszczony
u géry marginesu artykutu Michata Bejgera, mozna przejrzyscie zilustrowaé
geometrycznie, gdy zajmiemy si¢ przestrzenia dwuwymiarowa.

Jak wiadomo, pole czaszy sferycznej to 2w Rh, gdzie R to promien sfery, a h to
wysokos¢ czaszy. Skorzystanie ze ,szkolnego” twierdzenia, ze przyprostokatna
w tréjkacie prostokatnym jest érednia geometryczna przeciwprostokatnej

i swojego rzutu na nia, pozwala na spostrzezenie, ze rowniez na sferze pole
kota dane jest wzorem 7r? — trzeba tylko pamietaé, ze owo r to przestrzenna
odleglos¢ srodka kota od brzegu, aby nie bylo nieporozumien, oznaczmy ja
przez p (rys. 1). Faktycznie 2rRh = w(2R)h = 7p2.

Dla mieszkancéw sfery taki promien nie ma sensu. Dla nich promieniem kota
na sferze jest tuk KL, oznaczmy jego dtugos¢ przez r, czyli jest to kat KOL
pomnozony przez R. Poniewaz <X KOL = 2xKML i p=2Rsin xKML, wiec

Rys. 1

p? = 4R%sin? x K ML = 2R%(1 — cos xKOL) = 2(1 — cos ;>R2,

zatem pole kola na sferze to 27?(1 — cos %)RQ.
W szczegblnosei pole kola o promieniu r na sferze jednostkowej to 27(1 — cosr).

Wracajac do Wheelera, musimy rozwazaé nie tylko powierzchnie majace staty
krzywizne dodatnia (jak sfera — jej krzywizna to 1/R?), ale i te, ktére maja
krzywizne ujemna. Przyzwoitych ,sfer” o stalej ujemnej krzywiznie w przestrzeni
trojwymiarowej nie ma. Ich najblizsza krewna jest pseudosfera (rys. 2),
powierzchnia powstala z obrotu traktrysy (rys. 3). Dlugo$é¢ wyznaczajacego
traktryse odcinka (oznaczmy ja przez R) nazywamy promieniem pseudosfery.
Jesli pominaé jej ,kant”, to pseudosfera ma wszedzie krzywizne réwna —1/R2.

Rozumowanie analogiczne do przeprowadzonego dla sfery
B N Y _ (choé juz, niestety, bez ,szkolnego” wsparcia) pozwala
stwierdzié, ze pole kota o promieniu r na pseudosferze
jednostkowej to 2w (coshr — 1).

Zauwazmy, ze 2m(1 — cosr) < 7r? < 27(coshr — 1). W tym celu nalezy tylko
pamietaé, ze
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Zatem kola na powierzchni o krzywiznie dodatniej maja mniejsze pole od kot
o o tym samym promieniu na plaszczyznie, a kota na powierzchni o krzywiznie
Rys. 3. Traktrysa to krzywa, ktérej ujemnej — pola wieksze. Mozna to interpretowac tak, ze krzywizna dodatnia

odcinek stycznej od punktu stycznosci do  z7era powierzchnie, przyciagajac do siebie wszystko, a krzywizna ujemna
poziomej osi ma stala dtugosc. . . C 1. . . .

Mozna ja praktycznie zrealizowaé, rozpycha powierzchnie, wszystko od siebie odsuwajac. Fizycy lubia te
wedrujac po prostym krawezniku oddzialywania nazywaé grawitacja.

i ciggnac za sobg na sznurku zabawke.
Dla koneserow: traktrysa jest jedna

2 owolwont, krvywoj Infienehowo;. I na koniec bardzo praktyczne spostrzezenie krawieckie. Typowa spodnica, gdy

jej ,nosicielka” obraca sie szybko w tancu, przybiera ksztalt zblizony do czaszy.
Ale gdy jest uszyta z pelnego klosza, przy szybkich obrotach ulozy sie ptasko
na poziomie talii. Gdy wreszcie wszyjemy w nia jeszcze wiecej klinéw (tak sie
czesto szyje spodnice dla zespoléw folklorystycznych), przy obrotach bedzie
falowala, a jej brzeg bedzie nasladowal sinusoide. Przyklad, co to znaczy za
malo — a co za duzo materiatu, jest trafiony, ale chyba z tym przyciaganiem to —
w przypadku spédnic — jest nie catkiem tak, jak chcialby Wheeler.
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