Strategie graczy w grze dynamicznej to
funkcje S;(t,x). W czasie t gracz wylowi
Si(t, X(1)).
Stan towiska opisuje réwnanie

X(t+1) = F(X(1), S(t, X (1))
ze stanem poczatkowym X (0) = zg.
Wyplata gracza i jest postaci

Pi(S) =Y, Pi(S(t, X (£)))6".
Horyzont czasowy T moze by¢ skonczony
badz nie.

Mozna tez rozwazaé analogiczne gry

z czasem cigglym (robi si¢ to nawet
czedciej niz z czasem dyskretnym).

Gry dynamiczne sa znacznie bardziej
ztozone od zwyklych — wiele probleméw
jest ciagle otwartych, w tym wiele
zagadnienn zwigzanych z obliczaniem
réownowag Nasha.

Réwnowage Nasha obliczamy, poczynajac
od konca, analizujagc wyplate w tym
okresie. W czasie 1 przy stanie € wyptlaty
graczy sg zerowe, przy dowolnym innym
stanie najlepsza odpowiedz gracza na
decyzje pozostalych graczy to 2,

a wyplata to 4. Nastepnie cofamy sig

w czasie do okresu 0 i maksymalizujemy
po decyzji w chwili 0 obecng wyptlate
gracza plus obliczong wczesnie]j
zdyskontowang wyplate przyszla. Analiza
przypadkéw daje najlepsza odpowiedz
Si(0,z0) = 2; przypadki, w ktérych
decyzje pozostalych graczy sumujg si¢ do
6 lub 7, analizujemy osobno — ze wzgledu
na ,klamerkowa” funkcje wyptaty

w przyszlym okresie. Metoda ta,

w ogélnym przypadku bazujaca na
indukcji wstecznej, nazywana jest
programowaniem dynamicznym albo
metoda Bellmana.

Pierwsze modele gier dynamicznych opisujacych
eksploatacje srodowiska byly zainspirowane
wspomnianymi wojnami dorszowymi, ktére zakonczyly
sie wydzieleniem 200-milowej wylacznej strefy
ekonomicznej Islandii, co dzi$ jest juz standardem
gwarantowanym prawem miedzynarodowym. Warto
jednak zauwazy¢, ze taka ,prywatyzacja” towisk nie
rozwiazuje w calosci problemu, poniewaz formalne
granice stref ekonomicznych sa ignorowane przez ryby,
ktore moga przeplywaé tam, gdzie jest ich mniejsze
zageszczenie, a wiec wiecej pokarmu. Powoduje to,

ze kazdemu z krajéw optaca sie do pewnego poziomu
zwieksza¢ eksploatacje w swojej strefie, zwlaszcza
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Ukichiro Nakaya zyl w latach 1900-1962;
znany jest z tego, ze stworzyl pierwszy
sztuczny platek $niegu.

Gry dynamiczne. Czego brakuje w tej analizie? Kazdego dnia gracze moga
rozpoczaé kolejng taka sama prosta gre. By¢ moze dobrze opisywalaby ona
rybotéwstwo morskie w éredniowieczu, ale nie przy obecnych mozliwo$ciach
technicznych — nadmiernie potawianych ryb bedzie coraz mniej, a w skrajnym
przypadku moga nawet wyginac. Przyczyna wojen dorszowych bylto wlasnie
istotne zmniejszenie populacji lowisk.

Do petniejszego opisu zjawiska potrzebujemy kolejnych punktéw w czasie i nowej
zmiennej — zmiennej stanu, oznaczajacej liczbe lub biomase ryb w towisku.
Strategie graczy opisuja, co gracz zrobi w kazdym momencie gry, ewentualnie
w zaleznosci od stanu towiska. Gracze biora pod uwage nie tylko biezaca
wyplate, ale catkowity zysk (réwniez przyszty) przy uwzglednieniu, ze jedna
zlotowka zarobiona w przyszlo$ci moze mieé¢ inng wartos¢ — tzw. dyskonto.

Przyktad 2. O ile pigciu rybakéw z Jastarni nie moze zagrozi¢ populacji
baltyckiego $ledzia, to pig¢ nadbaltyckich krajow juz tak. Teraz graczami sa
kraje, a gra z przykladu 1 (oczywiscie z nieco innymi jednostkami) toczy sie
przez dwa okresy, czynnikiem dyskontowym jest § = % Jesli taczna eksploatacja
przekroczy 5, stan populacji ryb zmniejsza sie z 2o = 1 (populacja w niskim,
ale stabilnym stanie) do % (populacja mocno przetrzebiona), a jesli natomiast
taczna eksploatacja przekroczy 7, to stan zmniejsza sie do pewnego matego

e > 0 (populacja na skraju wyginiecia). Przy stanie x kazdy statek moze zlowié
maksymalnie 2x jednostek ryb, ponadto koszty rosna i razy. Przyjmujemy ¢ na
tyle male, ze w tym stanie polowy staja si¢ nieoplacalne. W tej grze, podobnie
jak w przyktadzie 1, w jedynej réwnowadze Nasha gracze lowig z maksymalna
intensywnos$cia w okresie poczatkowym, doprowadzajac populacje §ledzia na
skraj wyginiecia, mimo ze oznacza to dla nich glodowanie w okresie 1. Wyplata
kazdego z graczy jest rowna 4, podczas gdy w razie porozumienia kazdy mogltby
mieé¢ 10,5.

W grach dynamicznych eksploatacji zasobow mozna stosowaé te same

metody 1-3 wymuszania kooperacji, mozliwe sa tez inne, specyficzne metody
oparte na fakcie wielokrotnego wchodzenia w interakcje (np. porozumienia
miedzynarodowe, w ktorych jedyna sankcja za wyltamanie si¢ gracza z kooperacji
jest grozba zerwania porozumienia i powrdt do nieoplacalnej dla wszystkich
réwnowagi Nasha).

jesli pozostali postanowili ograniczy¢ eksploatacje

w swoich. Zagadnienie to staje sie znacznie bardziej
ztozone, bo juz sam fakt istnienia specjalnych stref
ekonomicznych wymaga uzycia wielowymiarowej
zmiennej stanu i wziecia pod uwage opdznienia, ponadto
w morzach mamy wiecej niz jeden gatunek ryb, a na
szybko$¢ rozmnazania si¢ oprécz biomasy ma wplyw
struktura wiekowa populacji... Widaé wiec, ze nawet
liczenie jedynie rownowag Nasha w grach eksploatacji
zasob6w morskich, nie wspominajac nawet o konstrukeji
porozumien miedzynarodowych, dzieki ktérym uda sie
wymusi¢ kooperacje, oznacza zajecie dla matematykow
na dlugie lata.

Co ma wspdlnego bryla Wulffa
z platkami $niegu?
Piotr RYBKA*

Drogi Czytelniku, jesli popatrzysz na platki $niegu, to zobaczysz wielka ich
rozmaito$é¢. Bogactwo znanych kolekcji zdjeé $niezynek mowi nam, ze nie ma
dwoéch identycznych platkéw sniegu. Mozesz zapytaé, czy mozemy skatalogowacd
pokréj krysztatkéw lodu i wyjasnic ich ksztalt?

Klasyfikacji stuzy diagram, ktérego autorem jest Ukichiro Nakaya, opisujacy
pokrdj krysztatka w zaleznosci od dostepnosci pary wodnej i temperatury
otoczenia. Proba wyjasnienia tego pokroju odwoluje si¢ do pojecia energii
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W przyblizeniu mozemy uznaé, ze platki $niegu maja

symetri¢ sze$ciokata foremnego.

Columns and Plates

powierzchniowej. Gdy ogladamy $niezynke ze $rodka jej symetrii,
to widzimy, ze nie we wszystkich kierunkach roénie ona z taka
sama predkoécia. Innymi stowy, energia konieczna do zbudowania

Plates |

Columns |

jednego metra kwadratowego powierzchni krysztatka (lub metra
biezacego, jesli méwimy o calkowicie plaskich $niezynkach) zalezy
od kierunku n. Te energie bedziemy oznaczali symbolem ¢(n).

1‘ " Needles
g B Ograniczmy sie tylko do ptaskich $niezynek. Mozemy wtedy
3 2 i ) zapytaé, czy znajomo$¢ gestosci energii powierzchniowej, ¢,
B AT “{‘%’“"5 v—] wystarcza do odtworzenia réwnowagowego ksztattu $niezynki.
g o [\j) 1 L Cotumns W uproszczeniu powiemy, ze jest to stan, ktérego $niezynka
o) L e _ i nie bedzie chciala zmieni¢ przy ustalonej wilgotnosci powietrza.
= @ @‘@ Odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca. Georg Wulff podal
oi ; ﬁ?:'ii . i geometryczna konstrukcje bryly réwnowagowej, W,,, nazywanej
0 T o 5 30 3 3 3 © obecnie bryla Wulffa. Konstrukcja zostala zamieszczona w pracy
2 20 10 0 o 20 30z poczatku XX wieku [1].

Temperature, Colder —

Diagram Nakai

Georg Wulff byt bardzo ciekawg postacig. Zyt w latach
1863-1925. W roku 1898 zostal kierownikiem katedry na

Uniwersytecie Warszawskim.

[1] G. Wulff, Zur Frage der Geschwindigkeit des
Wachstums und der Auflosung der Krystallflichen,
Zeitschrift f. Krystall. Mineral. 34, (1901), 449-530.

Bryta z ponizszej pracy
Barretta, Garckego, Nirenberga

[2] J.W. Barrett, H. Garcke, R.Niirenberg,
Finite Element Approximation of
One-Sided Stefan Problems with
Anisotropic, Approzimately
Crystalline, Gibbs—Thomson Law,
Adv. Differential Equations 18 (2013),
no. 3-4, 383432

Do konstrukcji brylty Wulffa potrzebna jest, znana juz nam,
funkcja gestosci energii zalezaca od kata 6, jaki tworzy wektor
jednostkowy n z osia OX. Scista definicja jest nastepujaca,

W, = {(z,y) €R?*: (z,y) - (cosf,sinf) < p(d), V0 ¢€0,2m)}.

Geometrycznie rzecz ujmujac, postepujemy nastepujaco:

w kazdym punkcie z nalezacym do wykresu biegunowego funkcji ¢
prowadzimy prosta prostopadia do promienia. Wtedy bryta Wulffa
sklada sie z punktéw, ktére moga by¢ osiagniete, gdy startujemy

z poczatku ukladu wspélrzednych, bez przekraczania zadnej

z tych linii.

Konstrukcja Wulffa prowadzi do wypuktego zbioru W,,, niezaleznie od
wlasciwoéci . Okazuje sig, ze W, jest kula jednostkowa w metryce powiazanej

Z p.

Ksztalt $niezynki, wypuszczajacej coraz to nowe galezie, wyraznie wskazuje, ze
ma ona tendencje wzrostowa. Nie ma ona ksztaltu réwnowagowego. Mozesz
zatem, Czytelniku, dociekaé, jak te widoczne ksztalty uzyskac¢. Sa dwie
odpowiedzi na to pytanie: do$wiadczalna i teoretyczna.

Okazuje sig, ze uzywany obecnie zestaw do$wiadczalny do hodowania w domu
platkow $niegu jest bardzo prosty i zasadniczo sktada sie ze styropianowej
skrzyni, w ktérej przechowujemy suchy 16d, czyli zestalony dwutlenek wegla,
plastikowej butelki po napojach, nitki i pytu np. z dymu papierosowego. Po
raz pierwszy platki $niegu zostaly wyhodowane w Japonii na zasypanej zima
$niegiem wyspie Hokkaido przez wspomnianego Nakaye w roku 1936.

Podejscie teoretyczne wykorzystuje matematyczny opis procesu krystalizacji,
ktéry fachowo nazywa si¢ jednofazowym zmodyfikowanym zagadnieniem Stefana
z kinetycznym przechtodzeniem. Jest to bilans masy i energii zapisany za
pomoca réwnan rézniczkowych czastkowych. Z uwagi na to, ze wspomniany
opis jest skomplikowany, pominiemy go calkowicie. Podkreslimy natomiast jedna
wazng rzecz, ze w sklad tego opisu wchodzi czlon opisujacy krzywizne krzywej
bedacej brzegiem $niezynki. Ow czlon jest zgodny z geometria, w ktérej bryta
Waulffa jest kulg jednostkows.

Wspomniany opis mozna doprowadzi¢ do postaci dyskretnej, takiej, z ktora
poradzi sobie komputer. Te prace wykonali John Barrett, Harald Garcke

i Robert Niirenberg. Ich sukces polega na tym, ze odpowiednio dobierajac
parametry fizyczne, zdolali odtworzy¢ ksztalty spotykane w naturze. Niektére
z nich sa naprawde zaskakujace.

Moral z tej opowiesci jest taki, ze fizyka wspolnie z matematyka, wspomagane
komputerami, sa zdolne catkiem dokladnie opisywaé rzeczywistoéé¢. Naukowcy
robia to nie tylko z ciekawosci, ale i po to, aby nauczy¢ si¢ sterowa¢ procesami
przemystowymi w optymalny sposéb. Dzi§ naukowcy z Uniwersytetu
Warszawskiego kontynuuja dzielo rozpoczete ponad sto lat temu przez Wulffa,
zajmujac sie roznymi aspektami opisywanych wyzej proceséw.
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