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Opcji uzywano od bardzo dawna

w kontaktach handlowych. Trudno jest
ustali¢ od jak dawna, poniewaz byly to
formy dwustronnych uméw, po ktérych
nie pozostawaly trwate slady. Wiadomo,
ze byly one znane juz w $redniowieczu,

a w wieku XIX handlowano nimi

w niemal wszystkich krajach europejskich
oraz Stanach Zjednoczonych.

Na poczatku lat 2000. odkryto, ze bardzo
podobny wzér do wzoru Blacka—Scholesa
wyprowadzil juz w 1908 roku Vinzenz
Bronzin. Wyniki jego badan,
opublikowane w niewielkiej ksigzeczce,
zostaly jednak calkowicie zapomniane po
I wojnie §wiatowej.

Wzér na ceng opcji kupna (opcji
pozwalajacej kupi¢ towar po ustalonej
cenie K w momencie T') ma postac

() E[exp(—rT) max(S(T) - K,0)].

Inwestowanie w opcje moze byé niezwykle
oplacalne, poniewaz opcje sg zwykle tanie,
a moga przynosi¢ duzy zysk w momencie
realizacji. Jednak jesli jedna strona duzo
zarabia, to druga duzo traci. Oznacza to,
ze inwestowanie w opcje jest bardzo
ryzykowne. Duze instytucje finansowe nie
chcac ponosié¢ takiego ryzyka, zmniejszaja
je przez odpowiednie inwestowanie

w opcje¢ oraz instrument, na ktéry opcja
jest wystawiona (instrument bazowy).
Jakie powinny byé proporcje takiej
inwestycji, wskazuja wlasnie greckie
parametry.

Rys. 1. Drzewo dwumianowe

Prawdopodobienstwo neutralne wzgledem
ryzyka ma t¢ wlasnosé, ze zdyskontowane
ceny instrumentu bazowego tworza
martyngal wzgledem tego
prawdopodobienstwa.
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Opcje sa kontraktami, ktére posiadaczowi daja prawo (ale nie obowiazek) zakupu
(lub sprzedazy) okreslonego towaru w ustalonej chwili w przyszlosci (termin
realizacji) po ustalonej cenie (cena realizacji). Opcja jest wiec umowa, ktéra jednej
stronie (posiadaczowi) daje pewne prawa, ktére musza by¢ realizowane przez druga
strone umowy (sprzedawce opcji). Oczywiscie, za uzyskane prawa posiadacz opcji
musi zaplacié¢ sprzedawcy okreslona cene.

Zasadniczym problemem przy kontraktach opcyjnych jest wlasciwa wycena
takiego kontraktu. Przy braku odpowiedniego aparatu matematycznego robiono
to intuicyjnie, co czesto prowadzito do znacznych btedéw. Dopiero pod koniec
XIX wieku zaczeto rozumieé czynniki, ktére wpltywaja na cene opcji. Waznym
krokiem byta praca L. Bacheliera z 1900 roku, w ktorej ceny towaru, na ktory
wystawiana jest opcja, byly modelowane procesami stochastycznymi. Jednak
dopiero w zaproponowanym w 1973 roku modelu F. Blacka i M. Scholesa
znaleziono poprawny sposob wyceny opcji.

Model Blacka—Scholesa pozwala w postaci analitycznego wzoru zapisaé¢ cene
towaru, na ktéry wystawiana jest opcja: S(t) = Soexp((r — 02/2)t + oW (t)).

We wzorze tym za losowe zachowanie cen odpowiada proces Wienera W (t). Sy jest
ceng w chwili t = 0, parametr r opisuje obowiazujaca na rynku stope procentowa,
a o jest ,zmiennoscia” ceny (duze o odpowiada duzym fluktuacjom ceny). Kiedy
znana jest cena towaru (instrumentu bazowego), to korzystajac z odpowiedniego
aparatu matematycznego, mozna obliczy¢ cene opcji.

Na wspélczesnym rynku finansowym interesuje nas nie tylko cena opcji V, ale
takze tzw. greckie parametry, ktore sa niczym innym jak pochodnymi ceny opcji
po zmiennych, od ktérych ta cena zalezy. Mamy wiec parametry: Delta = OV/9.S,
Gamma = 9*V/0SZ, Theta = —0V/OT oraz kilka innych. Greckie parametry
pelia wazng funkcje na rynku finansowym, poniewaz sa one wykorzystywane do
zmniejszania ryzyka inwestycji w opcje.

Analityczny wzor na cene instrumentu bazowego mozna wyprowadzié¢ tylko dla
bardzo uproszczonego modelu rynku. Podany wyzej wzor zakladal, ze r i o sg
stale. Majac taki wzér, mozna wyprowadzi¢ takze analityczny wzor na cene opcji
oraz greckie parametry. Modele takie sa jednak zbyt uproszczonymi modelami
rzeczywistego rynku. W bardziej zaawansowanych modelach przyjmuje sie, ze
zmienno$¢ o jest funkcja ceny instrumentu bazowego S(t). W takich modelach nie
daje sie juz zwykle wyprowadzi¢ wzoru na ceng instrumentu bazowego. Wtedy do
wyceny opcji oraz obliczenia jej greckich parametréw musimy wykorzystaé metody
numeryczne.

Jednym z najprostszych numerycznych algorytméw obliczania cen opcji

jest algorytm drzewa dwumianowego. W modelu dwumianowym czas T’

do zapadalnosci opcji dzielimy na N okreséw o dlugosci 7 = T'/N. Drzewo
dwumianowe konstruowane jest dla momentéow czasu nt, n =0,1,..., N. Jesli
S, oznacza ceng instrumentu bazowego w wezle n, to cena w wezle n + 1 dana
jest wzorem S,,+1 = S, Z,, gdzie Z,, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi

o jednakowym rozktadzie dwupunktowym

u, z prawdopodobienstwem p,
Ly = .
d, z prawdopodobienstwem 1 — p,

a u, dip sa dane, przy czym d < u.

Poniewaz Sy jest znane, otrzymujemy drzewo dwumianowe pokazane na rysunku 1.
Aby obliczy¢ na tym drzewie cene opcji, nalezy prawdopodobienstwo p w definicji
zmiennej Z,, zamieni¢ na p* = e;:jd, ktére jest prawdopodobienstwem neutralnym
wzgledem ryzyka. Majac wyznaczone prawdopodobienstwo p*, mozna szybko
obliczy¢ cene opcji. Dla opcji kupna z ceng K i terminem zapadalnosci T' cena ta
liczona jest ,wstecz” na drzewie dwumianowym. Zauwazmy w tym celu, ze ceny
instrumentu bazowego w weztach odpowiadajacych czasowi zapadalnosci T maja
posta¢ Sjy = Sou?d™¥ 7. Niech V;n = max(Sjy — K,0), j =0,..., N. Wtedy,
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Rys. 3. Wartos$é¢ parametru Gamma
drzewo dwumianowe
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Rys. 4. Cena opcji — metoda Monte Carlo

cofajac si¢ po weztach drzewa od wezta N do wezta 0, korzystamy ze wzoru
Vii=e"" (p*Vj+1,i+1 +(1- p*)V',i+1)-
Obliczona z tego algorytmu warto$é¢ Voo jest poszukiwana ceng opcji.

Aby zilustrowaé dzialanie algorytmu drzewa dwumianowego, rozwazmy model
zwany modelem CEV, w ktérym o(S(t)) = 00S(t)?~1, gdzie oq jest stala.

W modelu tym nie mozna wyprowadzi¢ analitycznego wzoru na S(t), ale mozna
wyprowadzi¢ analityczny wzoér na gestosé tego procesu. Niestety, wzér ten
zawiera skomplikowang calke, ktéra nalezy oblicza¢ numerycznie. Prostsze jest
bezposrednie numeryczne obliczenie ceny opcji. Konstrukcja drzewa dwumianowego
wymaga ustalenia wartosci d, u oraz p. Obliczamy je z danych uzyskanych

z obserwacji zachowania si¢ cen instrumentu bazowego na rzeczywistym

rynku. W modelu CEV wzory sa nieco bardziej skomplikowane niz w modelu
Blacka—Scholesa i podobnie jak dla tego ostatniego modelu nie bedziemy ich tutaj
przedstawiali. Kiedy znamy juz wartosci d, u i p, to obliczenie ceny opcji (oraz

jej greckich parametréw) wymaga ustalenia wlasciwej liczby wezléw N. Pozornie
zadanie wydaje sie tatwe — nalezy wybraé wielkos¢ N tak, aby uzyskac¢ cene opcji
z wymagang dokladnoscia. Zobaczmy, jak wyglada cena opcji w modelu CEV dla
réznej liczby wezléw N (patrz rys. 2).

Obraz na rysunku 2 jest doé¢ zaskakujacy. SpodziewaliSémy sie obrazu krzywej,
ktora kazdej wartosci N przypisuje cene opcji. Tymczasem dostalismy jakies
»dziwne precle”. Dla zrozumienia, co naprawde pokazuje rysunek 2, powickszmy
jego fragment. Ten powiekszony fragment jest pokazany na rysunku 2a (pozioma
linia na obu rysunkach to doktadna cena opcji, ktéra otrzymalismy, obliczajac
numerycznie wspomniang wezesniej catke opisujaca gestosé procesu S(7)). Teraz
juz widaé, ze dostaliSmy wykres, ktéry kazdej wartosci IV przypisuje jedna cene
opcji. Problem polega na tym, ze ten wykres oscyluje miedzy dwiema skrajnymi
wartoSciami (obwiedniami). Podobnie wyglada obliczenie greckich parametréw.
Rysunek 3 pokazuje wyniki obliczenia jednego z tych parametréw (Gamma).
Widaé z tych rysunkow, ze obliczenie ceny opcji albo jej greckich parametréw

dla jednej wartosci N daje nam malo precyzyjna informacje (nie wiemy, w jakim
fragmencie oscylujacej krzywej wyladowaliémy). Optymistyczna informacja,

jaka wynika z rysunkéw 2 1 3, jest taka, ze przy wzroscie N oscylacje maja
zmniejszajaca sie amplitude. Jesli wiec dokonamy obliczen dla wielu wartoéci N, to
bedziemy znali potozenie gérnej i dolnej obwiedni oscylacji. Bedziemy mogli wtedy
wybraé takie N, dla ktérego amplituda oscylacji bedzie mniejsza niz oczekiwana
doktadno$é obliczenia ceny opcji albo jej greckich parametrow.

Czytelnik moégtby pomysleé, ze otrzymane na rysunkach 2 i 3 oscylacje to cecha
uzytej metody numerycznej, a inne metody beda dawaly wyniki pozbawione
takich mankamentéw. Sprébujmy wiec obliczy¢ cene opcji, wykorzystujac metode
Monte Carlo. W metodzie tej dokonujac losowan z odpowiedniego rozktadu,
mozemy symulowaé trajektorie procesu S(t) i wyznaczyé wartosci koicowe

S(T) na kazdej trajektorii. Symulujac dostatecznie duzo trajektorii, mozemy
wartos¢ oczekiwana w podanym na marginesie wzorze (*) na ceng¢ opcji zastapic
$rednia po trajektoriach (pozwala na to prawo wielkich liczb). Précz obliczenia
Sredniej mozemy takze obliczy¢ sredni btad, ktéry jest dobrym przyblizeniem
wariancji zmiennej losowej S(7') i pozwala wyznaczy¢ przedzial ufnosci dla
éredniej. Wyniki takich obliczeni dla bardzo duzej liczby symulacji (do 5 - 10%)
pokazane sa na rysunku 4. Zaznaczono na tym rysunku Srednia oraz gérna

i dolna granice przedzialu ufnosci dla poziomu ufnoscei 95% (to oznacza, ze z
prawdopodobienistwem 0,95 poprawny wynik lezy w tym przedziale). Niestety,
takze dla metody Monte Carlo dostaliSmy oscylujacy wykres. Oscylacje sa,
oczywiscie, mniej gwaltowne niz dla drzewa dwumianowego. Ale to jest cze$ciowo
spowodowane faktem, ze obliczenia robiliémy dla kolejnych wartosci M odleglych
od siebie. Gdyby obliczenia na drzewie dwumianowym robi¢ dla oddalonych od
siebie wartosci N, to obraz bylby podobny jak na rysunku 4.

Doktadna wycena instrumentéw finansowych nie jest wiec sprawa prosta. Nawet
jesli wiemy, jakie pulapki na nas czyhaja, musimy wykonaé wiele obliczen (dla
réznych wartosci N lub M), aby oszacowaé blad otrzymanego rozwiazania. Wiedza,
czyli znajomo$¢ putapek, moze nas jednak ustrzec przed wyciagnieciem zbyt
optymistycznych wnioskéw z wynikéw uzyskanych dla matej liczby symulacji.
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