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Przykladowym obiektem moze byé
wybrany osobnik jakiejs populacji, a jako
stan obiektu mozna wybraé mase ciala.
Innym przyktadem obiektu moze byé

planeta, a stanem jej odlegto$é od Stonica.

Na przyktad zmiana predkosci, czyli
przyspieszenie okrelajace ruch planety,
jest w klasycznej mechanice
proporcjonalna do sity zaleznej od
potozenia, czyli stanu planety.

W tym przypadku stanem procesu
okreslajacego rozmieszczenie komérek

w naczyniu w danej chwili jest wtasnie
funkcja rozkladu gestosci, a proces, ktéry
nas interesuje, okresla, jak taka funkcja
gestosci zmienia si¢ w czasie.

Jako przyklady mozna podaé¢ klucze
ptakéw wedrownych, tawice ryb czy
agregacje komoérek bakteryjnych na
szalkach Petriego.
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Wszystko to po to, aby si¢ przemiescic,
uformowaé co$ na ksztalt kolumny, ktérej
szczyt wypelniony jest zarodnikami.
Dalszy los $luzowca tatwo przewidzieé,
wyniesione zarodniki rozwiewa wiatr

i przenosi je w miejsce bardziej zasobne
w pokarm.
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ot
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gdzie z € Q, t > 0 to czas, A to operator
dyfuzji, a x > 0 parametr okreslajacy
intensywnos¢ chemotaksji. Uklad
uzupelniamy o warunek poczatkowy dla
t = 0 oraz warunek izolacji na brzegu
obszaru Q.

Roéownania chemotaksji i wybuchy

rozwigzan
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Patrzac z bardzo ogélnego punktu widzenia, cala obserwowalna przyrode
ozywiona i nieozywiona mozna przedstawi¢ jako wzajemnie powiazane procesy,
czyli funkcje, ktére chwilom przyporzadkowuja stany réznych obiektow wyrazone
poprzez wartosci liczbowe. Aby przewidywaé przebieg roznych proceséw, tworzy
sie modele matematyczne, ktére okreslaja w kazdej chwili zmiany stanéow
procesow w zaleznosci od samych stanéw. Matematycznie zmiane funkcji opisuje
jej pochodna (rézniczka), ktéra okresla, jak wielkie sa przyrosty ewentualnie
spadki wartosci funkcji w krétkich przedziatach czasu. Rownania, ktérych
rozwiazaniami sg owe procesy przyjmujace jakies zadane stany poczatkowe,

to réwnania rézniczkowe zwyczajne. W zasadzie wszystkie prawa fizyki mozna
zapisa¢ w postaci uktadow réwnan rézniczkowych. Wiele modeli biologicznych
takze daje si¢ przedstawi¢ w postaci ukladéow réwnan rézniczkowych. W tym
miejscu trzeba podkreslié, ze stany obiektéw moga by¢ tylko w najprostszych
przypadkach charakteryzowane za pomoca liczb rzeczywistych. Jest tak,

na przyktad, gdy obiektem naszych zainteresowan jest populacja komorek
znajdujacych si¢ w jakim$ naczyniu w wodnym roztworze, i interesuje nas,

ile komoérek znajduje sie w jednostce objetosci, np. mililitrze wody zaczerpnietej
z tego naczynia. Jesli jednak komérki w naczyniu sa rozmieszczone nieregularnie,
tak ze ich lokalne zageszczenia w réznych miejscach sa rézne, to wtedy stan
takiej populacji w danej chwili lepiej oddaje funkcja okreslajaca rozklad
przestrzenny gestosci komoérek w calym naczyniu, a nie liczba, ktéra jest
Srednia wartoscia gestosci. By opisaé tego typu procesy, stosuje sie réwnania
rézniczkowe czastkowe, zawierajace pochodne czastkowe funkcji, ktére okreslaja,
jak bardzo funkcja zmienia si¢ w kierunkach wyznaczonych przez osie uktadu
wspOlrzednych.

Bardzo wiele modeli matematycznych konstruuje si¢ w celu wyjasnienia
powstawania réznych form i ksztaltéw powstajacych z zywych organizmow
tworzacych grupy. Tego typu efekty uwaza sie za przejawy samoorganizacji,

ale nie ma w tym nic metafizycznego i wiele z tych zjawisk mozna zrozumieé
poprzez badanie nieliniowych modeli matematycznych. Jednym z takich
modeli, ktéry od ponad 50 lat z rézna intensywnoscia przyciaga uwage
matematykow, jest uktad Patlaka—Keller-Segela opisujacy zjawisko chemotaks;ji,
powszechnie wystepujace w przyrodzie. Taksja to ukierunkowany ruch
organizmu zywego w kierunku jakiego$ zrédta sygnatlu. Jesli Zzrodlem jest
Swiatlo — méwimy o fototaksji, jesli jaki$ zwiagzek chemiczny — mamy do
czynienia z chemotaksja. Szczegdlnie interesujacy jest przypadek, gdy oéw
sygnalowy zwiazek chemiczny, zwany atraktantem, ukierunkowuje ruch tych
samych indywiduéw, ktore sa zdolne do jego emisji. Najbardziej znanym
organizmem, u ktérego zaobserwowano tego typu efekt, jest Dictostelium
discoideum, Sluzowiec, ktory w warunkach dostatecznej obfitosci zwiazkow
odzywczych zyje w postaci osobnych komorek. Spadek poziomu zwiazkéw
odzywczych uruchamia, oparty o chemotaksje, proces gromadzenia sie komérek
i tworzenia agregatow zawierajacych nawet po kilkaset komérek, ktore po
pewnym czasie réznicuja si¢ do tego stopnia, ze 6w agregat komérkowy nabiera
cech autonomicznego organizmu przypominajacego pelzajacego slimaka. Nas
jednak interesuje poczatek tego zlozonego procesu — powstawanie agregatow i tu
z pomocy, przychodzi model Patlaka—Keller—Segela. Jest to uktad dwoch réwnan
rézniczkowych czastkowych, ktory oméwimy, wskazujac, co opisuja poszczegdlne
jego czlony. Pierwsze rownanie opisuje zmiany w czasie gestosci komérek u
wywolane przez swobodna dyfuzje oraz ruch w kierunku wzrastajacej gestosci
atraktanta. Drugie rownanie opisuje dyfuzje atraktanta v, jego degradacje oraz,
przede wszystkim, jego emisje przez komoérki. Rzecz jasna tam, gdzie jest wiecej
komorek, tam wigksza emisja atraktanta, a wiec silniejszy sygnatl wskazujacy
kierunek ruchu dla pozostatych komorek.
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W tym miejscu zaczyna sie matematyka. Dodajmy tylko, ze poszukujemy
takich par funkcji (u,v) okreslonych na tym samym obszarze €, ktére sa
rozwiazaniami tego uktadu réwnan oraz spetniajg warunek catkowitej izolacji,
tzn. przez brzeg zbioru 2 nic nie wplywa ani nie wyplywa. (Zatem calkowita
masa komorek jest stala i réwna masie poczatkowej.) Zgodnie z oczekiwaniami
istnieja takie rozwigzania tego ukladu, ktére reprezentuja wzrost gestosci
komorek w otoczeniu okreslonych punktéw zbioru € — to sa wlasnie te agregaty,
ktorych tworzenie chcemy opisaé, ale rozwiazania okazuja si¢ mie¢ zdumiewajace
wlasnosci. Jesli obszar €2 jest odcinkiem, to rozwigzania okreslone sa dla
wszystkich czaséw ¢ > 0 i daza do stanéw rownowagi. Jesli poczatkowo w okolicy
pewnego punktu gestos¢ komorek byla dostatecznie duza, bedzie ona wzrastac,
az do utworzenia w tym miejscu waskiej wysokiej gorki o wygladzonym
szczycie. Jesli poczatkowo nie bylo dostatecznie duzych skupisk komorek,
dyfuzja wygrywa i gestoséci u i v daza do funkcji stalych, niwelujac po drodze
wszystkie gorki i dotki gestosci. Sytuacja zmienia sie radykalnie, gdy zbior € jest
podzbiorem ptaszczyzny lub przestrzeni tréjwymiarowej. Mozna udowodnié, ze
w przypadku podzbioru plaszczyzny los rozwiazania zalezy od masy poczatkowej
komorek. Jesli jest zbyt duza, to rozwiazanie ,zyje” jako funkcja o wartosciach
rzeczywistych do pewnej chwili wyznaczajacej maksymalny czas istnienia
Tviax, zalezny od danych poczatkowych. Co sie dzieje? Formuje sie taka waska,
coraz wyzsza gorka, ale jej szczyt, poczatkowo wygladzony, staje sie coraz
ostrzejszy, gdy czas zbliza sie do Tyax, az przestaje by¢ funkcja o wartosciach
rzeczywistych. Ale czy to naprawde koniec? Tak, w pewnym sensie doszlismy
do kresu stosowalno$ci naszego modelu, a efekt, ktéry tu opisujemy, nazywa

sie nawet wybuchem rozwiazania uzytym w tytule tego artykutu. Matematyka
jednak przekracza granice naszej wyobrazni, ukazujac szersza klase rozwiazan,
ktore wprawdzie nie sa funkcjami o wartodciach rzeczywistych, ale wciaz sa
funkcjami czasu o wartoéciach w szerszym zbiorze, zwanym przestrzenia miar.
Ale wr6¢émy do naszego ukladu réwnan Patlaka—Keller—Segela. Dlaczego

efekt wybuchu rozwiazan tego samego ukladu réwnan nie wystepuje nigdy

w przypadku jednowymiarowej dziedziny, ale moze wystepowaé w przypadku
dwdch lub trzech wymiaréw? Bez skomplikowanej analizy dostepnej dla
specjalistow trudno to wyjasnic, ale mozna spekulowaé, ze jest to jakos
zwigzane z tym, ze osobliwo$é¢ bedaca przyczyna wybuchu w dwuwymiarowej
przestrzeni ma istotnie wiecej miejsca do uformowania si¢ niz w przypadku
jednowymiarowym.

Miary to tez funkcje, ale okre$lone na
pewnym zbiorze podzbioréw zbioru .
Wtedy jednak definicje¢ rozwigzania
ukladu réwnan rézniczkowych
czastkowych trzeba, oczywiscie,
przeformutowaé. To troche tak jak

z szukaniem pierwiastkéw funkcji
kwadratowej o wspoétczynnikach
rzeczywistych tylko wéréd liczb
rzeczywistych. Dobrze wiadomo, ze
dopiero rozszerzenie koncepcji
rozwigzania i przyjecie pojecia liczb
zespolonych daje mozliwosé znalezienia
wszystkich rozwigzan.

Rozwigzanie zadania M 1538. Kazdy ciag dodatnich liczb
catkowitych
s ak),

ktérych suma jest rowna n, nazwiemy kompozycjq liczby n.

a=(ai,asz,as...

Zauwazmy, ze k-elementowe kompozycje liczby n pozostaja we
wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci z (k — 1)-elementowymi
podzbiorami zbioru {1, 2,...,n — 1}. Kazdej takiej kompozycji a
mozemy przypisaé zbiér

{a1,a1 + az,a1 +az +as,...,a1+az+ ... +ar_1}
i odwrotnie: kazdy podzbioér, ktérego elementy sa wypisane
w porzadku rosnacym, wyznacza w powyzszy sposéb pewng
kompozycje. Zatem liczba wszystkich kompozycji liczby n jest réwna
liczbie podzbioréw zbioru (n — 1)-elementowego, czyli 2"~ .

Okredlmy funkcje f, ktéra przyporzadkowuje kazdej kompozycji a
liczby n pewng kompozycje nastepujaco: jezeli a; = 1, to

a jezeli a1 > 1, to

fla) =(1,a1 — 1,a2,as,...,az).
Zauwazmy, ze f(f(a)) = a dla kazdej kompozycji a, wiec f zadaje
podzial zbioru wszystkich kompozycji liczby n na pary. Wprost
z definicji f wynika, ze kompozycje w obrebie kazdej pary rézniag
si¢ parzystoscia liczby parzystych wyrazéw. To oznacza, ze liczba
kompozycji zawierajacych parzysta liczbe liczb parzystych jest
réwna potowie liczby wszystkich kompozycji, czyli 2™~ <.
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Rozwigzanie zadania F 934. Gdybysmy znali mas¢ atmosfery
ziemskiej, to znajac Sredniag mase czasteczkowsg powietrza,
mogliby$my obliczy¢ liczbe zawartych w niej czasteczek. Atmosfera
z dolu jest ograniczona powierzchnia Ziemi. Za jej gorng granice
przyjmijmy sfer¢ o promieniu R + h, gdzie h — wysokos$¢ 100 km,
na ktérej praktycznie nie wystepuje opér powietrza. Obliczmy, jak
zmienia si¢ przyspieszenie ziemskie w tak okreslonych granicach
atmosfery:

GM, g

g(h) = :(1+%)2~,

(R+ h)?
gdzie M. — masa Ziemi, G — stala grawitacji, g — przyspieszenie
ziemskie na powierzchni Ziemi. Korzystajac z tego, ze h/R < 1,
mozemy przyjac, ze w pierwszym przyblizeniu

g(h)%g(172%> x~g.

Przy takim przyblizeniu wartos$¢ ci$nienia na powierzchni

Ziemi, réwna cigzarowi stupa powietrza o wysokosci atmosfery,
zawierajacego mase powietrza m i majacego podstawe jednostkowa
wynosi p = mg. Catkowitg mase¢ atmosfery mg znajdujemy, mnozac
m przez powierzchni¢ Ziemi: mo = 4w R?(p/g), a stad znajdujemy
liczbe zawartych w atmosferze czasteczek powietrza

m 47 R?p
0 : P Na

N=—N4=
Iz g

gdzie N — liczba Avogadro. Podstawiajac dane liczbowe,
otrzymujemy N ~ 10%%.



