Informatyczny kacik olimpijski (114): Magic

Tym razem oméwimy zadanie z pierwszego dnia Pierwszej Olimpiady
Informatycznej Junioréw (EJOT), ktéra odbyta sie w Sofii we wrze$niu

2017 roku.

Zadanie: Dane jest stowo s = (s1, 82, ..

., 8n) 0 dlugosci n, w ktérym wystepuje

k roznych liter alfabetu angielskiego. Magicznym podstowem nazywamy niepuste
podstowo (czyli spéjny fragment stowa), ktore zawiera takg samg liczbe wystgpier:
kazdej z k liter. Nalezy policzyc liczbe magicznych podstow w stowie s. Podstowa,
ktore sq takie same, ale znajdujq sie na roZnych pozycjach, uznajemy za rozne.

Na potrzeby tego artykutlu przyjmijmy dodatkowe
zalozenie, ze stowo s zawiera wylacznie litery ze zbioru
k-poczatkowych liter alfabetu angielskiego. Aby uzyskaé
to zalozenie, wystarczy po wezytaniu stowa nadac
literom nowe identyfikatory bedace kolejnymi maltymi
literami alfabetu angielskiego.

Rozwiazanie O(n?)

Najprostsze rozwiazanie polega na rozpatrzeniu kazdego
podstowa niezaleznie. Aby sprawdzié, czy dane podstowo
jest magiczne, nalezy zliczy¢ liczbe wystapien kazdej
litery w podstowie, a nastepnie sprawdzié¢, czy wszystkie
otrzymane wartosci sa réwne.

Liczba wszystkich podstéw jest rzedu O(n?).
Sprawdzenie, czy podslowo jest magiczne, wymaga
O(n) operacji. Zatem cale rozwigzanie wykonuje O(n?)
operacji.

Rozwiazanie O(n?)

Powyzsze rozwiazanie mozna w latwy sposéb
przyspieszy¢. Kazda z mozliwych poczatkowych pozycji
{1,2,...,n} podslowa slowa s rozpatrzymy niezaleznie.
Zalézmy, ze rozpatrujemy poczatkows pozycje x.
Przeiterujemy wszystkie potencjalne konce podstéw
zaczynajacych si¢ na tej pozycji. Niech s;, s541,...,5y
bedzie aktualnie rozpatrywanym podstowem. Zauwazmy,
ze aby policzy¢ liczbe wystapien poszczegdlnych liter

w tym podstowie, wystarczy skorzystaé¢ z wyniku

dla podstowa s, 5541, ..,5y—1 oraz zaktualizowac go

o wystgpienie litery s,. Zatem, dla ustalonego podstowa
potrafimy wyznaczy¢ te wartosci w stalej liczbie
operacji O(1). Natomiast sprawdzenie, czy dane
podstowo jest magiczne, wymaga O(k) operacji (nalezy
sprawdzié, czy liczba wystapien kazdej z k liter jest
taka sama). Zauwazmy, ze slowa, ktérych dlugosé

nie jest podzielna przez k, na pewno nie sa magiczne.
Zatem dla tych stéw mozemy pominaé faze sprawdzania
licznosci poszezegdlnych liter. Stéw, dla ktérych
wykonamy faze sprawdzania liczno$ci liter, jest O(%z)
Sumarycznie wykonamy O(n?) operacji.

Przypadek dla k=1

Przypadek dla k = 1 jest trywialny. Kazde podstowo jest
magiczne, zatem wynikiem jest @

Przypadek dla k£ =2

Najpierw stowo s zamienmy na ciag liczb a. Pierwsza
litere stowa oraz wszystkie jej wystapienia zamienmy

na 1. Pozostatle litery zamienmy na —1. Zauwazmy teraz,
ze kazde magiczne podstowo ma sume 0.
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Policzmy sumy prefiksowe p, gdzie p(i) = 22:1 a;

dla 0 <4 < n. Zauwazmy, ze podstowo s, 5,41,...,5y jest
magiczne, jesli ay + agy1 + ... +ay = ply) —plx — 1) =0,
czyli jesli p(y) = p(x — 1). Wystarczy zatem policzy¢
liczbe par indekséw, dla ktérych sumy prefiksowe

sa rowne. W tym celu zliczmy wystapienia elementéw

w ciggu p. Niech w(z) oznacza liczbe wystapien x

w ciagu p. Wéowcezas wynikiem jest er[fn,n] %
Rozwiazanie wykonuje O(n) operacji.

Rozwigzanie O(nk -log(n))

Zacznijmy od przypisania kazdej literze jej unikalnego
identyfikatora ze zbioru {1,2,...,k}. Nastepnie
przeksztalémy stowo s na ciag liczb a, zamieniajac
kazda litere na odpowiadajacy jej identyfikator.

Np. stowo kajak mozemy zamieni¢ na ciag a = 2,1,3,1,2
(a otrzymalo identyfikator 1, k otrzymalo identyfikator 2,
za$ j otrzymalo identyfikator 3). Od teraz bedziemy
operowali na ciagu liczb naturalnych.

Niech:

e w(x,i) bedzie réwne 1, jesli na a-tej pozycji wystepuje
warto$é ¢ oraz 0 w przeciwnym przypadku;

o p(z,i) =35, w(j,i) (liczba wystapieni wartodci i
na x-elementowym prefiksie ciagu a);

o v(z) = [p(z,1),p(x,2),...,p(x,k)]; (wektor
reprezentuje liczbe wystapien poszczegdlnych liter
na x-elementowym prefiksie ciagu a);

o v'(2) = v(x) — [p(, 1), p(w, 1), .. ., pla, 1)].

Podstowo ay, az41,. .., ay jest magiczne, jesli:

v(y) —v(x—1) =Iec,...,c]
dla pewnego ¢ € Z. Po przeksztalceniach, ktére
pozostawiam Czytelnikowi jako ¢wiczenie, otrzymujemy
rownowazna definicje magicznego podstowa:

v'(y) —v'(x—1)=10,0,...,0]
Zatem kazda taka para z,y € N (1 <z <y < n),
ze v'(y) —v'(x — 1) =10,0,...,0] oznacza magiczne
podstowo. Policzmy zatem, ile jest par takich samych
wektoréw w ciggu v'(0),v'(1),...,v'(n). W tym celu
posortujmy ten ciag leksykograficznie. Wowczas wektory,
ktore sa rowne, beda tworzyly spdjny blok. Sposréd
bloku m takich samych wektoréw mozna wybraé
77”(";71) par.

Obliczenie wektoréw v’ (z) dla kazdego € N (1 < z < n)
wymaga O(nk) operacji, za$ sortowanie O(nk - log(n))
operacji. Zatem cale rozwiazania wykonuje O(nk - log(n))
operacji.
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