Informatyczny kacik olimpijski (116): Bajtockie kéteczko

Tym razem oméwimy zadanie Bajtockie kdleczko z pierwszego etapu zawodow
druzynowych X Olimpiady Informatycznej Gimnazjalistéw.

Bajtockie kéteczko: W Bajtocji znajduje sie n 4+ 1 miast (ponumerowanych

kolejnymi liczbami naturalnymi od 0 do n) oraz 2n drég pomiedzy nimi. Miasta
o numerach z przedzialu [1;n] znajdujq sie na okregu, zas miasto o numerze 0
(stolica) jest Srodkiem tego okregu. Pomiedzy kazdym miastem na okregu oraz
stolicg istnieje dwukierunkowe polgczenie (a; oznacza czas przejazdu pomiedzy
stolicg a i-tym miastem). Dodatkowo, pomiedzy kazdymi dwoma sqsiednimi
miastami na okregu istnieje dwukierunkowe polgczenie (b; oznacza czas przejazdu
pomiedzy i-tym miastem a miastem sqsiadujgcym z prawej strony). Naszym
zadaniem jest zaplanowanie podrozy po Bajtocji. W tym celu musimy wybrac
miasto, z ktorego wyruszymy oraz miasta, ktére odwiedzimy. Podréz musi
zaczynaé sie 1 konczyé w tym samym mieScie. Kazda droga oraz kazde miasto
(poza miastem, w ktérym zaczynamy i koriczymy podréz) moze zostaé odwiedzone

co najwyzej raz. Ile czasu potrwa najdiuzisza taka podréz?

Naszym zadaniem, w terminologii grafowej, jest
znalezienie cyklu o najwigkszej sumie wag krawedzi.
Rozwazmy dwa przypadki:

e do cyklu nie nalezy wierzchotek 0 — wowczas mamy
tylko jedna mozliwos¢ wyboru cyklu, ktérego suma
wag krawedzi wynosi: by + b + ..., by;

e do cyklu nalezy wierzcholek 0 — ten przypadek
zostanie dokladnie opisany w dalszej czesci
rozwigzania.

Rozwiazanie O(n®)
Rozwazamy przypadek, kiedy stolica nalezy do cyklu.
W tym przypadku dokladnie dwie krawedzie incydentne
ze stolicg naleza do cyklu. Zauwazmy, ze dla ustalonych
krawedzi incydentnych ze stolicg tatwo znalezé
najdtuzszy cykl. Zalézmy, ze do cyklu naleza krawedzie:
(0,7) oraz (0,7) dlai,j € [1;n] i ¢ < j. Woéwczas istnieja
doktadnie dwa cykle zawierajace obie te krawedzi:
e () — zakladamy, ze od i-tego wierzchotka

poruszamy si¢ w lewo,
e (), — zakladamy, Ze od i-tego wierzchotka

poruszamy sie w prawo.

b1

po lewej C;, po prawej C),

Suma wag krawedzi cyklu C; wynosi:
Wi=a;+bi1+...4+b +by+...+bj +aj,
za$ suma wag krawedzi cyklu C}, wynosi:
W, =a;+b+...+bj_1 +aj.
Zatem dla ustalonych krawedzi incydentnych ze stolica

(krawedzi do wierzcholkéw ¢ oraz j) wynikiem jest
max(W;, Wp).
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Aby znalezé cykl o najwickszej sumie wag krawedzi,
wystarczy rozpatrzy¢ kazda pare krawedzi incydentnych
ze stolica. Dla kazdej takiej pary nalezy obliczy¢ wynik
i sposréd otrzymanych wynikow wybra¢ maksimum.

W ten sposéb otrzymujemy rozwiazanie, ktore dziala

w czasie O(n?).

Rozwiazanie O(n?)

Zauwazmy, ze mozemy w czasie stalym obliczaé¢ sume
wag krawedzi na spdjnym fragmencie obwodu przy
wykorzystaniu sum prefiksowych. Wéwcezas otrzymujemy
rozwiazanie, ktére dziata w czasie O(n?).

Rozwigzanie O(n - log(n))
Ustawmy wierzchotki, ktére znajduja sie na obwodzie,
w ciag (jeden za drugim) oraz zduplikujmy otrzymany

ciag.
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Niech S; oznacza odlegtosé od wierzchotka numer 1
do kolejnych kopii stolicy, dokladnie:
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Dla kazdego calkowitego i € [1;n] znajdujemy najdiuzszy
cykl, ktéry zawiera krawedz (0,7). Zauwazmy, ze
dtugos¢ tego cyklu wynosi: S; — S; + a;, dla takiego
najwiekszego S;, ze j € [i + 1;i + n — 1]. Znalezienie
najwiekszej takiej wartosci w ciagu S mozna zrealizowac
drzewem przedzialowym (dlaczego?). Sposréd wynikéw
obliczonych dla kazdego i € [1;n] wybieramy najwiekszy.
W ten sposob otrzymujemy rozwiazanie, ktére dziata

w czasie O(n - log(n)).
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