Informatyczny kacik olimpijski (123): Or

Tym razem oméwimy zadanie Or, ktére pojawilo sie w 2018 roku na Junior
Balkan Olympiad in Informatics w Timisoarze (Rumunia).

Zadanie: Dana jest liczba calkowita p oraz kwadratowa macierz A rozmiaru n X n. W kazZdym polu macierzy
znajduje sie jedna liczba catkowita. Z ilu pol sklada sie najmniejsza prostokgtna podmacierz macierzy A, ktérej or

bitowy wszystkich elementéw wynosi p?

Dla uproszczenia, wartoécia podmacierzy bedziemy
nazywali wartos¢ réwna or’owi wszystkich liczb w tej
podmacierzy.

Rozwiazanie O(n®)

Zaczniemy od najbardziej intuicyjnego pomystu.
Rozwiazanie polega na niezaleznym sprawdzeniu
kazdej podmacierzy i wybraniu tej, ktéra ma wartosé p
oraz jest najmniejsza. Wszystkich podmacierzy jest
O(n*) (lewy gérny rég mozemy wybraé na O(n?)
sposobdéw, podobnie prawy dolny rég mozemy wybraé
na O(n?) sposob6éw). Naiwne obliczenie wartosci
podmacierzy (iterowanie po wszystkich elementach)
dziala w czasie O(n?). Zatem cale rozwigzanie dziala
w czasie O(n®).

Szybkie obliczanie warto$ci podmacierzy
Skonstruujemy strukture danych, ktora bedzie
umozliwiala obliczanie warto$ci dowolnej podmacierzy.

W naiwnym rozwiazaniu iterujemy po kazdym polu
podmacierzy. Oczywidcie takie rozwiazanie jest wolne,
dlatego je przyspieszymy. Chcemy, w pewnym sensie,
niektore pola zliczaé¢ hurtowo. Zatem obliczymy warto$é
wszystkich podmacierzy o rozmiarze a x b, gdzie a,b

sa liczbami postaci 2 dla k € N. Zauwazmy, ze takich
podmacierzy w calej macierzy A bedzie O(n?log?(n)),
poniewaz w kazdym polu jest zaczepionych log?(n)
podmacierzy (1 x 1,1 x2,1x4,...,2x1,2x2,2 x4,
cend x4 x2,4x4,..0).

Wartosci wyzej opisanych podmacierzy bedziemy
obliczali od tych, ktére maja najmniejsza liczbe pdl,
do tych, ktére maja najwigksza liczbe pol. Wartosc
podmacierzy o wymiarach 1 x 1 to liczba zapisana w tym
polu. Wartos¢ podmacierzy o wymiarach a x b to or
wartosci dwéch mniejszych podmacierzy o wymiarach
a X g, jesli b > 1 lub or wartos$ci dwoch mniejszych
podmacierzy o wymiarach § x b w przeciwnym
przypadku. Przykltadowo: wartoscia podmacierzy

o wymiarach 2 x 4 jest or wartosci dwéch mniejszych
podmacierzy o wymiarach 2 x 2 kazda.

Konstrukcja struktury zajmuje O(n?log?(n)) pamieci
i odbywa si¢ w czasie O(n?log?(n)).

Pozostalo nam jeszcze opisanie, w jaki sposdb znalezé
warto$¢ dowolnej podmacierzy. Nazwijmy ja M i niech
ma wymiary a X b. Jej warto$é¢ obliczymy na podstawie
znanych wartoéci innych podmacierzy. Ustalmy takie
najwicksze ¢ = 2% i najwicksze d = 27, ze i,j € N,
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¢ < a oraz d < b. Wezmy takie cztery podmacierze M
o wymiarach ¢ x d, ze kazde pole M bedzie nalezato
do przynajmniej jednej z tych czterech podmacierzy.
Woéwezas wartoécia M bedzie or wartosci tych czterech
podmacierzy.

Przyktad: chcemy obliczy¢ wartosé podmacierzy,

ktoérej lewe gérne pole to (2,2), a prawe dolne to (4, 6).
Zauwazmy, ze t¢ podmacierz mozemy pokry¢ czterema
podmacierzami o wymiarach 2 x 4, dla ktérych wyniki
znamy. Zatem wartoscia tej podmacierzy jest or wartosci
czterech mniejszych podmacierzy.
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Rozwiazanie O(n?)

Zauwazmy, ze dzieki powyzszej strukturze danych
potrafimy w czasie O(1) obliczy¢ wartosé dowolnej
podmacierzy. Zatem w naturalny sposéb mozemy
przyspieszy¢ rozwiazanie z O(n®) do O(n?*). Wystarczy
przejrzeé wszystkie O(n*) podmacierzy macierzy A

i sposrod tych o wartosci p wybraé¢ najmniejsza.

Rozwiazanie O(n®)

W tym rozwiazaniu iterujemy po kazdym

przedziale wierszy. W ustalonym przedziale wierszy
szukamy najmniejszej podmacierzy o wartosci p

i wysokoéci réwnej liczbie wierszy w tym przedziale.
Od teraz mozemy o tym mysle¢ jak o problemie
jednowymiarowym, poniewaz wysoko$¢ jest ustalona.
Szukamy najkrotszego fragmentu, ktéry bedzie

mial wartoé¢ p. Ten problem mozemy rozwiazaé

za, pomoca, techniki o nazwie ,,gasienica”. Na poczatku
ustawiamy dwa wskazniki (poczatek i koniec gasienicy)
w pierwszej kolumnie. Nastepnie symulujemy ruch
gasienicy. Jedli aktualna wartos$¢ jest mniejsza od p

i moze jeszcze osiaggnacé p, wtedy rozszerzamy gasienice
o kolejna kolumneg. W przeciwnym przypadku skracamy
gasienice. W kazdym stanie, za pomoca powyzej
opisanej struktury, w czasie O(1) obliczamy warto$é
aktualnie rozpatrywanej podmacierzy. Dla kazdego
rozpatrywanego przedzialu wierszy gasienica wykona
liniowo wiele ruchéw. Wszystkich przedzialéw wierszy
do rozpatrzenia jest O(n?), zatem cale rozwigzanie
dziata w czasie O(n?).
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