Nieskonczonosé¢ 1: Hotel Hilberta

Nieskonczonos¢. .. Co myélisz, gdy styszysz to stowo? Moze myslisz

o rozgwiezdzonym niebie? Moze prébujesz wyobrazié¢ sobie co$ bardzo,

ale to bardzo duzego? A moze myslisz o ludzkiej wyobrazni i sile naszego
umystu? George Cantor postanowit potraktowaé nieskonczonosé¢ jak co$
»,zwyktego” i po prostu ja zbadal. Péjdziemy jego sladem. Zastandwmy
sie... Czy kazda nieskonczono$¢ jest taka sama? Czy tez moze sa wieksze
i mniejsze? Czy wszechswiat jest nieskonczony? Co to jest nieskoriczono$c?
Na wiele pytan dotyczacych nieskonczonosci udzielono wyczerpujacych
odpowiedzi. Na cze$¢ z nich odpowiedzi nie sg znane. O niektérych
wiadomo, ze nie da si¢ na nie odpowiedzie¢ po prostu ,tak” lub ,nie”.

Wybierzmy sie do hotelu. Hotel, jak to hotel, jest
w nim ile$ pokoi — powiedzmy pie¢. Przypusémy
dla uproszczenia, ze sg jednoosobowe. Nie bedzie
zaskoczeniem, gdy zauwazymy, ze jesli kazdy pokdj
jest zajety, a na recepcje zgtosi sie kolejny gosé,
zostanie odprawiony z kwitkiem.

Ale... Wyobraz sobie hotel, w ktérym jest
nieskonczenie wiele pokoi. Taki eksperyment
mys$lowy zaproponowal wspomniany juz matematyk,
David Hilbert. W Hotelu Hilberta jest nieskonczenie
wiele jednoosobowych pokoi. Powiedzmy, zZe sa
ponumerowane — pierwszy pokéj ma numer zero,
drugi numer jeden, trzeci numer dwa i tak dalej.
Zatézmy, tak jak poprzednio, ze w kazdym pokoju
jest juz gosé, czyli inaczej rzecz ujmujac, wszystkie
pokoje sg zajete. Na recepcje w srodku nocy zgtasza
sie jeszcze jeden, spdzniony, chetny do zamieszkania
przybysz.

Okazalo sie, ze recepcjonista byt matematykiem —
zastanowit sie dwa razy i udostepnit wolny pokdj,
budzac uprzednio wszystkich pozostatych gosci.

Jak to zrobit? Wszyscy goscie zostali poproszeni
o przeniesienie sie do pokoju o numerze o jeden
wyzszym niz numer ich obecnego pokoju. W ten
sposob goéé z pokoju zerowego przeszedl do pokoju
pierwszego, go$¢ z pokoju pierwszego do pokoju

David Hilbert zyt na przetomie XIX i XX
wieku. Podczas Miedzynarodowego Kongresu
Matematykéw w 1900 roku ogtosit liste — jego
zdaniem — najciekawszych, nierozwigzanych

w tamtym czasie probleméw matematycznych
(podczas Kongresu nie zostala zaprezentowana
kompletna lista). Okazalo sie, ze te problemy
wyznaczyty kierunek rozwoju matematyki

w XX wieku. Pierwszy problem na liscie
dotyczyt wilasnie nieskoriczonosci! Jak ten
problem brzmi? Czy udato sie go rozwiazacé?
Porozmawiamy o tym przy kolejnych okazjach.
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drugiego, gos¢ z pokoju drugiego do trzeciego i tak
dalej. Kazdy go$¢ mogt przeciez przeniesé sie do
kolejnego pokoju, nic nie stalo na przeszkodzie.

W wyniku tej operacji pokdj zerowy zostat zwolniony
i tam zakwaterowatl sie dodatkowy przybysz.

Udato sie! Wniosek: w Hotelu Hilberta mozna
zakwaterowac o jednego goscia wiecej, niz jest miejsc
w pokojach. Lub inaczej: zbiér liczb 1,2,3... jest
rownoliczny ze zbiorem 0,1,2,3. ..

Przeprowadzmy jeszcze jeden eksperyment. Zatézmy,
ze do pustego hotelu zgtaszajg sie dwie grupy gosci:
nieskoriczona grupa kobiet i nieskonczona grupa
mezczyzn. Jesli obshuga jest dobrze wychowana,
prawdopodobnie wpusci do hotelu najpierw kobiety.
Ale niestety, jesli tak zrobi — zajma one wszystkie
nieskonczenie wiele pokoi i nieskoniczona grupa
mezezyzn zostanie na przystowiowym lodzie. Czy
mozna postapi¢ inaczej? Owszem. Kwaterowaé na
zmiane. Do zerowego pokoju kobiete, do pierwszego
mezczyzne, do drugiego kobiete, do trzeciego
mezczyzne itd. W skrécie: w pokojach o parzystych
numerach kwaterujemy kobiety, a w pokojach

o nieparzystych numerach — mezczyzn. W ten
sposéb zadnej kobiecie ani zadnemu mezczyznie

nie zabraknie miejsca. Uff... Wniosek: w Hotelu
Hilberta zmieszczg, sie dwie grupy gosci, z ktérych
kazda samodzielnie mogltaby zapetnié¢ caty hotel.
Lub inaczej: zbiér liczb 0,1,2,3... jest réwnoliczny
ze zbiorem ..., —2,—1,0,1,2...

Zastanow sie jeszcze, co by sie stalo, gdyby zamiast
»tylko” dwdch nieskoriczonych grup gosci przed
Hotelem Hilberta pojawito sie ich nieskonczenie
wiele, na przyktad nieskoriczenie wiele autobusow,
a w kazdym nieskonczenie wielu pasazeréw? Czy
mozna ich przyjaé...? Do tych rozwazan jeszcze
wrocimy.

A w nastepnym odcinku przyjrzymy sie, jak
w dawnych czasach ludzie my$leli o nieskonczonosci
i skad w ogdle wzial sie taki koncept.
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