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Liczba 9 1 3 = 999 ma w rozwinieciu

369 693 100 cyfr. Wigcej o duzych
liczbach i ,wyktadnikach strzatek” mozna
znalezé w Delcie 3/2008.

Zwréémy uwage, ze kolejnosé
wykonywania dziatan oraz sposéb
zagniezdzania notacji w sobie samej ma
znaczenie, np.

[[3;3];3] = (33)3 <35 = [3;3;3].

Prosty przyktad normalizacji wiezy:
[4 x 3] =~ [10;154,127] = [10; 10; 2,188].

Wszystkie warto$ci numeryczne zostaly
uzyskane z wykorzystaniem pakietu
WolframAlpha.

Zamiast log,, * w tekécie stosowane jest
log .

Poréwnywanie wiez potegowych
Karol GRYSZKA*

Zadanie. Uzywajgc dowolnych cyfr oraz operacji +, — , -/, potegowania
i nawiasow, nalezy zapisaé dziatanie o moZliwie najwiekszym wyniku. Czas na
zapisanie dziatania to 10 sekund.
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Drogi Czytelniku, z duzym prawdopodobienistwem zapisales co$ takiego 99 |
czyli wieze potegowq. Dzialanie a® oznaczmy przez a 1 b, gdzie b oznacza, ile
razy liczba a pojawia sie w wiezy. Mozemy rozwazy¢ rowniez wieze, w ktérych
kolejne ,,pigtra” nie sa taka sama liczba. Wprowadzmy nastepujaca notacje:

ay? = lag;ag;. .. an).
Przyjmijmy, ze wszystkie liczby w wiezy, poza ostatnia, musza by¢ catkowite
i niezerowe. Warto$¢ n nazywamy wysokoscia wiezy. Ponadto zastosujemy
nastepujace uproszczenie: jezeli liczba a pojawia sie w wiezy k razy pod rzad,
to bedziemy to oznaczaé przez a X k, na przyklad:
3 59
3% =314=[3;3;33] = [3 x 4], 35" =[3;5 x 4.

W tym artykule zajmiemy sie takimi wlaénie wiezami. Dokladniej, jak juz mégt
zdradzi¢ tytul, bedziemy starali sie wskazaé sposéb poréwnywania wiez.
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Zaczniemy od znalezienia ogdlnego sposobu na zapisanie wyrazenia [a1;as;...;ap]
za pomoca wiezy [10 X k;y|, gdzie k > 0 jest naturalne, a y € [1,10), czyli

[a1;a2; ... ;a,] = [10 X k;y].
Przy tym staramy sie znalezé¢ takie y, zeby nie zmieniaé¢ wartosci wiezy, albo
(co czestsze) zmienié ja mozliwie nieznacznie. Wieze [10 x k;y] nazwiemy
znormalizowang. Sprowadzanie dwbéch wiez do takiej postaci pozwala sprawnie
poréwnaé ich wartosci — wystarczy poréwnaé wysokosci wiez znormalizowanych
oraz, jesli wysokosci sa identyczne, ostatnig liczbe w wiezy. Na kilku przyktadach
zaprezentujemy normalizacje.

Przyktad 1. Rozwazmy [9;9] i znajdzmy takie x, dla ktérego zachodzi 9° = 10°.
Oczywiscie = 1og9° = 9log 9 ~ 8,588, a wicc

[9;9] = [10;91og 9] ~ [10; 8,588].

Przyktad 2. Wezmy [9 X 3] i znajdzmy takie x, ze zachodzi 9" = 10°. W tym
przypadku z = 9°1log9 > 10. Kolejnym krokiem jest znalezienie takiego x1, ze
x = 10*t. Oczywiscie x1 = logz = 9log 9 + log(log 9) ~ 8,568, czyli ostatecznie
[9 x 3] = [10;10; 2] ~ [10; 10; 8,568].
Przyktad 3. Rozwazmy wreszcie liczbe [9 x 4] i postapmy podobnie jak
wezesniej. Mamy kolejno: [9 x 4] = 107, z = [9 x 3]log9, x = 101,
xy =logz = 9%log 9 + log(log9), x; = 10*2, x5 = logz; = ... I tu napotykamy
ktopot, gdyz liczba x1 jest suma dwdch liczb, a nie da sie rozbi¢ logarytmu sumy.
Zamiast tego sp6jrzmy na sktadniki z1 i zauwazmy, ze zachodzi [9° log 9] >
|log(log9)|. (Obie strony rozwazamy w modutach, gdyz liczba loglog9 jest
ujemna.) Istotnie, 99 log 9 = 10858 oraz log(log 9) ~ —0,02. W takim razie
zaniedbajmy ten maly sktadnik. Wtedy z; ~ 9°1og9 i ostatecznie
xh = 9log 9 + loglog 9 oraz
[9 x 4] ~ [10 x 3;x5] ~ [10 x 3;8,568].
Réznica miedzy najwyzszymi pietrami, to jest miedzy zo i 25, wynosi
[log (9% log 9 + log(log9)) — (9log 9 + log(log9)) | < 10719, jest wiec relatywnie
mala.

Spéjrzmy teraz na problem szacowania z nieco innej strony. Najpierw pare
narzedzi. Zapiszmy log(x +y) = log (x -1+ %)) =logx +log (1 + %) i podstawmy
z = y/x. Nastepnie rozwinmy drugi skladnik w szereg Taylora w punkcie zp = 0
+oo n+1l.n

(=)=
log(1 = —_—
og(1+2) r;l nln 10



Szereg Taylora pozwala na przedstawienie
wartosci funkcji f w pewnym punkcie z
za pomocy wyrazenia podobnego do
wielomianowego. Ustala si¢ pewien punkt
bazowy xo, i wtedy dla wszystkich x
takich, ze |z — xo| < R dla stosownie
dobranego R mozna zapisaé:

— £ (20) n
fa) =Y 0w = g,
n=0

gdzie f(") oznacza n-tg pochodng
funkcji f. U nas rozwiniecie w szereg
Taylora funkcji log(1 + z) jest mozliwe
tylko dla takich z, dla ktérych |z| < 1.

Kazda wskazéwka jest dobra, w tym
jednak przypadku pokazanie, ze ciag =,
jest malejacy, nie jest natychmiastowe

— wymaga duzo ostroznos$ci w obliczeniach
i szacowaniach.

Przyklad dla n = 3:

aa' aa‘ aa‘ aa

aaa < (a"’a)a = aaa-a < a”’a
Wzér Stirlinga pozwala przybliza¢ silnig

duzych liczb za pomoca wyrazenia
potegowego

n! ~ (E)n V2nrn.

loglog9 . X —11
OBIE0 A —5,5- 1071,

Podstawiajac wartosci z Przykladu 3., otrzymujemy z =

SprawdZzmy, jak wyglada analogiczne przyblizenie dla liczby [9 x 5]. W tym
przypadku pierwsze przyblizenie stosowane jest do liczb z = [9 x 3]log 9 oraz

y = loglog2, a wiec z = ¥ ~ —[10; —10; 8,568]. Ta liczba jest mala, wiec mozemy
dokonaé nastepujacego przyblizenia (tylko pierwszy wyraz szeregu Taylora):
log(1 + z) =~ 55, i stwierdzi¢, ze te wartosci nie r6znig si¢ prawie wcale.

Powyzsze przyktady dostarczaja nam takiej oto strategii w normalizowaniu wiez:

1. Aby wyznaczy¢ nastepny wyktadnik, nalezy zlogarytmowaé ten otrzymany
w poprzednim kroku (logarytmowanie dziesietne).

2. Rozsadne jest stosowanie wspomnianych przyblizen (szczegdlnie dla wiez
o wysoko$ci co najmniej 4) — popelniany w ten sposéb blad jest znikomy dla
szacowania ostatniego wykladnika.

3. Powtarzane przyblizenia zawsze prowadza do opuszczania takiego samego
skladnika: loglog9, ktéry dla liczb postaci [9 x n] jest tym mniejszy od reszty,
im wigksze jest n.

Korzystajac z powyzszej strategii, mozemy przekonaé sie, ze dla n > 2 zachodzi
nastepujaca zaleznosé:

(4) [9 x n] &~ [10 x (n — 1);8,568].

Czy ostatnia liczba w wiezy znormalizowanej jest stala, tj. nie zalezy od
wysokosci wiezy? Oczywiscie dokladne obliczenia pokazuja, ze tak nie jest,

a otrzymane podobienistwo wynika jedynie ze stosowanych przyblizeri. Czy to
wiec przypadek, czy reguta? Kwestie te rozwiazuje nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Majgc dane wieze [9 X n] i ich postacie znormalizowane

[10 x (n — 1); 2], rozwazmy cigg liczbowy (x,,). Granica lim x, istnieje.
n——+oo

Dowdéd twierdzenia pomijamy, udzielajac jednak wskazéwki dla Czytelnika

Ambitnego — wystarczy wykazaé, ze ciag (z,) jest malejacy. Powr6émy do

porownywania wiez i skomplikujmy nieco zadanie, dopuszczajac dziatanie silni.

Rozwazmy wartosci [9 x 221, [9 x 21;9] oraz [9! x 14]!. Wiemy juz, ze

[9 x 22] & [10 x 21;8,568], i mozemy si¢ przekonaé, ze [9! x 14] ~ [10 x 14;6,305].

Latwo teraz poréwnac te liczby oraz ich silnie. Widaé, ze strategia zwiekszania

liczb potegowanych kosztem obnizania wysokosci wiezy nie oplaca sie. Zauwazmy

ponadto, ze nieréwnosé [9! x 21] < [9 x 22] wydaje sie na pierwszy rzut oka

nieprawdopodobna!

Pozostaje nam jeszcze poréwnaé liczbe [9 x 21;9!] = [10 x 22;5,539] z pozostalymi.
W tym celu oszacujemy liczbe [9! x 14]l. Mozna sprawdzié, ze [a X (2n — 1)] <
< [a x n][@*" < [a x 2n]. Stosujac wzér Stirlinga, otrzymujemy

(9! x 14! & [10 x 14;6,305]! > [10 x 14]! > [10 x 27].
Sktadniki el'9%14 oraz \/27[10 x 14] pomijamy, gdyz nie maja one zadnego
wplywu na wysoko$¢ postaci znormalizowane;.

Jaki jest wiec werdykt koricowy? Oto on:
[9 x 21;91] < [9! x 14]! < [9 x 22]!,
przy czym liczba z lewej jest znikoma w poréwnaniu ze §rodkowa, a liczba

srodkowa jest znikoma w poréwnaniu z prawa.

Przedstawimy teraz inng metode poréwnywania wiez. Nasze rozumowanie
przeprowadzimy w sytuacji, gdy baza nie jest liczba 10, lecz pewna ustalona
liczba naturalna N > 2. Zalézmy mianowicie, ze dane sa dwie liczby A i B:

A=[Nxnyyl, B=][b;..
gdzie z,y > 1 (zauwazmy, ze wieze maja taka sama wysoko$¢). Odpowiemy teraz
na nastepujace pytanie: co musimy wiedzie¢ o x iy, zeby stwierdzié¢, ze A < B
niezaleznie od wyboru liczb b; € {2,...,N} ¢ Tak sformulowane pytanie w istocie
upraszcza problem; przyjmijmy najgorszy scenariusz, tj. b; = 2 dla wszystkich i.
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Skoro N > 2, to
y > 1> logy(2log, N)

oraz

N2 > NyHesn Rlos2 N) _ 9160, N . NV,

2log, 9! - 9! = 13 404 157,980. ..

Druga nieréwno$é¢ to konsekwencja relacji
13 404 158 < [2 x 5].

*takimi z pewnoscia sa uczniowie
startujagcy w Konkursie Uczniowskich
Prac z Matematyki im. Pawla
Domariskiego (do udzialu w ktérym
serdecznie zachecamy).

Wiezami okresowymi sa wyrazenia
(352335 2],[45 2; 354 25 3; 4; 2; 3.

* Instytut Informatyki Politechniki
Slaskiej w Gliwicach

Twierdzenie 2. Niech K =logy N. Jesli x > 2Ky, to A < B.

Dowdd. Niech n = 1. Wtedy latwo sprawdzié, ze 2 > N2Y > NY. Rozwazmy teraz
n > 1. Zauwazmy, ze

27 > 22Ky — N2 > 2]og, N - NY = 2K NV.
Niech teraz y' = N¥ oraz ©' = 2* > 2K NV = 2Ky'. Wtedy
[N N3y = [N3y'] < [252] = [2;2;2].
Koniczy to dowdd indukeyjny. O

Przyjrzyjmy si¢ teraz nastepujacemu przykladowi. Wiemy juz, ze

[9 x 22] = [10 x 21;8,568]. Zgodnie z Twierdzeniem 2. dla N =9 oraz y = 9
dowolne x > 57,1 > 2log, 9 - 9 gwarantuje to, ze niezaleznie od doboru by, ... ,b2;
wyrazenie [by;. .. ;ba1; z] bedzie wieksze od [9 x 22]. Tym samym

[9 x 22] < [2 x 21;58].

Jest to kolejna nieprawdopodobna nieréwno$¢! Stosujac Twierdzenie 2. dla
N =y = 9!, mozemy sie ponadto przekonaé, ze

[9! x 21] < [9 x 20; 13 404 158] < [9 x 20;9°] = [9 x 22],

a wiec raz jeszcze otrzymujemy nieréwnosé wezesniej uzyskana inna metoda.
Twierdzenie 2. niesie za soba jeszcze wigcej. Dla dowolnego n > 0 zachodza
nastepujace nieréwnosci:

o 9! xn]<[9x(n+1)],
e O xn]<[2x(n—1);[2x5]]=1[2x(n+4)]

Na zakonczenie kilka potencjalnych probleméw dla Czytelnikéw Dociekliwych
i Cierpliwych*.

1. Czy Twierdzenie 1. mozna uogdlni¢ na przypadek, gdy w wiezy wyrazy
pojawiaja sie okresowo?

2. Czy Twierdzenie 2. daje si¢ poprawié¢ tak, aby byto stosowalne dla wiez
o roznych wysokosciach?

Zobaczy¢ niewidoczne
Jakub NALEPA*

Kazdy z nas moze z latwoscia wymieni¢ zawody, ktérych wykonywanie naraza
ludzi na ciagtly stres. Czesto stres jest zwiazany z tym, ze decyzje podejmowane
w codziennej pracy wplywaja na zdrowie (i zycie) innych. Strazak, ratownik
medyczny, chirurg, pilot, radiolog. .. Wszyscy musza dziataé szybko, a koszt
potencjalnych pomylek moze by¢ dramatycznie wysoki. Warto zauwazy¢, ze
proces podejmowania decyzji w praktyce polega na analizie réznych danych

(w czasie rzeczywistym), np. w przypadku danych medycznych moga to byé
rézne rodzaje (modalnodci) obrazéw, zawierajace rézne informacje o pacjencie.
Zobaczmy, jak sztuczna inteligencja moze utatwié¢ proces podejmowania takich
decyzji.
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