Skoro N > 2, to
y > 1> logy(2log, N)

oraz

N2 > NyHesn Rlos2 N) _ 9160, N . NV,

2log, 9! - 9! = 13 404 157,980. ..

Druga nieréwno$é¢ to konsekwencja relacji
13 404 158 < [2 x 5].

*takimi z pewnoscia sa uczniowie
startujagcy w Konkursie Uczniowskich
Prac z Matematyki im. Pawla
Domariskiego (do udzialu w ktérym
serdecznie zachecamy).

Wiezami okresowymi sa wyrazenia
(352335 2],[45 2; 354 25 3; 4; 2; 3.

* Instytut Informatyki Politechniki
Slaskiej w Gliwicach

Twierdzenie 2. Niech K =logy N. Jesli x > 2Ky, to A < B.

Dowdd. Niech n = 1. Wtedy latwo sprawdzié, ze 2 > N2Y > NY. Rozwazmy teraz
n > 1. Zauwazmy, ze

27 > 22Ky — N2 > 2]og, N - NY = 2K NV.
Niech teraz y' = N¥ oraz ©' = 2* > 2K NV = 2Ky'. Wtedy
[N N3y = [N3y'] < [252] = [2;2;2].
Koniczy to dowdd indukeyjny. O

Przyjrzyjmy si¢ teraz nastepujacemu przykladowi. Wiemy juz, ze

[9 x 22] = [10 x 21;8,568]. Zgodnie z Twierdzeniem 2. dla N =9 oraz y = 9
dowolne x > 57,1 > 2log, 9 - 9 gwarantuje to, ze niezaleznie od doboru by, ... ,b2;
wyrazenie [by;. .. ;ba1; z] bedzie wieksze od [9 x 22]. Tym samym

[9 x 22] < [2 x 21;58].

Jest to kolejna nieprawdopodobna nieréwno$¢! Stosujac Twierdzenie 2. dla
N =y = 9!, mozemy sie ponadto przekonaé, ze

[9! x 21] < [9 x 20; 13 404 158] < [9 x 20;9°] = [9 x 22],

a wiec raz jeszcze otrzymujemy nieréwnosé wezesniej uzyskana inna metoda.
Twierdzenie 2. niesie za soba jeszcze wigcej. Dla dowolnego n > 0 zachodza
nastepujace nieréwnosci:

o 9! xn]<[9x(n+1)],
e O xn]<[2x(n—1);[2x5]]=1[2x(n+4)]

Na zakonczenie kilka potencjalnych probleméw dla Czytelnikéw Dociekliwych
i Cierpliwych*.

1. Czy Twierdzenie 1. mozna uogdlni¢ na przypadek, gdy w wiezy wyrazy
pojawiaja sie okresowo?

2. Czy Twierdzenie 2. daje si¢ poprawié¢ tak, aby byto stosowalne dla wiez
o roznych wysokosciach?

Zobaczy¢ niewidoczne
Jakub NALEPA*

Kazdy z nas moze z latwoscia wymieni¢ zawody, ktérych wykonywanie naraza
ludzi na ciagtly stres. Czesto stres jest zwiazany z tym, ze decyzje podejmowane
w codziennej pracy wplywaja na zdrowie (i zycie) innych. Strazak, ratownik
medyczny, chirurg, pilot, radiolog. .. Wszyscy musza dziataé szybko, a koszt
potencjalnych pomylek moze by¢ dramatycznie wysoki. Warto zauwazy¢, ze
proces podejmowania decyzji w praktyce polega na analizie réznych danych

(w czasie rzeczywistym), np. w przypadku danych medycznych moga to byé
rézne rodzaje (modalnodci) obrazéw, zawierajace rézne informacje o pacjencie.
Zobaczmy, jak sztuczna inteligencja moze utatwié¢ proces podejmowania takich
decyzji.
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Obraz moéwi wiecej niz tysiac stow

Skupmy sie na analizie obrazéw medycznych
wykorzystywanych w onkologii. Celem takiej analizy,
ktéra z reguly jest przeprowadzana przez radiologa (lub
fizyka medycznego), jest dostrzezenie pewnych regionéw
w obrazie, ktére moga by¢ wykorzystane do postawienia
diagnozy lub oceny tego, jak pacjent reaguje na
zastosowany rodzaj leczenia. Bardzo czesto wykonywany
jest reczny opis (obrys) zmiany nowotworowej (w 2D lub
w 3D), a nastepnie wyznaczana jest jej powierzchnia lub
objetos¢. Oczywiscie to nie jedyna wielkos¢ liczbowa,
ktéra moze ,opisywaé” (kwantyfikowaé) zmiane
nowotworowa i ktéra moze zosta¢ wyekstrahowana

z sekwencji obrazow medycznych. Obraz méwi wiecej
niz tysiac stéw — musimy tylko (i az) wiedzieé, czego

i jak szukaé.

Bardzo istotna kwestia w analizie obrazéw medycznych jest
zapewnienie powtarzalnosci wynikéw. Wyobrazmy sobie
sytuacje, w ktérej ten sam obraz jest recznie segmentowany
przez dwie do$wiadczone osoby, z ktérych pierwsza oznacza
zmiang nowotworowa w sposéb bardziej , konserwatywny”
(tj. stara sie jak najdokladniej oznaczy¢ granice nowotworu),
a druga z os6b oznacza nowotwér mniej dokladnie. Ten
sam obraz, ten sam nowotwor, a wyniki liczbowe wyraznie
sie r6znia. .. Dodajmy do tego jeszcze fakt, ze pacjent, gdy
przychodzi do szpitala (zalézmy w czasie tg), jest poddawany
badaniu obrazowemu. Nastepnie jest leczony, a kolejne
badania obrazowe sa przeprowadzane w czasie ty i ts.
Mozemy sobie tatwo wyobrazié, ze jesli poszczegdlne badania
beda opisywane przez rézne osoby, a przyjete strategie
segmentacji beda inne, to ocena progresu (lub regresu)
choroby w czasie od tg do t2 (np. wspomniana objetosé
nowotworu) moze by¢ niemiarodajna lub nawet mylaca.

Na pomoc radiologom

Odpowiedzia na problem opisany powyzej jest
automatyzacja wstepnej analizy (segmentacji) obrazdw.
Oczywiscie nie dazymy do zastapienia pracy radiologa,
ale do jej ulatwienia, przyspieszenia i do zapewnienia

Rys. 1.

Kolejne kroki przetwarzania obrazu wej$ciowego rezonansu
magnetycznego (a) w przykladowym algorytmie segmentacji mézgu,
opartym o techniki przetwarzania i analizy obrazéw: (b) wynik
dyfuzji anizotropicznej, (c) wynik filtracji obrazu (filtr Laplacian

of Gaussian), (d) wyekstrahowane , granice” anatomiczne, (e) wynik
erozji, (f) wysegmentowany region (,,maska”) mézgu. Przyktad zostal
zaczerpniety z publikacji [1].
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takich warunkow, by segmentacja byla zawsze
wykonywana w ten sam (powtarzalny) sposéb. Do
segmentacji mozemy uzy¢ zarowno tradycyjnych
algorytmow opartych o techniki analizy obrazéw
(przyklad kolejnych krokéw algorytmu segmentacji
mébzgu w obrazie rezonansu magnetycznego glowy

jest przedstawiony na rysunku 1), jak i metod
wykorzystujacych uczenie maszynowe (ang. machine
learning). Druga grupe algorytméw mozemy podzielié
na ,tradycyjne” techniki uczenia maszynowego (tj. takie,
ktére wykorzystuja recznie wyekstrahowane cechy)

i uczenie glebokie (ang. deep learning), w ktérym cechy
ekstrahowane sa automatycznie.

Tego rodzaju algorytmy sa stosowane do klasyfikacji
pikseli (lub tzw. wokseli w przypadku tréjwymiarowym)
do jednej z klas. Jesli rozwazymy problem klasyfikacji
dwuklasowe] (nazywanej tez binarng), to pikselowi
przypisywana jest etykieta jednej z dwéch klas (np.
zmiana nowotworowa lub zdrowa tkanka). Kazdy

z pikseli jest opisany przez tzw. wektor cech, a przyktady
pikseli nalezacych do obu klas tworza zbior treningowy,
ktory jest uzyty w czasie treningu klasyfikatora

(w procesie tzw. treningu nadzorowanego lub treningu

z nauczycielem — patrz rysunek 2).

‘Wektor
cech
Wektor Trening
cech klasyfikatora

Klasyfikacja
Zbi6r treningowy
(T, t wektoréw)

Rys. 2. Klasyfikacja nadzorowana — klasyfikator (przypisujacy
pikselom etykiete klasy) jest trenowany przy uzyciu zbioru
treningowego T zawierajacego t przykladéw i jest wykorzystany do
klasyfikacji nowych danych (tj. takich, ktére nie byly uzyte w czasie
treningu) — na rysunku oznaczonych kolorem.

Latwo zauwazy¢, ze w przypadku cech recznie
ekstrahowanych musimy je wezesniej zdefiniowaé. Zeby
zdefiniowaé dobre cechy (czyli takie, ktére pozwola

na wytrenowanie wysokiej jakosci klasyfikatora),
musimy — ponownie — wiedzie¢ ,,czego szukamy”.
Intensywno$é (jasnoséé) pikseli, cechy teksturalne, cechy
wyekstrahowane po filtracji obrazu... To tylko nieliczne
przyklady cech, ktére moga opisywacé obiekty w obrazie
(rys. 3).

{ Przygotowanie wektorow cech

wraz z etykietami - PR i
i Trening s
H klasyfikatora H il ]

Brak zmian Obecne zmiany
nowotworowych nowotworowe

Ekstrakcja i
elekcja cech

irtozay, poley, .
urtozay, pole, .
5 kurtozag, poleg, .

a,=(skonosé,, kurtoza, pole,, ...) |

Zbior treningowy
(T, ¢ wektorow)

A

Rys. 3. Reczna ekstrakcja cech opisujacych obiekty jest zadaniem
bardzo trudnym. Jakie cechy? Ile cech? OdpowiedZ na te pytania
musimy znalez¢ przed treningiem naszego klasyfikatora.



Wysegmentowana
zmiana nowotworowa

Filtry w drugiej warstwie splotowej (2D) wraz z przetworzonym obrazem

Obraz wejsciowy

Rys. 4. Wytrenowane filtry w warstwach splotowych (2D i 3D) moga pozwoli¢ na ekstrakcje wcze$niej nieznanych cech z obrazéw. Na rysunku
widzimy przykltady przetworzonych obrazéw. Czy te obrazy przypominajg Ci takie, ktére moglibySmy otrzymag, stosujac standardowe techniki
przetwarzania (filtracji) obrazéw? Ciemniejszym kolorem zaznaczono cze$é nowotworu, ktéra zostala poprawnie wysegmentowana przy uzyciu

sieci glebokiej, a jasniejszym kolorem zaznaczyliSmy falszywe negatywy, tj. piksele, ktore zostaly oznaczone przez sie¢ jako przedstawiajace
tkanke zdrowa, a w rzeczywistosci sg czegdcig nowotworu. Ten rysunek zostal zainspirowany praca [2].

Liczba cech moze by¢ bardzo duza, dlatego czesto
wykonuje sie¢ dodatkowa selekcje cech — wybieramy tylko
najwazniejsze cechy (tutaj z pomoca mogg przyjsé np.
algorytmy ewolucyjne).

W ostatnich latach w literaturze pojawia si¢ coraz
wiecej technik opartych o automatyczng ekstrakcje cech.
Bardzo dobrym przykladem takich automatycznych
ekstraktoréw sa glebokie sieci neuronowe (ang. deep
neural networks). Zauwazmy, ze gleboka sieé¢ splotowa
mozna podzieli¢ na dwie ,,czeéci” — ekstraktor cech
(zawierajacy np. warstwy splotowe, ang. convolutional
layers, czy warstwy tzw. grupowania cech, ang. pooling)
oraz klasyfikator. Co mozemy zyskaé, uzywajac takich
automatycznych ekstraktoréw cech.

Zobaczy¢ (i zrozumieé) wiecej

Mozemy (przynajmniej sprobowaé) ,zobaczyé” to, co
niewidoczne golym okiem. Jesli mamy wystarczajaco
duzy zbiér (zréznicowanych) danych treningowych (co
w praktyce jest, niestety, rzadkie), to mozemy liczy¢ na
to, ze po treningu uzyskamy ekstraktor cech, o ktérych
moglibySmy wczesniej nie pomysle¢. Spdjrzmy na
rysunek 4 — przedstawiamy na nim przyklady filtréw

w sieci splotowej (ktérej czesé ekstrahujaca cechy sklada
si¢ z jednej dwu- i jednej tréjwymiarowej warstwy
splotowej). Jak widaé, czes$é z przetworzonych przez te
wytrenowane filtry obrazéw przypomina takie obrazy,
ktére mogliby$Smy uzyskaé, stosujac rézne (znane)
algorytmy filtracji obrazéw. Ale nie wszystkie... Konia
z rzedem temu, kto wpadlby na zastosowanie wtasnie
takich filtrow do ekstrakcji cech!

Powyzsza sieé¢ (z dolaczonymi warstwami
klasyfikacyjnymi) zostala wykorzystana do segmentacji
obrazéw pluc otrzymanych za pomoca tomografii
komputerowej (TK). W obrazach wyszukiwalisémy
zmiany charakteryzujace sie tzw. wysokim

wychwytem znacznika (substancji promieniotwoérczej),
wprowadzonego do ciala skanowanego pacjenta

(ang. high-uptake lesions). Co ciekawe, do analizy

tego rodzaju zmian wykorzystuje si¢ tzw. pozytonowq
tomografie emisyjng (ang. positron emission tomography,
PET) — w innym obrazowaniu, na przyklad wlasnie

w TK, takie nowotwory sa po prostu... niewidoczne.
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Spéjrzmy na przyklad pokazany na rysunku 5

— charakterystyka nowotworu jest bardzo trudna (lub
niemozliwa) do ,uchwycenia” w obrazie TK, bez
wykorzystania obrazu PET.

Wyniki badan, ktére zaprezentowaliSmy w pracy [2],
okazaly sie bardzo obiecujace. Gleboka sie¢ splotowa,
wytrenowana przy uzyciu obrazéw TK, umozliwita
segmentacje zmian o wysokim wychwycie w TK
(jakos$¢ segmentacji zalezala od wielko$ci nowotworu

— im wigkszy nowotwér, tym z wieksza pewnosScia byt
segmentowany). Zobaczenie ,niewidocznego” (nie
tylko w TK, ale tez w innych modalno$ciach) moze
poméc w jak najlepszym dostosowaniu rodzaju leczenia
(i polepszeniu jakosci zycia) u pacjentéw z chorobami
nowotworowymi. Wykorzystajmy to, co widaé, i to, co
»ukryte” w obrazach medycznych, w efektywnej walce
z rakiem.

Rys. 5. Po nalozeniu obrazu PET na obraz TK (b) wida¢ wyrazZnie
charakterystyke zmian nowotworowych, ktére nie sa widoczne
w obrazie TK (a). Przyklad zostal zaczerpnigty z pracy [3].
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