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Czytelniku, dlaczego liczby obok nie sg
sumami dwéch kwadratéw liczb
catkowitych?

Nieujemna okreslonosé oznacza, ze
wielomian przyjmuje tylko wartosci
nieujemne. Oczywiscie, kazdy wielomian
bedacy suma kwadratéw wielomianéw jest
nieujemnie okreslony.

Sumy kwadratéw wielomianow
Maria GALUSZKA*

Suma kwadratéw najczedciej kojarzy sie nam z twierdzeniem Pitagorasa

— shusznie, ale warto wiedzieé, ze temat ten ma swoje miejsce réwniez w teorii
liczb, gdzie interesuje nas, czy dana liczbe catkowita mozna przedstawié

w postaci sumy kwadratéw innych liczb catkowitych. Intrygujace jest réwniez
pytanie, ile skladnikéw znajduje sie w tej sumie. Osiagniecia w tym zakresie
mieli miedzy innymi Fermat, Euler i Lagrange. Fermat wysnul hipoteze, Ze
kazda liczba pierwsza postaci 4k + 1 jest suma dwéch kwadratéw, co udowodnit
Euler. Istnieje twierdzenie, ktére podaje, jakie warunki musi speliaé liczba
naturalna, aby byta sumg dwéch kwadratéw.

Twierdzenie 1. Liczbe naturalng mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch
kwadratéow wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jej czynnik pierwszy postaci 4k + 3
wystepuje w parzystej potedze.
Przyktady:
3.-3-5=45=32+4+6, 7-7-2-2-2=2392=142% + 142

Niektoére liczby wymagaja trzech kwadratéow:

7-3.4=84=224+4%24+8% 2.5.31=310=15%+ 9%+ 22
A gdybysmy chcieli przedstawi¢ dowolna liczbe naturalng jako sume kwadratéw?
Czy da sie to zrobi¢ dla kazdej liczby naturalnej? I czy mozemy oszacowaé
liczbe skladnikow w takiej sumie? Okazuje sie, ze bez zakladania dodatkowych

warunkéw trzy kwadraty to réwniez za malo. W 1770 roku Lagrange udowodnit
nastepujace

Twierdzenie 2 (Lagrange, 1770). Kazda liczba naturalna da sie przedstawié
w postaci sumy czterech kwadratéow liczb naturalnych.

Oczywiscie, twierdzenie Lagrange’a mozna zmodyfikowaé na rézne sposoby,
na przyktad zmieniajac postaé sktadnikéw. Istnieja odpowiednie twierdzenia
zwiazane z przedstawieniem liczby naturalnej jako sumy sze$cianéw. Jest
rowniez teoria zwiazana z twierdzeniem Waringa, w ktérym pytamy

o najmniejsza potrzebna liczbe skladnikéw w sumie k-tych poteg, aby moc
otrzyma¢ w wyniku dowolng liczbe naturalna. Jednak w naszych dociekaniach
zostaniemy przy kwadratach. Jezeli chodzi o przedstawienie liczby naturalnej
jako sumy kwadratéw, to wtasciwie twierdzenie Lagrange’a wyczerpuje temat.

Watek teorii liczb jest tylko wstepem do rozwazan nieco innych. Kto powiedzial,
ze sumy kwadratow mozemy rozpatrywaé tylko w kontekécie liczb? Dlaczego
zamiast nich nie mozemy wzia¢ pod uwage innych obiektow matematycznych

— na przyktad wielomianéw? Problemem przedstawienia wielomianu jako

sumy kwadratéw innych wielomianéw jako pierwszy zajal si¢ David Hilbert.
Sformutowal on nastepujace

Pytanie: Czy z nieujemnej okreslonosci wielomianu wynika to, ze mozemy
przedstawié go jako sume kwadratéw wielomiandw?

Rozwazmy proste wersje tego problemu. WeZmy pod lupe najpierw wielomiany
jednej zmiennej o wspélczynnikach rzeczywistych, ktérych zbiér oznaczymy
przez R[X].

Twierdzenie 3. Niech W € R[X] bedzie nieujemnie okreslony. Wowczas
W = WE+ W3 dla pewnych Wi, Wo € R[X].

Dowéd: Zalézmy, ze W € R[X] jest nieujemnie okreslony. Z Zasadniczego
Twierdzenia Algebry wynika, ze kazdy wielomian o wspo6tczynnikach
rzeczywistych jest iloczynem wielomianow rzeczywistych pierwszego i drugiego
stopnia. Poniewaz W jest nieujemnie okreslony, wiec mozna go przedstawié
jako iloczyn nieujemnie okreslonych wielomianéw drugiego stopnia (Czytelniku,
dlaczego?). Mozna go zatem zapisaé¢ w postaci

W(X)=c- (X?+ a1 X +b)* ... (X?+a,X +bp),
gdzie ¢ > 0 oraz wyrdznik kazdego kwadratowego czynnika jest niedodatni.
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Rozwigzanie zadania M 1596.
Odpowiedz. n # 4.

Nazwijmy mistrzowskim taki n-turniej,
w ktérym kazdy jest mistrzem.
Udowodnimy, ze jesli istnieje mistrzowski
n-turniej, to istnieje mistrzowski

(n + 2)-turniej.

Niech Ai, As, ..., A, beda zawodnikami
pewnego mistrzowskiego n-turnieju, a B
i C takimi dwoma dodatkowymi
zawodnikami, ze B wygral z C,

a ponadto A; wygral z B i przegral z C
dla kazdego i = 1,2,...,n. Woéwczas

(n + 2)-turniej powstaly przez dolaczenie
zawodnikéw B i C jest mistrzowski.
Nietrudno sprawdzi¢, ze 3-turniej ztozony
z zawodnikéw A, B, C takich, ze A
wygral z B, B wygral z C, C wygral z A,
oraz 6-turniej pokazany na ponizszym
rysunku (punkty oznaczaja zawodnikéw,
a strzatka z A do B, ze A wygral z B) sa
mistrzowskie. W potaczeniu z konkluzja
poprzednich dwéch akapitéw prowadzi to
do wniosku, ze n-turniej mistrzowski
istnieje dla kazdej liczby nieparzystej

n > 3 oraz dla kazdej liczby parzystej

n = 6.

Pozostaje udowodnié, ze nie istnieje
mistrzowski 4-turniej. Przypusémy, ze
jednak istnieje, i oznaczmy zawodnikow
przez A, B, C, D w taki sposéb, ze A
wygral z B, C wygral z D oraz (bez
straty ogélnosci) B wygral z D. Wéwczas,
skoro D jest mistrzem, to D musial
posrednio wygraé¢ z C — jedyna mozliwosé
jest taka, ze D wygral z A, a A wygrat

z C. Jednak wowczas ten z zawodnikéw
B, C, ktéry przegral mecz miedzy nimi,
nie mial jak wygraé¢ posrednio z tym
drugim — sprzeczno$c.

Stawa przedstawionego wyniku Artina
wigze si¢ z faktem, ze odpowiada on na
17. ze stynnej listy 23 probleméw Hilberta
zaprezentowanej w 1900 roku na
Miedzynarodowym Kongresie
Matematykéw w Paryzu. Pytanie
brzmialto: Czy kazdy wielomian
nieujemnie okreslony moze byé
przedstawiony jako iloraz sum
kwadratéw wielomiandw?

Odpowiedz jest twierdzaca, gdyz suma
kwadratéw funkcji wymiernych jest
ilorazem sum kwadratéw wielomianéw.

Wykorzystujac przedstawienie tréjmianu kwadratowego w postaci kanonicznej,
dostajemy

2
X2+akX+bk:(X+a—k) +§\/—A2, gdzie A = aj — 4b, < 0.

2
Stad
W=pi+d) ... (oh +an),
gdzie p1,...,p, € R[X]. Dalej korzystamy z tozsamosci

(A% 4+ B%)(C? + D?) = (AC + BD)? + (AD — BC)?.
Nastepnie przeksztalcamy nasz iloczyn zgodnie z powyzsza réwnoscia, az bedzie
on réwny sumie kwadratéw pewnych wielomianéw Wy, Ws € R[X]. O

Naturalnie, pojawia si¢ pytanie, czy analogiczne twierdzenie zachodzi dla
wielomianéw dwéch zmiennych o wspélezynnikach rzeczywistych (ktérych zbiér
oznaczaé bedziemy przez R[X1, X5]). Okazuje sie, ze nie, a chcac udowodnié ten
fakt, mozna postuzy¢ sie kontrprzyktadem. Wielomian

nazywany wielomianem Motzkina, byl pierwszym przyktadem dodatnio
okreslonego wielomianu, ktéry nie jest suma kwadratéw innych wielomianéw.
Pojawil si¢ stosunkowo pdzno, bo dopiero w 1967 roku. Jego dodatnia
okreslonosé jest konsekwencja nieréwnoéci pomiedzy $rednimi — $rednig
arytmetyczna i Srednig geometryczna. Mamy

a +§ + C 2 m
Podstawiajac a = X$X2, b = X2X3, ¢ =1 otrzymujemy
W(X1,X2) =1-3X{X3+X{X5+X{X5>0.

Wykazemy teraz, ze W nie jest suma kwadratéw wielomianéw. Dla dowodu nie
wprost zatézmy, ze W jest suma pewnych k kwadratéw, czyli

dla dowolnych a, b, ¢ > 0.

k
W=> W2 = W;eR[Xy, Xy].
=1

7 tej racji, ze stopien wielomianu W jest réwny 6, to stopien kazdego
z wielomianéw W; jest réwny co najwyzej 3. Stad kazdy wielomian W; sklada sie
z wielomianéw

1, X1, Xo, XY, X3, X1 X, X7, X3, X7 X, X1 X3
7 pewnymi rzeczywistymi wspélezynnikami. Zauwazmy, ze X7, X2, X{, X3, X8 X§
nie wystepuja w jawnej postaci wielomianu W, wiec sktadniki
X1, Xo, X2, X2, X3, X3 nie moga wystepowaé¢ w zadnym z W;. Stad

Wi =a; + binXz + C¢X12X2 + dZXlez

dla pewnych liczb rzeczywistych a;, b;, ¢;, d;. Wtedy jednak Zle b? = -3, co daje
sprzecznosé; wielomianu Motzkina nie mozna zatem przedstawi¢ w postaci sumy
kwadratow wielomianéw dwoch zmiennych.

Widzimy wiec, ze odpowiedZ na pytanie Hilberta jest negatywna, cho¢ sa
rowniez ,,czeSciowo pozytywne” wyniki, jak ponizszy:

Twierdzenie 4 (Hilbert, 1888). Niech W € R[X1, X3] bedzie nieujemnie
okreslonym wielomianem stopnia 4. Wtedy W jest sumg trzech kwadratow
z R[Xl, X2] .

Skoro nie kazdy nieujemnie okreslony wielomian mozemy zapisaé jako

sume kwadratéw innych wielomianéw, sprobujmy poszerzy¢ zakres naszych
poszukiwan — zamiast wielomianow zapytajmy o ilorazy wielomianéw, czyli
tak zwane funkcje wymierne. W pewnym sensie sg one dla wielomianéw tym
samym, czym liczby wymierne dla liczb catkowitych. Zbiér funkcji wymiernych
n zmiennych oznaczaé bedziemy przez R(Xy,...,X,,). W tym kontekscie
odpowiedzi na nasze pytania dostarcza ponizsze

Twierdzenie 5 (Artin, 1927). Niech wielomian W bedzie nieujemnie okreslony.
Wtedy W jest sumqg kwadratéw z R(Xq,..., X,).

Po opublikowaniu wyniku Artina pojawily sie inne pytania. Jak duzo kwadratéw
jest w rozkladzie na sume? Jeden z wynikéw w tym zakresie nalezy do Hilberta.
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Rozwigzanie zadania M 1595.

a) Przypusémy, ze w pewnym n-turnieju
jest doktadnie dwéch mistrzéow

i oznaczmy ich przez A, B w taki sposéb,
ze A wygral z B.

Niech C bedzie zbiorem zawodnikéw,
ktorzy wygrali z A, a B — zbiorem
zawodnikéw, ktérzy przegrali z A. Skoro
B jest mistrzem oraz B € B, to istnieje
zawodnik pokonany przez B, ktéry
wygral z A — wynika stad w szczegdlnosci,
ze zbiér C jest niepusty.

Ograniczajac turniej do meczéw
rozegranych miedzy zawodnikami ze
zbioru C, mozemy na mocy poprzedniego
zadania wskazaé¢ zawodnika C|, ktéry jest
mistrzem w zbiorze C. Zawodnik C
wygral posrednio lub bezposrednio ze
wszystkimi pozostalymi zawodnikami w C
oraz wygral bezposrednio z A, wiec
wygral posrednio ze wszystkimi
zawodnikami w B. To oznacza, ze C jest
mistrzem w calym turnieju, co przeczy
zalozeniu, ze mistrzéw jest dokladnie
dwdéch.

b) Rozwazmy turniej, w ktérym A, B, C
sg takimi zawodnikami, ze A wygral z B,
B wygral z C oraz C wygratl z A, a kazdy
z pozostalych n — 3 zawodnikéw przegral
z kazdym sposréd A, B, C' (wyniki
meczéw pomiedzy tymi n — 3
zawodnikami mogg byé dowolne). W tym
turnieju A, B, C sg jedynymi mistrzami
(nikt z pozostalych nie wygral z zadnym
z nich) i jest ich trzech.

Rozwigzanie zadania M 1594.

Niech A bedzie dowolnym zawodnikiem,
ktéry wygral najwiecej meczéw.
Udowodnimy, ze A jest mistrzem.

Oznaczmy przez B zbiér zawodnikéw,
ktorzy przegrali z A, a przez C zbidr
zawodnikow, ktorzy wygrali z A. Jezeli
zbiér C jest pusty, to A wygral ze
wszystkimi bezposrednio, wiec jest
mistrzem.

Przypusémy, ze istnieje zawodnik C € C,
ktory wygral z kazdym zawodnikiem z B.
Woéwcezas C wygral ze wszystkimi
zawodnikami pokonanymi przez A oraz

z samym A, wiec ma na koncie wiecej
zwyciestw niz A, a to przeczy wyborowi
zawodnika A. Wobec tego dla kazdego

C € C istnieje B € B o tej wlasnoéci, ze B
wygral z C, a to oznacza, ze A jest
mistrzem.

Twierdzenie 6 (Hilbert, 1893). Niech wielomian W € R[X1, X5] bedzie
nieujemnie okreslony. Wtedy W jest sumq czterech kwadratéw z R(X7, Xa).

Naturalne jest pytanie, czy mozemy wzmocnié¢ to twierdzenie przez zapisanie
dodatnio okredlonego wielomianu jako sumy trzech kwadratéw funkcji
wymiernych. Odpowiedz jest negatywna i z pomoca jako kontrprzyktad
ponownie przychodzi nam wielomian Motzkina — tym razem jednak uzasadnienie
nie jest elementarne i korzysta z dziedziny zwanej geometrig algebraiczna.

Twierdzenie 7 (Cassels—Ellison—Pfister, 197). ) Wielomian Motzkina nie jest
sumgq trzech kwadratéw z R(Xq, X3).

Okazuje sig, ze wielomian Motzkina nie jest w tym sensie wyjatkowy. Jean-Louis
Colliot—Théléne pokazal w 1993 roku, ze w zbiorze wielomianéw stopnia co
najmniej 6 te, ktére mozna przedstawi¢ w postaci sumy trzech kwadratéw
funkcji wymiernych, stanowiag pomijalny zbiér zaréwno z topologicznego, jak

i teoriomiarowego punktu widzenia; szczegdly mozna znalezé na przyklad

w artykule Oliviera Benoista: Writing Positive Polynomials as Sums of (Few)
Squares.

Teraz wr6¢émy do liczby sktadnikéw w przypadku dowolnej liczby zmiennych.
O tym, jak mozna ja oszacowaé dla funkcji wymiernych n zmiennych, méwi
ponizsze twierdzenie Pfistera.

Twierdzenie 8 (Pfister, 1967). Niech wielomian W € R[Xq, ...
nieujemnie okreslony. Wtedy W jest sumq 2™ kwadratow z R(Xq,. ..

, Xn] bedzie
s Xn).

Nasuwa si¢ kolejne pytanie: czy ograniczenie 2" moze zostaé poprawione?
Innymi stowy, czy istnieje nieujemnie okreslony wielomian z R[Xq,..., X,],
ktéry nie jest sumag 2™ — 1 kwadratéw z R(Xq, ..., X,,)? Dylemat ten zostal
sformutowany przez Albrechta Pfistera zaraz po opublikowaniu dowodu,

ze liczba sktadnikéw 2™ jest wystarczajaca. Na chwile obecna wiadomo
jedynie, ze n 4+ 1 to za malo. Jak widaé, choé¢ siedemnasty problem Hilberta
zostal rozwiazany juz w 1927 roku, to temat zwiazany z tym zagadnieniem
jest peten kwestii nierozstrzygnietych. Do zrobienia wciaz pozostaje wiele,

a zaprezentowane tutaj twierdzenia sa tylko czeécia wiekszej ukladanki.

Lodowa maszyna cieplna
Krzysztof REJMER

Znane powiedzenie méwi, ze istnieja dwie szkoty: otwocka oraz falenicka. Jedna
na pewno jest lepsza, druga oczywiscie gorsza; sek w tym, ze nie wiadomo, ktéra
jest jaka.

Nie inaczej bywa i w fizyce. Mozna podaé wiele przyktadéw, choéby
termodynamike. Jedni sa zafascynowani jej formalizmem matematycznym
(czytaj — formami rézniczkowymi), drudzy bardziej zachwycaja si¢ fizyczna
tredcig i pomyslowoscia dowodéw korzystajacych z wlasnosci cykli Carnota.
Ten artykul traktuje o specyficznym cyklu Carnota i jesli jest deklaracja
przynaleznosci autora do jakiejs szkotly, to niechybnie bedzie nia szkota

z Glasgow. (Jak zatem bedzie brzmial wlasciwy przymiotnik?)

Z doswiadczenia wiemy, ze zamarzajaca woda zwicksza swoja objetosé. Dlatego
czasami pekaja zle zabezpieczone rury, a w gérach woda zamarzajaca w skalnych
szczelinach kruszy najmocniejsze nawet skaly, przyspieszajac procesy erozji.
Wykorzystamy fakt zmiany objetosci cieczy podczas przemiany fazowej do ataku
na druga zasade termodynamiki, by potem (niczym strazak, ktéry podpala,
zeby gasié) dzielnie ja obronié. Zbudujmy zatem cykl pokazany na rysunku na
nastepnej stronie; nazwiemy 6w cykl lodowg maszynqg cieplng.

Cylinder zamkniety ruchomym tlokiem (jak zwykle w tego rodzaju
dyskusjach przyjmujemy, ze tlok porusza sie bez tarcia) wypelniony jest woda
o temperaturze réwnej temperaturze krzepniecia. Na zewnatrz ttoka znajduje
sie powietrze o normalnym ci$nieniu atmosferycznym. Na tloku (A) stawiamy
cialo o masie m. Uklad znajduje si¢ w jednorodnym polu grawitacyjnym
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