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Tabela przedstawia wyplaty graczy.
Wiersze to strategie gracza P, a kolumny
to strategie gracza Q.

Dla odréznienia od strategii mieszanych,
ruchy, w ktérych wszystkie Srodki sa
przeznaczane na jedng strategie,
nazywamy strategiami czystymi.

Nie w kazdej grze mozna zagraé¢ tak
zdefiniowang strategig mieszang. Dlatego
zwykle przez strategie mieszang rozumie
sie sytuacje, w ktoérej gracz przed ruchem
przyporzadkowuje pewne
prawdopodobienistwa zagraniu kazdej
czystej strategii po czym losuje, ktéra

z nich zagraé. W takim wypadku wyplate
ze strategii mieszanej definiuje si¢ tak jak
poprzednio — jest to po prostu wartosé
oczekiwana wyptaty uzyskanej w losowym
ruchu.

Trzy spojrzenia na teorie gier

Aleksandra KOWALSKA*, Paulina SKALIK**,
Kacper WALENTYNOWICZ***

W dniach 9-21 wrzeénia 2018 r. odbyla sie¢ trzecia edycja miedzynarodowego
obozu Maths Beyond Limits. 60 uczestnikéw z Bialorusi, Belgii, Czech,
Danii, Estonii, Norwegii, Polski, Rumunii, Stowacji, Szwecji, Ukrainy

i Wegier wziglo udzial w warsztatach matematycznych prowadzonych przez
studentéw i pracownikéw naukowych polskich i zagranicznych uczelni. Mieli

oni takze okazje do zaprezentowania wlasnych referatéw oraz do uczestnictwa
w ogdlnorozwojowych zajeciach wieczornych. Ponadto, w czasie obozu odbyty sie:
mecz matematyczny, zawody Relays (oparte na konkursie Naboj), Puzzle Hunt,
a takze zajecia sportowe i integracyjne.

Spojrzenie I — opisowe

Gry, ktérymi bedziemy sie zajmowad, z pozoru wydaja sie dosy¢ nietypowe —
nie ma w nich wygranych ani przegranych, a wszyscy gracze wykonuja swoje
ruchy jednocze$nie. Okazuje si¢ jednak, ze nawet bardzo uproszczone gry tego
rodzaju moga przedstawiaé¢ sytuacje praktyczne — a co dopiero ich bardziej
skomplikowane wersje.

Przez gre rozumiemy sytuacje, w ktorej istnieje pewna skonczona liczba

graczy i jedynym celem kazdego z nich jest zmaksymalizowanie swojej wyptaty
(wyrazonej np. w zarobionych pieniadzach, zaoszczedzonym czasie itd.).
Rozgrywka polega na jednoczesnym wybraniu przez kazdego gracza strategii
(kazdy gracz ma swoGj wlasny, by¢é moze zupelnie unikalny, zestaw mozliwych
strategii). Nastepnie gracze otrzymuja wyplaty, ktérych wielko$é zalezy tylko od
strategii wybranych przez poszczegdlnych graczy (zaleznosé wysokosci wyplat od
strategii jest znana jeszcze przed rozgrywka).

Przykladem takiej gry moze byé nastepujaca uproszczona sytuacja: dwie firmy,
P i Q, sprzedaja ten sam produkt. Kazda z nich ma do wyboru 2 strategie
reklamowe: A i B. Jesli obie zdecyduja sie na A, zarobia po 5 mln zlotych,

jesli obie wybiora strategie B — po 3 mln ztotych. Jesli jedna z nich wybierze
strategie A, a druga B, to firma, ktéra wybrala strategie B zarobi 7 mln zlotych,
podczas gdy ta druga — tylko 1 mln ztotych. Mozemy wytlumaczy¢ taki rozklad
w ten sposob, ze strategia B jest nieco bardziej kontrowersyjna od A — jesli tylko
jedna firma ja zastosuje, wyrdzni si¢, zdobywajac klientéw. Natomiast jesli obie
ja zastosuja, konsumenci poczuja sie przyttoczeni i nie beda sktonni skorzystac
z ustug zadnej firmy.

Jednak w rzeczywistosci gracze zwykle nie musza ograniczaé si¢ tylko do
tych dwoch opcji. Kazda z firm moglaby przeciez przeznaczyé pewna czesé
swoich srodkéw na realizacje strategii A, zad czed¢ na realizacje strategii B.
Jesli przez f(X,C) oznaczymy nieujemna czesé sSrodkéw przeznaczona przez
gracza X na realizacje strategii C (oczywidcie zachodzi f(P,A) + f(P,B) =1
i f(Q,8)+ f(Q,B) =1), to wtedy firma P dostalaby wyplate wynoszaca

5/(P,A)f(Q,A) +1f(P,A)f(Q,B) + 7f(P,B)f(Q,A) + 3f(P,B)f(Q,B).
Powyzsze przybliza nas do sensu pojecia strategii mieszanej. Dla danego
gracza, majacego mozliwo$¢ zagrania jednej z d strategii, strategia mieszana
nazywamy ciag liczb x1, ..., x4, z ktérych kazda wyraza, jaka czesé swoich
srodkéw ten gracz przeznacza na zagranie odpowiedniej strategii. Liczby te
musza by¢ nieujemne i sumowaé si¢ do 1 (w sumie nalezy przeznaczy¢ calo$é
srodkéw). W takim przypadku, jesli w; oznacza, jak duza wyplate otrzyma
nasz gracz, zuzywajac wszystkie swoje srodki na i-ta strategie (przyjmujemy,
ze pozostali gracze juz wybrali strategie), to jego wyplata w przypadku zagrania
strategii mieszanej wyniesie: 27:1 T;W;.
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W przytoczonym przyktadzie z firmami
P (pierwszy gracz) i Q (drugi): punkt
(1,0,0,1) oznacza, ze P wybral czysta
strategi¢ A, a Q wybral B — czyli pierwszy
uzyskal wyplate 1, a drugi 7. Gracz Q nie
zmieni swojej strategii przy zalozeniu, ze
P nie dokona zmiany. Natomiast P
zmieni swojg strategi¢ na B — dlatego
h(1,0.0,1) = {(0.1,0,1)}.
11
272
zainwestowal polowe Srodkéw
w strategie A i polowe w B. Wyplata
kazdego z nich wynosi:
5-:+1-5+47-41+3 =4
Jezeli P zalozy, ze Q nie zmieni strategii,
to zmieni swojg decyzje na strategie
czysta B, sadzac, ze jego wyplata wyniesie
5.0-441-0-3+7-1-1+3.1-% =5
Gracz @ mysli w ten sam sposéb, stad
n(3,4.4.4) =10, 1,01}

W rezultacie wyptata zadnego z nich nie
wzrosnie.

Rozwazmy h( s %, %) . Kazdy z graczy

W rzeczywistosci firmy maja swoje strategie i raczej nie zdarza sig, by co chwile
zmienialy dtugoletni plan dzialania. Po wielu analizach i eksperymentach
dochodza do wniosku, ze ich system jest optymalny przy aktualnej koniunkturze
na rynku i raczej nie warto odstepowac¢ od pierwotnych zalozen. Spojrzenie
matematyczne pozwoli nam zrozumieé, dlaczego tak jest.

Spojrzenie IT — matematyczne

Réwnowagg Nasha nazwiemy takie przyporzadkowanie strategii (by¢ moze
mieszanych) kazdemu graczowi, ze zaden z nich, jesli jako jedyny zmieni swoja
strategie, nie zwigkszy swojej wyplaty. Okazuje sie, ze potrafimy udowodnié
istnienie takiej réwnowagi we wspomnianych grach.

Twierdzenie (o istnieniu réwnowagi Nasha). W kazdej grze, w ktoérej liczba
graczy jest skonczona i kazdy gracz ma skonczong liczbe czystych strategii,
istnieje réwnowaga Nasha (byé moze zlozona ze strategii mieszanych).

Dowéd. Niech n oznacza liczbe graczy, d, . .
poszczegblnych graczy oraz D =Y . | d;.

., dy, liczbe czystych strategii dla

Krok 1. Przeksztalémy twierdzenie do postaci geometrycznej. Mozliwe ruchy
k-tego gracza mozna przedstawi¢ jako zbiér takich punktow przestrzeni
di-wymiarowej, ze: x1,...,xq, > 0 oraz Zfil x; = 1. Oznaczmy otrzymana figure
przez Fy.

Potaczmy figury Fi,..., F, w jedna, aby méc geometrycznie przedstawiaé
kombinacje ruchéw wszystkich graczy. Potrzebujemy do tego przestrzeni
D-wymiarowej. Punkt o wspélrzednych x4, ..., xp nalezy odczytywaé po

kolei — tj. pierwszych dy wspolrzednych méwi, jaka strategie mieszana wybral
pierwszy z graczy, kolejne ds wspdlrzednych méwi o decyzji drugiego gracza itd.
W skrécie bedziemy zapisywaé s1, Sa, . - ., Sn, gdzie si oznacza strategie (by¢ moze
mieszang) gracza k. Oznaczmy figure zlozona z takich punktéw przez F.

Zastanowmy si¢, czym w tym nowym wyobrazeniu jest poszukiwany punkt
rownowagi. Zdefiniujemy funkcje zmiany zdania h: jesli X € F' odpowiada
wyborowi przez graczy strategii mieszanych si, ..., s,, to h(X) jest zbiorem
kombinacji takich strategii mieszanych si,..., s, ze dla gracza k optymalna
reakcja (tj. maksymalizujaca jego wyplate) na wybranie przez innych graczy
strategii $1,...,8k—1, Sk+1,- - -, S, jest zagranie strategii s}. Z tej definicji
funkcji h wynika, ze punkt X € F jest punktem réwnowagi Nasha wtedy, gdy
X € h(X). Dla funkcji, ktérej wartodciami sa podzbiory dziedziny, warunek ten
jest definicja punktu stalego.

Krok 2. Zbadajmy wtasnoéci figury F'. Okazuje sig, ze jest ona ograniczona,
wypukla i domknigta. Udowodnienie tych trzech wtasnosci pozostawiamy
Czytelnikowi Dociekliwemu. Podpowiemy, ze wystarczy udowodni¢ te wlasnosci
dla sktadnikéw figury F' — tj. figur Fi,..., F,, obrazujacych mozliwe strategie
mieszane poszczegélnych graczy.

Krok 3. Przypomnijmy twierdzenie Brouwera, méwiace, ze kazda funkcja ciggla
g:S— 8, gdzie S jest figurqg wypuklq i zwartq (tj. ograniczong i domknietq)
ma punkt staly. Chcialoby si¢ zastosowaé to twierdzenie do funkcji h; niestety,
nie jest to mozliwe, gdyz jej wartosciami sa podzbiory (nie elementy) dziedziny.
Szczesliwie, dla takich wyszukanych funkcji istnieje odpowiednik twierdzenia
Brouwera — jest to twierdzenie Kakutaniego, a jego zalozenia (ktérych tu nie
przytoczymy) sa w naszym przypadku spelnione. Zastosowanie tego twierdzenia
koniczy dowdd — wspomnieliSmy juz, ze szukany punkt staly jest punktem
rownowagi Nasha w rozpatrywanej grze. [

Zachecamy Czytelnika do sprobowania swoich sil z nastepujacymi zadaniami:

1. Znalez¢ rownowagi Nasha dla gry wspomnianej na poczatku artykutu.
2. Rozwazy¢, czy zawsze istnieje réwnowaga Nasha skladajaca sie wylacznie ze
strategii czystych.
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Juz w drugi weekend kwietnia 2019 roku
odbedzie si¢ Ogdlnopolska Matematyczna
Konferencja Studentéw, w skrécie
»OMatKo!!!”, organizowana kolektywnie
przez kola naukowe dzialajace przy
Wydziale Matematyki Politechniki
Wroctawskiej. ,OMatKo!!!” zbierze

w jednym miejscu studentéw

i doktorantéw kierunkéw matematycznych
oraz pokrewnych z catej Polski. Celem
konferencji jest szerzenie wiedzy z zakresu
szeroko pojetej matematyki i jej
zastosowan w nieszablonowej formie
»studenci — studentom”. Referaty
podzielone sg na dwa niezalezne bloki
tematyczne: matematyke teoretyczng

i matematyke stosowana, co umozliwia
uczestnikom wybér prelekcji
dopasowanych do ich zainteresowan,

a takze daje szanse na prezentacje
wynikéw swoich badan wigkszej liczbie
studentéw. Nadchodzaca edycja
przyniesie réwniez zmiany, ktére dadzg
mozliwo$é prezentacji takze kotom
naukowym. Studenci dziatajacy w tych
organizacjach bedg mogli zaprezentowaé
si¢ oraz opowiedzie¢ o badaniach

i projektach, jakie wspdlnie realizujg.
Mamy nadzieje, ze bedzie to okazjg do
poglebienia lub nawigzania wspdélpracy
miedzy uczelniami.

miejsce: Politechnika Wroctawska
termin: 12-14 kwietnia 2019
szczegbly: im.pwr.edu.pl/~omatko

Serdecznie zapraszamy!

Spojrzenie IIT — praktyczne

Noblista w dziedzinie ekonomii, Robert Aumann powiedzial, ze , Wszystko, co
sie dzieje na Swiecie, jest grg. Od ewolucji po wojny”. Kazda podjeta przez nas
decyzja czyni nas graczem: wybér firmy, ktérej produkt kupimy, przej$cie przez
pasy na czerwonym lub zielonym $wietle lub nawet wybo6r sposobu i towarzystwa
do spedzenia wolnego czasu.

Dobrym tego przykiadem jest dzialanie kartelu naftowego — OPEC. Czlonkowie
OPEC staja przed dylematem: ograniczy¢ wydobycie ropy lub wydobywacé jej
tyle, ile sa w stanie. Najlepsza opcja dla wszystkich jest ograniczenie nieco
wydobycia, aby ceny wzrosty. W wyniku tego wszyscy cztonkowie zwigksza swoje
zyski w poréwnaniu do nieograniczonego wydobycia i sprzedawania ropy za
nizsza cene. Jednak z drugiej strony, kazdemu czlonkowi oplaca si¢ sprzedawaé
jak najwiecej swoich zapaséw ropy naftowej, zyskujac na dodatkowej sprzedazy.
W takim razie: czy zmniejszy¢ wydobycie, trzymajac sie ustalen, czy tez tego nie
robi¢? Odejsécie od wspdlpracy zawsze wydaje si¢ lepsza opcja, poniewaz wtedy
gracz, ktory odstapit sprzedaje wiecej ropy po tej samej cenie. Z drugiej jednak
strony, jesli wiekszosé czlonkdéw wybierze te opcje, ceny spadna i finalnie wszyscy
czlonkowie kartelu zarobiag mniej, niz w przypadku trzymania sie ograniczen
przez wszystkich.

Kolejnym przykiadem gry, w ktorej gracze postawili na indywidualne korzysci
zamiast wspolpracy, jest zimna wojna. Podczas niej NATO i Uktad Warszawski
mialy do wyboru zbrojenie si¢ lub zaprzestanie tego. Z punktu widzenia

kazdej ze stron, zaprzestanie zbrojenia, podczas gdy przeciwnik nadal si¢

zbroi, doprowadziloby do militarnej nizszosci i mozliwej zagtady. Odwrotnie,
zbrojenie sig, podczas gdy przeciwnik tego nie robil, dawalo militarna
przewage. Jesli obie strony ciagle by sie zbroity, obie ponosityby wysokie koszty
produkcji i utrzymania arsenatu nuklearnego — z drugiej strony ze wzgledu

na brak znaczacej przewagi militarnej nie powinny sie atakowaé. Gdyby obie
strony zdecydowaly sie rozbroi¢, nie byloby takich kosztéw. Na tym polega
paradoksalno$é¢ réwnowagi Nasha — chociaz obie strony ekonomicznie najlepiej
wychodzg na rozwiazaniu pokojowym, to jednak najlepszym dla nich wyborem
jest zbrojenie sie, wlaénie tak, jak mialo to miejsce podczas zimnej wojny. Obie
strony wkladaty ogromne pienigdze w badania wojskowe, budowe i utrzymanie
arsenatu przez 30 lat, az do momentu, kiedy gospodarka Zwiazku Radzieckiego
byta juz zbyt niewydolna, aby kontynuowaé ten proces.
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Odpowiedz na pytanie

z artykulu o protokole Yao
Jak zamienié kazdag funkcje
boolowskq na obwod
logiczny?

Zauwazmy najpierw, ze kazda ,wieloargumentowa” funkcje AND mozna

zapisa¢ w postaci ztozenia dwuargumentowej funkcji AND, podobnie

z ,wieloargumentowa” funkcja OR (wynika to w jasny spos6b z tacznosci
koniunkcji i alternatywy). Dalej, zwréémy uwage, ze kazda funkcja binarna
jest zdefiniowana przez zbiér argumentéw, dla ktérych przyjmuje wartosé 1.
Jesli ten zbidr jest jednoelementowy, to nie ma problemu. Rzeczywiscie, jesli f
przyjmuje warto$é 1 tylko dla na przyklad (1,0, 1), to szukany obwdd logiczny
ma postaé¢ AND(z1,NOT(z2), z3) (co prawda AND jest tu wieloargumentowy, ale
juz wiemy, ze mozemy go przepisaé jako zlozenie AND-éw dwuargumentowych).
Jesli natomiast wspomniany zbiér argumentéw ma wiecej niz jeden element, to
mozemy go ,,rozbi¢” na zbiory jednoelementowe przy uzyciu wieloargumentowej
funkcji OR. W ten sposob tréjargumentowa funkcja, ktora przyjmuje wartosé 1
tylko wtedy, gdy suma argumentéw wynosi 2, ma obwdd logiczny postaci

OR (AND(NOT(xl), T2, 73), AND (21, NOT(22), 23), AND (21, 22, NOT(:ng))) )
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