Przestrzen spdjna

a)

b)

C)OOO D

Rysunek c¢) przedstawia niespéjny
podzbiér R? (z metryka euklidesowa).

Przestrzen metryczna dyskretna (opisana
na stronie 7), ktéra ma wigcej niz jeden
punkt, nie jest spéjna. Kazde dwa
rozlaczne, niepuste podzbiory sa jej
rozkladem na kawalki. Mozna powiedzieé¢
nawet wiecej — przestrzen dyskretna
rozpada si¢ na jednopunktowe kawatki —
jak szyba samochodu po powaznej kolizji.

Definicja. Przeksztalcenie

f:(X,p) = (Y,p) jest ciagle, jezeli dla
kazdego ciagu x1, x2,... punktéw
przestrzeni X, zbieznego w metryce p do
punktu z¢ cigg punktéw f(z1), f(z2),...
przestrzeni Y jest zbiezny w metryce p’
do punktu f(zo).

Twierdzenie. Jezeli f: (X, p) = (Y,p)
jest przeksztalceniem cigglym, zas (X, p)
przestrzeniq spéjng, to obraz f(X) jest
przestrzeniq spéjng w metryce p’.
Whioskiem z tego twierdzenia jest
wlasnosé Darbouzx funkcji cigglych
opisana na stronie 3.
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Pojecie spdjnosci przestrzeni metrycznej to uscislenie intuicji, ze przestrzen jest
W jednym kawalku”.

Definicja. Przestrzenn metryczna (X, p) jest spdjna, jezeli nie istnieja niepuste
domkniete podzbiory A i B takie, ze ich cze$é wspélna jest zbiorem pustym AN B = (),
za$ ich suma jest caly przestrzenia AU B = X.

Zbiory A i B to sa wladnie te ,kawalki”, na ktére rozpada sie¢ przestrzen X. Zauwazmy,
ze gdy przestrzen nie jest spdjna i jest suma swoich niepustych, domknietych
i roztacznych podzbioréw, to kazdy z tych podzbioréw jest takze otwarty.

Przyklad 1. Zbiér liczb wymiernych Q na prostej z metryka p(z,y) = |z — y| nie jest
sp6jny, bowiem mozna go przedstawié w postaci sumy

Q={¢€eQ:q¢<V2}U{qeQ:q>V2}

Przyktad 2. Podobnie zbiér liczb niewymiernych nie jest spéjny, bo mozna go
przedstawié¢ na przykiad w postaci

R\Q={zeR\Q: z2<0}U{x e R\Q: = > 0}.
Bardzo wazne przyktady przestrzeni spéjnych dostarcza nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Nastepujgce przestrzenie metryczne z metrykq prostej euklidesowej sq
spdjne dla dowolnych a,b € R: odcinek otwarty (a,b), odcinek domkniety [a,b], domkniety
jednostronnie [a,b), (a,b], pélproste [a,+00), (a,+0), (—o0,a), (—o0,a] i cala prosta R.
Sq to jedyne spojne podzbiory prostej euklidesowey.

Jak zachowaja sie przestrzenie spdjne, gdy bedziemy je przeksztatcaé? Jezeli
przeksztatcenie moze zgniataé, rozciagac, ale nie rozrywacé, to z przestrzeni ,w jednym
kawaltku” otrzymamy rowniez przestrzen w , jednym kawalku”, czyli spdjna.
Przeksztalcenia, ktére nie ,rozrywaja”, nazywamy cigglymi. ,Rozrywanie” to
oderwanie punktu granicznego od ciagu punktéw do niego zbieznego. Definicja
przeksztalcenia cigglego przestrzeni metrycznej znajduje sie na marginesie.

Rozwazmy teraz odcinek [0, 1] ze zwykla metryka. Jezeli na punkty tego odcinka
bedziemy patrzeé¢ jak na czas, to na przeksztalcenie odcinka w przestrzen X mozemy
patrze¢ jak na szlak przebyty w czasie od 0 do 1 w przestrzeni X. Jezeli X jest
przestrzenia metryczng z metryka p, a przeksztalcenie jest ciagle, to méwimy, ze mamy
droge w przestrzeni metrycznej (X, p). Obraz 0 jest poczatkiem, a obraz 1 konicem tej
drogi. Przestrzenie, w ktérych od jednego do drugiego punktu mozemy przejsé pewna
droga, sa tak wazne, ze majg swojg nazwe.

Definicja. Przestrzen metryczna (X, p) nazywa sie tukowo spdjna, jezeli dla
dowolnych punktéw x,y € X istnieje droga o poczatku w punkcie z i konicu w punkcie y.

Niech (X, p) bedzie podzbiorem plaszczyzny ze zwykla metryka euklidesowa. Mozemy
powiedzie¢ w pewnym uproszczeniu, ze podzbiér ten jest tukowo spdjny, jezeli dla
kazdych dwéch jego punktéw mozna narysowaé, nie odrywajac otéwka od papieru,
krzywa laczaca je i zawarta w X.

Obraz drogi jest przestrzenia spdjna i nietrudno sie domy$lié¢, ze prawdziwe jest
twierdzenie:

Twierdzenie. Jezeli przestrzeri metryczna (X, p) jest tukowo spéjna, to jest spdjna.

To twierdzenie nietrudno uzasadnié. Jezeli bowiem AU B = X bytoby rozkladem
przestrzeni X na dwa ,kawaltki”, to weZmy punkt z € A oraz y € B. Wiemy, ze istnieje
droga o poczatku w punkcie x i koicu w punkcie y. Ale rozktad X na roztaczne

i niepuste domkniete podzbiory A i B dawalby rozklad obrazu drogi od = do y, co
jest niemozliwe, bo obraz drogi jest przestrzenia spdjna.

Nie kazda przestrzen spdjna jest tukowo spdjna. Rozwazmy przyklad podzbioru
plaszczyzny, ktéry jest jakby grzebieniem o nieskoriczenie wielu zebach zbiegajacych
do granicznego zeba. Tego granicznego zeba jednak brakuje — jest tylko jego kawatek
(oznaczony na rysunku litera J), nieprzymocowany do grzebienia. Cala przestrzer
jest jednak spdjna — ten kawalek nie odpadnie, choé¢ nie ma drogi, ktéra taczy punkt
odcinka J z jakimkolwiek punktem grzebienia, ktéry do odcinka J nie nalezy. To jest
jakby spdjnoé¢ ,na magnes”. Magnes tworza zbiezne ciagi, ktére ,przyciagaja” swoja
granice.

Jeszcze lepiej zjawisko to ilustruje spdjna przestrzen, przypominajaca znak polskiego
lotnictwa, powstala z nieskonczenie wielu patyczkéw (patrz obok).
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