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Nieskonczonosé¢: 4. Nie kazda jest taka samal!

W poprzednim odcinku sprawdziliSmy, ze zbiér liczb naturalnych jest
réwnoliczny ze zbiorem liczb wymiernych (takze zbiér liczb calkowitych jest
réwnoliczny z kazdym z nich). Inaczej méwiac, mozna ustawié liczby wymierne
w pary z liczbami naturalnymi w taki sposob, ze kazda liczba wymierna stoi

w parze z doktadnie jedna liczba naturalng i kazda liczba naturalna stoi w parze
z dokladnie jedng liczba wymierna. Mozna tez powiedzie¢, ze wszystkie liczby
wymierne da sie zakwaterowa¢ w hotelu Hilberta.

Wobec tego kazde dwa rozwazane do tej pory zbiory nieskoniczone okazywaty sie
réwnoliczne. A moze po prostu zawsze tak jest? Moze kazde dwa nieskoriczone
zbiory sa réwnoliczne? Moze elementy dowolnych dwoéch nieskonczonych zbiordw
da sie ustawi¢ w pary? Moze kazda nieskonczonosé jest pod tym wzgledem taka
sama?

Okazuje sie, ze nie! Udowodnimy mianowicie, ze wszystkich liczb rzeczywistych
nie da si¢ zakwaterowa¢ w hotelu Hilberta. Jasne jest, ze liczb rzeczywistych
jest nie mniej niz liczb wymiernych — w takim sensie, ze kazdy z Czytelnikéw
prawdopodobnie jest w stanie wskazaé liczbe rzeczywista, ktora nie jest
wymierna. Na przykltad /2 albo takie stynne liczby, jak 7 czy e. Okazuje sie
jednak, zZe jest ich duzo wiecej — jest ich wiecej réwniez w sensie rozwazanego
przez nas pojecia réwnolicznoéci zbioréw.

Zanim jednak ten fakt udowodnimy, niezbedne jest ustalenie pewnej
podstawowej wlasnoéci liczb rzeczywistych. Wygodne w tym celu bedzie
wyobrazenie sobie liczb rzeczywistych jako wszystkich punktéw na prostej,
zwanej osig liczb rzeczywistych. Przy takim wyobrazeniu stanie si¢ jasne,

ze jesli rozpatrze dowolny ciag coraz krétszych domknietych przedzialéw

Ip 21 D1, D ...,z ktérych kazdy kolejny zawiera sie w poprzednim, to
istnieje punkt na osi (czyli liczba rzeczywista), ktéry nalezy do wszystkich tych
przedziatéw. Mam nadzieje, ze wszyscy Czytelnicy zgodza sie z ta wlasnoécia,
a zreszta definicja zbioru liczb rzeczywistych bezposrednio wlaénie na tej
wlasnoéci jest oparta.

Majac to w pamieci, przejdZzmy do dowodu faktu, ze liczb rzeczywistych nie

da sie¢ zakwaterowaé w hotelu Hilberta. Wiasciwie sprobujmy zakwaterowac
tylko liczby z przedziatu [0, 1]. Jesli nawet ich nie uda sie zakwaterowad,

to oczywiscie tym bardziej nie da si¢ tego zrobié ze wszystkimi liczbami
rzeczywistymi. Zalézmy jednak, nie wprost, ze jest to mozliwe. Zalézmy, ze
udalo sie zakwaterowaé wszystkie liczby rzeczywiste z przedziatu [0, 1] w hotelu
Hilberta. Zostala zatem stworzona lista kwaterunkowa xg, x1, T2, ... wszystkich
liczb z tego przedziatu, gdzie liczba x( to liczba zakwaterowana do pokoju

o numerze 0, liczba x1 to liczba zakwaterowana do pokoju 1 itd. Co wiecej, na
tej liScie sa wszystkie liczby z rozwazanego przedziatu.

To zalozenie doprowadzi nas jednak do sprzecznosci. Podzielmy bowiem
rozwazany przedzial na trzy czesci [0,1/3], [1/3,2/3] i [2/3,1]. Zauwazmy, ze
jeden z tych trzech przedzialéw nie zawiera liczby x. W najgorszej sytuacji
(gdy jest réwna 1/3 lub 2/3) lezy w dwd6ch z nich. A zatem wybierzmy z nich
ten przedzial, w ktérym nie lezy xg. Niech to bedzie przedziat Iy. Nastepnie
podzielmy przedzial Iy na trzy réwne domkniete odcinki (stykajace sie
brzegowymi punktami). Zauwazamy, ze 1 na pewno nie lezy w jednym z nich.
Oczywiscie byé moze x1 nie lezy nawet w calym przedziale I. Ale jesli lezy,
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to co najwyzej w dwdch z tych trzech czedci jego
podziatu. Tak czy inaczej, jest jedna czes$é, ktora
nazwiemy Iy C Iy, w ktérej x1 na pewno nie lezy.
Dzielimy podobnie I; na trzy czesci i podobnie
wybieramy te z nich, w ktorej nie ma xo, nazywajac

ja I. I postepujemy tak dalej, konstruujac nieskonczony
ciag coraz mniejszych domknietych przedziatéw

Iy 211 DI, O ..., z ktorych kazdy kolejny zawarty jest
w poprzednim.

Ale, zgodnie z nasza obserwacja, istnieje liczba p,
ktora lezy we wszystkich tak wybranych przedziatach.
Zauwazmy jednak, ze p # xg, bowiem p lezy w I,

w przeciwienstwie do xg. Podobnie p # x1, bowiem

p jest punktem na I7, a x1 nie jest. Rozumujac tak
dalej, zauwazamy, ze wobec tego liczby p nie ma

w ogdble na naszej liscie kwaterunkowej xg, x1, T2, . . .,
co jest sprzeczne z zalozeniem, ze umiesciliSmy na niej
wszystkie liczby z przedziatu [0, 1].

A zatem liczb rzeczywistych nie da si¢ zakwaterowaé
w hotelu Hilberta! Zbiér liczb rzeczywistych nie jest
réownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych.

Poszukajmy innych tego typu przyktadéw. Okazuje

sie, ze zbidr wszystkich nieskonczonych ciagéw
zero-jedynkowych tez ma te wlasnosé, ze nie jest mozliwe
zakwaterowanie wszystkich jego elementéw w hotelu
Hilberta. Zalézmy przeciwnie, ze to mozliwe, i rozwazmy
liste kwaterunkowa, na ktorej przyporzadkowano
wszystkie takie ciagi do pokoi. Lista ta bedzie miata
charakter tabelki o nieskoniczonej szerokosci i wysokosci,
w ktorej w kolejnych rzedach zapisano kolejne
nieskonczone ciagi zer i jedynek przyporzadkowane

do kolejnych pokoi hotelu Hilberta. Jej lewy gorny rog
mogtby wyglada¢ nastepujaco:

0101 1 01
171 1 0 11
210 0 0 01
311 1 011
4101 1 11

W poszukiwaniu sprzecznosci spéjrzmy na przekatna

tej tabelki i rozwazmy ciag zer i jedynek, w ktérym
wszystko jest zrobione ,na ztos¢”. Niech ten ciag bedzie
skonstruowany nastepujaco: jesli poczatkowy (zerowy)
wyraz ciagu z pokoju 0 to 0, to niech nasz ciag na tym
miejscu ma 1, za$ jesli wyraz ten to 1, niech nasz ciag
ma na tym miejscu 0. Podobnie, jesli kolejny (pierwszy)
wyraz ciagu zakwaterowanego w pokoju 1 to 0, niech
nasz ciag na tym miejscu ma 1, za$ jesli wyraz ten

to 1, niech nasz ciagg ma na tym miejscu 0. I tak dalej,
nasz ciag na n-tym swoim miejscu niech ma te z liczb

0 lub 1, ktéra nie wystepuje na n-tym miejscu ciagu
zakwaterowanego w n-tym pokoju. Gdyby lewy gorny
rég listy kwaterunkowej wygladat tak, jak przedstawiono
wyzej, nasz ciag zaczynalby sie wigc nastepujaco:
1,0,1,0,0,...

Ale tego znalezionego ciagu, wbrew zalozeniu, nie ma na
liscie kwaterunkowej. Rzeczywiscie, rézni sie od kazdego
ciaggu na tej liscie: od zerowego na zerowym miejscu,

od pierwszego na pierwszym, i tak dalej, od n-tego
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ciagu na n-tym swoim miejscu. Co stanowi sprzecznos$é
i dowodzi, ze zbiér wszystkich nieskonczonych ciaggdéw
zer i jedynek nie jest réwnoliczny ze zbiorem liczb
naturalnych.

Aby znalezé kolejny taki przyktad, rozwazmy pojecie
zbioru wszystkich podzbioréw danego zbioru. Jedli zbiér
A to trzyelementowy zbiér oséb, do ktérego naleza
Alojzy, Bonifacy i Cezary, to zbiér jego podzbioréw
ma 8 elementéw. Sa to: zbiér pusty, trzy zbiory
jednoosobowe (zbidr, ktérego jedynym elementem

jest Alojzy, zbidr, ktérego jedynym elementem jest
Bonifacy, i taki sam zbidr, tyle ze z Cezarym), trzy
zbiory dwuosobowe o elementach odpowiednio: Alojzy
z Bonifacym, Bonifacy z Cezarym i Alojzy z Cezarym,
oraz w koricu caly trzyelementowy zbiér. Latwo mozna
wysnué wniosek, ze podzbioréw zbioru n-elementowego
jest 2™ — zachecamy Czytelnikéw do zastanowienia

sie przez chwile, dlaczego tak jest. Zbiér wszystkich
podzbioréw zbioru A bedziemy oznaczaé jako P(A).

Rozwazmy zbiér P(N). Jego elementy to wszystkie
podzbiory zbioru liczb naturalnych, a wiec na przyktad
zbior liczb nieparzystych, zbior licz pierwszych,

ale tez zbiér pusty. Oczywiscie P(N) jest zbiorem
nieskonczonym. Okazuje sie, ze jest on na tyle duzy, ze
takze nie jest mozliwe zakwaterowanie jego elementdw
w hotelu Hilberta. Aby tego dowie$¢, zauwazmy, ze
kazdy podzbiér liczb naturalnych mozna zakodowaé

za pomoca nieskonczonego ciggu zero-jedynkowego,

w ktérym kolejne cyfry koduja obecno$é (oznaczana
jako 1) lub nieobecno$é (oznaczana jako 0) kolejnych
liczb naturalnych w rozpatrywanym podzbiorze.

Zatem kod zbioru liczb pierwszych zacznie si¢ od
0,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,1,..., bowiem 0, 1,4,6,8,9,10
nie sg pierwsze, wiec na tych miejscach w ciagu widzimy
zera, a 2,3,5,7,11 sg liczbami pierwszymi, co skutkuje
jedynkami na odpowiednich miejscach ciagu.

Ale skoro kazdy podzbiér zbioru liczb naturalnych ma
swéj unikalny kod w postaci nieskonczonego ciagu zer
i jedynek (oraz kazdy ciag zer i jedynek odpowiada
pewnemu podzbiorowi liczb naturalnych), to nie

jest mozliwe zakwaterowanie wszystkich podzbioréw
zbioru liczb naturalnych w hotelu Hilberta, bowiem,
jak juz wiemy, nie da sie tego zrobi¢ dla zbioru
wszystkich ciagéw zero-jedynkowych. Zbiér P(N) nie
jest réwnoliczny ze zbiorem N. Mozemy napisaé, ze

IN| < [P(N)].

Okazuje sig, ze zachodzi ogdlniejszy fakt. Powyzsza
zalezno$é jest prawdziwa dla dowolnego zbioru A
(skoriczonego lub nieskoniczonego). Podzbioréw zbioru A
nigdy nie da sie ustawi¢ w pary z jego elementami, co
bedziemy notowaé |A| < |P(A)|. Zachecam Czytelnikéw
do zastanowienia sie, dlaczego tak jest. Wystarczy nieco
zmodyfikowaé przedstawiony dowéd, ze |N| < |P(N)|!

Twierdzenie to udowodnil juz Georg Cantor. Nosi
ono jego imie. Pora wiec wrocié¢ do jego rozwazan

i przesledzi¢ historie zaskakujacego problemu,
ktérego Cantorowi nie udalo sie rozwiazacé. Ale to juz
w nastepnym odcinku.

Michat KORCH



