Klub 44 M Rozwigzania zadan z numeru 4/2019

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tre$¢ zadan:

' 779. W pola planszy kwadratowej wpisujemy liczby caltkowite (w kazde pole jedng liczbe) tak, by

= liczby wpisane w dowolne dwa przyleglte pola byly réwne lub réznilty si¢ o 1 (pola przyleglte maja

® wsp6lny bok). Dla ustalonej liczby naturalnej n wyznaczy¢ najwigksza liczbe m taka, ze przy
kazdym wypelnieniu planszy n X n, zgodnym z podanym warunkiem, pewna liczba pojawia si¢ na
co najmniej m polach planszy.

780. Ciag xo, x1, T2, ... jest okredlony wzorami: zg = 1,

1
Tpi1 =Tp + — dla n=0,1,2,...
x

n

Obliczy¢ granice lim (wn — \/271) lub wykazaé, ze ta granica nie istnieje.
n— oo

779. OdpowiedZ: maksymalna warto$é¢ m, o jakiej mowa, to m = n. Macierz [a;;]
owyrazach a;; =i+ j—1 (i,j =1,...,n) daje przyklad wypelnienia planszy,
przy ktérym liczba n pojawia sie n razy (cala jedna przekatna), a zadna liczba
nie wystepuje wiecej niz n razy. Pozostaje wykazaé, ze przy kazdym wypelnieniu
planszy, zgodnym z podanym warunkiem, pewna liczba wystapi > n razy.

Wezmy pod uwage dowolne takie wypelnienie i niech my oraz M} oznaczaja
najmniejszg oraz najwieksza liczbe w kolumnie k. Liczby w sasiednich polach
roéznia sie co najwyzej o 1, wiec w k-tej kolumnie sa wszystkie liczby catkowite
z przedzialu [my, My].

Gdy max{m1,...,m,} < min{M, ..., M,}, wéwczas pewna liczba calkowita
nalezy do wszystkich przedzialéw [mq, Mi], ..., [mn, My]. Jest ona obecna we
wszystkich kolumnach, wiec wystepuje > n-krotnie na planszy.

Gdy za$ max{mq,...,mp} > min{M, ..., M,}, znaczy to, ze dla pewnych
numeréw kolumn k, [ zachodzi nieréwnosé my, < My < m; < M;. Wezmy
dowolny wiersz. Na przecieciu z kolumnami k i [ sa w tym wierszu: pewna
liczba < My oraz pewna liczba > my; zatem sa w tym wierszu wszystkie liczby
calkowite z przedziatu [My, m;]. Wiersz byl dowolny, czyli kazda z tych liczb
(np. My) jest obecna we wszystkich wierszach — wystepuje wobec tego > n razy.
To uzasadnia odpowiedz.

780. Podana réwnosé rekurencyjng podnosimy stronami do kwadratu
(zastepujac literke n literka k) i dostajemy réwnowazna zaleznosé
Thp —ap =2+ 2%

Dodajemy te réwnosci dla k =0, ...,n—1, otrzymujac
n—1

(1) xi—lz?n—‘—Zwiz.
k=0

Stad od razu widaé, ze x, > v/2n (dla n > 0), i wobec tego

n—1 n—1 n—1 1 1
-2 _ —2 L L
(2) Slapt=14) 1 <1+22k—1+2Hn_1,
k=0 k=1 k=1
gdzie — jak zwykle — H,, oznacza sume¢ odwrotnosci liczb naturalnych od 1 do m.
Zaleznosci (1) i (2) daja oszacowanie

1
xi <2n+2+ iHn_l'

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan Skoro Ty >V 271, mamy st@d

773 (WT = 1,78) i 774 (WT = 1,87) 9 9 1
z numeru 1/2019 (3) 0<z —\on— Ty — 2n < T, — 2n < 2+ §H"_1
n—V2on=

Witold Bednarek L6dz 41,66 Ty + V20 2v/2n 2v/2n
Jerzy Cislo Wroctaw 41,51 . . . . .. . .
Franciszok S. Sikorski Warszawa 40,74 Liczby uzyskane po p.raxzvej str(?nle tworza ciag .zblezny do zera; wynika ‘.co.
Pawel Najman Krakéw 39,69 na przyklad ze znanej rownosci asymptotycznej H,, ~ Inn; albo — bardziej
pawel Kubit Srakow 39,20 elementarnie — z nieréwnoéci H,, < 3n/3 (nietrudnej do wykazania przez
Krzysztof Kaminski Pabianice 37,32 n J y p
Michal Kozlik Gliwice 3573 indukcje). Dwustronne oszacowanie (3) pokazuje, ze

lim (xn — \/2n) =0.

n—oo
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Klub 44 F

Rozwigzania zadan z numeru 4/2019

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy treé¢ zadan:

’ I ’ I 676. Miedzy zwartymi drutem okladkami nienatladowanego kondensatora ptaskiego znajduje sie
I I punktowy tadunek g. Powierzchnia oktadek jest bardzo duza, efekty brzegowe mozemy zaniedbac.
Odlegtosé tadunku od jednej z okladek jest réwna d/3, gdzie d jest odlegloécia miedzy okladkami.
Jaki tadunek przeplynie przez przewodnik zwierajacy oktadki, gdy tadunek g zostanie przesuniety
w miejsce wewnatrz kondensatora, odlegte o d/3 od drugiej oktadki?

677. Oszacuj, jaki musi by¢ minimalny promien planety, aby mogta ona utrzymac atmosfere

skladajaca sig¢ gléwnie z tlenu i azotu, jesli temperatura powierzchni planety 7" = 300 K. Srednia
gestos¢ planety p =4 - 10% kg/ln‘;4

676. Poniewaz okladki kondensatora sa bardzo duze, warto$¢ indukowanych
na nich tadunkéw nie zmienia sie podczas przemieszczania tadunku ¢
réwnolegle do okladek (zmienia sie tylko ich rozklad). Oznacza to, ze wartosé
tadunkéw indukowanych nie zmieni sie réwniez wtedy, gdy tadunek g zostanie

rownomiernie ,rozmazany” na powierzchni rownoleglej do oktadek kondensatora
(rysunek). Ladunki Q1 i —Q1 wytwarzaja miedzy okladkami kondensatora
jednorodne pole o natezeniu Ey = Q1/(€0S), gdzie S jest powierzchnia okladek.
Plaszczyzna wewnatrz kondensatora natadowana tadunkiem ¢ wytwarza pole

o natezeniu Fy = q/(2¢¢S). Napiecie miedzy plaszczyzna naladowana ladunkiem ¢
a lewa okladka wynosi Uy = (Ey + E2)d/3, napigcie miedzy ta sama plaszczyzna
i prawa okladka Us = 2d(F2 — E1)/3. Jednoczeénie napigcie miedzy okladkami

zwartego kondensatora wynosi 0, stad Uy = Us, 3E1 = Eo, Q1 = ¢/6. Analogicznie
tadunek na prawej oktadce po przesunieciu tadunku ¢ w potozenie koncowe
jest réwny Q) = —q/6. Szukany ladunek przeplywajacy miedzy okladkami

kondensatora podczas przemieszczania tadunku punktowego g dany jest wzorem

Ag=0Q1 - Q) =q/3.

Q1 q Q1

677. Czasteczka wchodzaca w sktad atmosfery jest utrzymywana

w bezposrednim sasiedztwie planety, gdy jej energia catkowita spelnia warunek

m
2

o (v?) — €mM 0, gdzie m jest masa czasteczki, (v?) Srednim kwadratem

jej predkosci, G stala grawitacji, M masa planety oraz r jej promieniem.
Korzystajac ze zwiazku miedzy masa a gestoscia planety, otrzymujemy
nastepujace oszacowanie:

<02> ~ %Gprfm-n.

Z drugiej strony, Sredni kwadrat predkosci czasteczki gazu zwiazany jest z jego

temperatura 7' zaleznodcia <v2> =3

kT _ 3RT

pon TR gdzie k jest stala Boltzmanna,

R stala gazowa, u masa molowa gazu. Stad

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F

9RT
8rGpp’

.~
Tmzn ~

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan ~ LOniewaz masa molowa azotu jest mniejsza od masy molowej tlenu, w celu

670 (WT = 2,35), 671 (WT = 1,75)
672 (WT = 2,35), 673 (WT = 3,77)
z numeréw 1/2019 i 2/2019

Marian Lupiezowiec Gliwice 44,03
Tomasz Rudny Poznann 40,98
Jan Zambrzycki Biatystok 39,90
Tomasz Wietecha Tarnéw 38,43
Krzysztof Magiera  Losiéw 31,73
Jacek Konieczny Poznann 29,80
Mateusz Kapusta Wroctaw 29,09
Ryszard Wozniak Krakéw 28,77

Michal Kozlik Cliwice 27,47 wiec wigkszy.

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do korica miesiaca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech,
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesytaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem
deltalmimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez
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naszego oszacowania mozemy przyjac, ze atmosfera sktada sie tylko z azotu,
ktérego masa molowa py = 28 g/mol. Ostatecznie 7, ~ 300 km.

Powyzsze oszacowanie uwzglednia jedynie warto$¢ sredniej kwadratu predkosci.
W rzeczywistosei czasteczki gazu poruszaja sie z réznymi predkosciami (rozklad
Maxwella), co oznacza, ze cze$¢ czasteczek ma predkosdci powyzej sredniej i te
beda mogly uciec od planety o minimalnym wyznaczonym powyzej promieniu.
W bardziej doktadnym oszacowaniu poszukiwany minimalny promien bedzie

wspélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
0s6b, ktére nadestaty rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu.
Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin

zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
deltami.edu.pl.



