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Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2019

Przypominamy tre$é zadan:

Zadania z matematyki nr 785, 786
Redaguje Marcin E. KUCZMA

785. Pigciokat ABCDF jest wpisany w okrag o srodku O; przy tym

|BC| = |CD)|. Przekatne AD i CE sa prostopadle, za$ przekatne AD i BE
przecinaja sie w takim punkcie P, ze |AP| = |AO|. Wykazaé, ze trojkat BC'P
jest réwnoboczny.

786. Dowieéé, ze istnieje nieskonczenie wiele czwérek réznych liczb naturalnych
(a,b,c,d) o tej wlasnosci, ze kazdy z iloczynéw ab, be, ac, bd, cd jest o 1 wigkszy od
kwadratu pewnej liczby naturalnej.

Zadanie 786 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.

Rozwigzania zadai z numeru 5/2019

782. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym wysokosé opuszczona
z wierzcholtka C' ma dlugosé h. Na kazdym odcinku CT, laczacym

781. Dla ustalonych liczb rzeczywistych b > a > 0 oraz parzystej liczby = wierzcholek C z bokiem AB, odktadamy odcinek TP ustalonej
naturalnej n > 2 wyznaczy¢ kres gérny wartosci stosunku A/H, gdzie dlugosci d < h. Uzyskane w ten sposéb punkty P tworza pewna
A'i H to (odpowiednio) $rednia arytmetyczna i $rednia harmoniczna krzywa. Czy — jedli liczba d jest dostatecznie mata — dlugosé owej
n liczb, wybranych dowolnie z przedziatu [a, b]. krzywej przekroczy dlugosé boku AB?

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
775 (WT =1,41) i 776 (WT = 2,88)
z numeru 2/2019

Witold Bednarek L.6dz 43,07
Jerzy Cisto Wroctaw 42,92
Pawel Najman Krakéw 41,10
Pawel Kubit Krakéw 40,81

Franciszek S. Sikorski Warszawa 40,74
Krzysztof Kaminski  Pabianice 38,73

781. Rozwazamy Srednie A i H liczb z1,...,x, € [a,b]. Wezmy dowolna liczbe
c > 0 i zauwazmy, ze
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— skorzystaliémy z nieréwnosci 4a8 < (a + 8)? dla liczb a = Y x; /¢, B = ¢/z;.

Dla z € [a,b] mamy nieréwnos$é (z — a)(z — b) < 0, ktéra przepisujemy w postaci
ab
r+—<a+b
T
i dalej, dzielac przez vab:

2) \/i+¢jb<\/§+\/§.

Kontynuujemy szacowanie (1), przyjmujac ¢ = Vab i korzystajac z
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?ﬁfﬁ‘:‘: Iffl‘;iltlk S\};Vr‘;‘;;wa g?gg Liczb/a n jest‘ z zaltozenia pa,rzysta. Gdy T, =a dl§ potowy sp}oéréd .
wskaznikéw ¢ = 1,...,n, zad x; = b dla pozostalej potowy, wowczas we wszystkich
szacowaniach zachodzi réwnoéé. Zatem liczba (a + b)?/4ab jest maksymalng
warto$cia stosunku A/H.

782. Odpowiedz: nie. Uzasadnienie: dlugosé krzywej symetralna odcinka P;Q;. Punkt P;_; lezy po tej stronie

to kres gérny diugosci linii tamanych w nia wpisanych. owej symetralnej co punkt P; — zatem blizej punktu P;

WeZzmy wiec dowolna tamang, wpisana w rozwazana niz punktu Q;. Tak wiec |P;_1 P;| < |Pi—1Q;| = |T;-1T;)-

krzywa (utworzong dla pewnego parametru d € (0, h));

jej wierzchotki Py, Py, ..., P, leza (w takim porzadku) Taka nieréwno$¢ zachodzi dla wszystkich ¢ = 1,...,n,

na owej krzywej, przy czym Py € AC, P, € BC. wobec czego lamana Py P ... P, jest krétsza niz bok AB.

Przedtuzenia odcinkéw C'P; docieraja do boku AB Biorac kres gorny dlugosci wszystkich takich tamanych,

w punktach 7T;. Ustalmy ¢ > 0 i spéjrzmy na czworokat wpisanych w rozwazana krzywa, stwierdzamy, ze jej

P;_1T;_1T;P;, ktérego boki P;_1T;_1 oraz T;P; maja dhugosé nie przekracza diugosci boku AB.

dtugosé d. Przyjmijmy, ze punkt P; jest nie mniej

oddalony od prostej AB niz punkt P;_; (gdy jest [Korzystajac ze wzoru catkowego na dlugo$é krzywej

przeciwnie, zamieniamy role wskaZnikéw i—1 oraz i). (najwygodniej we wspélrzednvch biegunowych ze

Niech punkt Q; uzupelnia réwnolegtobok P;_1T; 17;Q);. $rodkiem C'), nietrudno si¢ przekonaé, ze dtugo$é badanej

Skoro pélproste T;_1 P, T; P spotykaja sie krzywej jest $cisle malejaca funkcja parametru d < h. Dla

(w punkcie C), odcinek T; P; przecina odcinek P;_1Q);. d =0 ta krzywa to odcinek AB; dla 0 < d < h jej dlugos¢

Tréojkat P;Q;T; jest réwnoramienny, jego osia symetrii jest jest wiec ostro mniejsza niz |AB|.]
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Zadania z fizyki nr 682, 683
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

682. Na nieruchomym, poziomym walcu o promieniu R lezy walec

o promieniu r, réwniez poziomo (rys. 1). Osie walcéw sa wzajemnie prostopadle.
Przy jakim stosunku promieni réwnowaga gérnego walca bedzie trwala?

O jaki maksymalny kat mozna przy tym odchyli¢ od poziomu gérny walec?
Wspoélezynnik tarcia miedzy walcami jest réwny p.

683. W obwodzie przedstawionym na rysunku 2 opér zewnetrzny R jest duzo
wiekszy niz opor wewnetrzny ogniwa: r < R . Podlaczenie woltomierza o oporze
Ry powoduje zmiane napiecia miedzy punktami A i B. Jaka powinna by¢
relacja miedzy oporami R i Ry, aby to zaburzenie bylo jak najmniejsze?

Rozwigzania zadain z numeru 5/2019

Przypominamy tresé zadan:

678. Dielektryczna kula spolaryzowana jest jednorodnie, to znaczy momenty dipolowe wszystkich
czasteczek sg réwne i wzajemnie réwnolegte.

(a) Znalezé natezenie pola elektrycznego wewnatrz dielektryka, jezeli w jednostce objetosci znajduje
si¢ N czasteczek, z ktorych kazda ma moment dipolowy p = gl. Odlegtoéé | migdzy ladunkami
dipola jest duzo mniejsza od promienia kuli.

(b) Znalezé gestosé powierzchniows tadunkéw indukowanych na powierzchni kuli.

679. Na gltadkim lodzie zderzaja si¢ sprezysécie dwa jednakowe okragle kamienie do gry w curling,

z ktérych jeden poczatkowo spoczywa, a drugi porusza si¢ ruchem postepowym. Prosta przechodzaca
przez $rodki kamieni podczas zderzenia tworzy kat o = 7/3 z wektorem predkosci poczatkowej
poruszajacego si¢ kamienia. Znalez¢ maksymalng czgs¢ energii uktadu, ktéra podczas zderzenia
przechodzi w energie¢ sprezystej deformacji. Nie ma tarcia migdzy kamieniami.

678. W wyniku polaryzacji tadunki czasteczek dielektryka rozsunetly sie (rys. 3).
Wewnatrz kuli o érodku w punkcie O; znajduja sie tadunki ujemne, wewnatrz
kuli o srodku w punkcie O; tadunki dodatnie. Gesto$é objetoéciowa tadunkéw
p = Ngq. Odleglos¢ miedzy $rodkami kul jest rowna [. Natezenie pola w dowolnym
punkcie w obszarze, w ktorym kule nachodzg na siebie, jest suma wektorowa
natezen od obu kul (rys. 4).
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Wypadkowe pole jest jednorodne, ma wartosé¢ E = pl/ (3g¢) i zwrot przeciwny do

wektora p
E = —Np/(3c0).

Poniewaz [ < R, gdzie R jest promieniem kuli, szukana gesto$¢ ladunkow
powierzchniowych dana jest wzorem (rys. 3):

o= plcos® = NpcosO.

679. Rozlézmy predkos$é v poruszajacego sie kamienia na sktadowe:
vy = vcosa = v/2 wzdluz prostej p przechodzacej przez srodki obu kamieni
podczas zderzenia i prostopadla do niej vy = vsina = vv/3/2 (rys. 5). Gdy
deformacja jest maksymalna, predkoséci kamieni w kierunku p wyréwnuja sie.
Oznaczajac ich wartos¢ przez vs, mamy z zasady zachowania pedu mv; = 2mus,
gdzie m jest masa kamienia, stad vs = v1/2. Zasada zachowania energii ma
postaé:

m(vf +v3)/2 = mv3/2 +m(v3 + v3)/2 + E,
gdzie E, jest maksymalng energia sprezystej deformacji, a jej wartosé
E, = mv?/16. Calkowita energia ukladu E = mv?/2, stad E,/E = 1/8.

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadari z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, gdzie

do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego
dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
robi¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu.
Mozna je przesyltaé réwniez poczta elektroniczng pod adresem Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegélowy regulamin
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

w skali od 0 do 1 z dokladnosciag do 0,1. Oceng mnozymy przez deltami.edu.pl.
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