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Gdanski
Dawno temu... w czasach bez Internetu, bez gier komputerowych i smartfonéw

dzieci bawity sie w chowanego. Na poczatku zabawy trzeba bylo oczywiscie
wyznaczy¢ osobe, ktora bedzie szukaé. Uczestnicy ustawiali sie w koto i ktos
odliczal: Raz, dwa, trzy, wychodZ ty, i wéwczas szdsta osoba (odliczanka ma

6 sylab) wychodzila z kétka. Procedure te powtarzano az do momentu, gdy

w kotku pozostata jedna osoba — to byl pierwszy szukajacy. Istnieje wiele
wierszykow—odliczanek. Moja ulubiong jest odliczanka 15-sylabowa: Mama daje
jesé, tata daje pic, a ty sobie idZ.

Historia powstancéw otoczonych w jaskini Bardzo dawno temu... doktadniej prawie 2 tysiace lat temu, Flawiusz wraz
f)‘;jteilil“s’gjiﬁz Zféfii-gﬁﬁf?fgi“ka z grupa powstancéw zostal otoczony w jaskini. Powstancy zdecydowali, ze
Jézefa Flawiusza (37-947). nie poddadza sie i nie dadza sie pojmac¢ zywcem. Postanowili wiec losowaé:

,w jakiej kolejnoéci mamy jeden drugiego zabijaé. Pierwszy, na ktérego

padnie, niech zginie z reki nastepujacego po nim” (cytat z dzieta Flawiusza).

W opisie nie bylo szczegdtéw na temat losowania i watpie, czy historyk myslal
o jakimkolwiek matematycznym aspekcie tego zagadnienia. Jako pierwszy
matematyczna postaé¢ temu zdarzeniu nadal francuski matematyk Claude
Gaspar Bachet de Méziriac (1581-1638). Wedlug niego powstaticy po ustawieniu
si¢ w okrag mieli eliminowaé co trzeciego sposrdd siebie. Nie wiadomo, ilu byto
powstancéw, niektére zrédla podaja, ze czterdziestu (wraz z Flawiuszem), inne,
ze czterdziestu jeden. Mozna tez spotkac wersje z co siédmym eliminowanym
uczestnikiem ,,Smiertelnej odliczanki”.

Zalézmy, ze liczby od 1 do n ustawiono na okregu (patrz rys. 1). Posuwajac

sie zgodnie z ruchem wskazowek zegara, skreslamy co k-ta liczbe. Oczywiscie

w kolejnym okrazeniu nie uwzgledniamy w odliczance skreélonych wczesniej liczb.
Zajmiemy sie problemem szukania ostatniej nieskreslonej liczby sposrod n, gdy
wykre$lamy co k-ta. Oznaczmy ja przez J(n, k) i nazwijmy liczba szczesliwa.
Zagadnienie to nosi nazwe problemu Flawiusza (Josephus Problem). Spdjrzmy na
kolejne skreslenia dla n = 7 oraz k = 3:

1 1 1 1 1 1 1
7 2 7 2 7 2 7 2 7 2 7 2 7 2
6 3 6 3 6 3 6 3 6 3 6 3 6 3
5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4

Wynika stad, ze J(7,3) = 4.

Jak obliczaé J(n, k)? Oczywiscie wartosci mozna wyznaczaé ,recznie”,

ale dla wiekszych n jest to niewygodne. Napiszmy program do obliczania

liczb szczesliwych. Ponizej prezentujemy procedure napisana w programie
MATHEMATICA (ilustrujemy ja przykladem dla n =7 oraz k = 3).

Krok 1. Przenie$é k — 1 poczatkowych wyrazéw listy {1,2,3,...,n} na jej koniec.
Czyli z listy {1,2,3,4,5,6,7} otrzymujemy {3,4,5,6,7,1,2}.

f[lista_,k_] := Flatten [Append [Take [1ista,{k,Length[listal}],

Take[lista,{1,k - 1}]]}

4 .
4 Krok 2. Wykresli¢ pierwszy element listy, tj. z {3,4,5,6,7,1,2} otrzymujemy
(4,5,6,7,1,2).
’ V’_ gllista_,k_] := Dropl[f[lista,k],1]
$ Krok 3. Powtérzyé¢ k — 1 razy kroki 11 2. Z listy {4,5,6,7,1,2} dostajemy {4}.

flawiusz[n_,k_] := Module [{lista=Range [n]3},
Do[lista=g[lista,k], {i,n - 1}]; Return[lista]]

Wartoéci J(n, 2). Spéjrzmy na tabelke, w ktérej zamieszczono liczby szczesliwe
dla n w zakresie od 1 do 20, gdy skreslamy co druga liczbe:

n [1]2(3[4|5(6|7[8|9(10(11 12|13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20

Jmn,2) |11 |3[1|3|5|7|1(3|5 |79 (1113|151 |3 |5 ]| 719
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W dowodzie wzoru (*) korzysta sie
z dwéch zaleznoéci rekurencyjnych:

J(2n,2) =2J(n,2) — 1,
J(2n+1,2) = 2J(n,2) + 1.
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Funkcje |-], [-], nazywane odpowiednio
podloga i sufit, zaokraglaja liczby
rzeczywiste do liczb catkowitych
odpowiednio w dét i w gére.

dlugoéé roztacznych
n cykli w P(n, 2)
3 2,1
11 7,4
23 14,9
83 47,36
131 72,59

Prawidlowo$¢ jest ewidentna. Mozna nawet pokusi¢ si¢ o odgadniecie wzoru
jawnego:
* J(n,2) =2(n —2Ues2nl) 41,
(%) ;
Okazuje sig, ze jawny wzor na J(n, k) jest znany jedynie dla k = 2.

J(n,k) dla k > 2 — problem otwarty. Spdjrzmy na ponizsza tabelke:

n |1]2|3|4(5|6|7|8|9|10|11|12 |13 |14 (15|16 |17 |18 |19 20
Jn,3) |1 |2|2|1|4|1|4|7|1|4 |7 [10|13]| 2|5 |8 |11]|14]| 17|20

Wartoéci J(n,3) sa przedstawione obok dla n = 1,2,...,100. Mozna dostrzec
nastepujaca prawidlowos$é: od n = 4 wystepuja ,,bloki” coraz dtuzszych ciagdéw
arytmetycznych o przyroscie 3.

Pojdzmy jeszcze tropem wyznaczonym przez Andrew M. Odlyzko oraz
Herberta S. Wilfa, ktérzy w pracy [1] z 1991 roku zaproponowali nastepujacy

wzér:
3 [1083% 51
s =1 e (2) 55
gdzie K(3) jest stalg (obliczona za pomoca dos$¢ skomplikowanej procedury),

ktérej wartosé do 9-go miejsca po przecinku wynosi 1,622705028.

Jawny wzoér, nieodwolujacy sie do zadnych innych procedur, dla J(n, k), gdy k& > 2
nie jest znany.

Inny trop, permutacje — i zaskakujaca puenta. Pewne zastosowanie
problemu Flawiusza mozna znalezé w ksiazce Israela N. Hersteina i Irvinga
Kaplansky’ego Matters Mathematical [2]. Autorzy uzywaja tak zwanych
permutacji Josephusa. Wyjasnimy to na przykladzie J(8,2): w recznym
wykreslaniu eliminowane sa kolejno 2,4,6,8,3,7,5. Na konicu ciagu dopiszmy
nieskreslone 1. Kolejnos¢ skreslania mozna zapisa¢ w postaci permutacji
12345678

P@®.2) = (24683751)'
Kazda permutacje mozemy przedstawié¢ w postaci roztacznych cykli, w naszym
przypadku: P(8,2) = (1248)(3675). Analogicznie mozna postapi¢ dla dowolnego n.
Herstein i Kaplansky odkryli, ze jesli n oraz 2n + 1 sa liczbami pierwszymi oraz
n jest postaci 4k + 3, to permutacja P(n,2) jest iloczynem dwéch roztacznych
cykli. Dlugosci tych cykli dla wybranych n umieszczono w tabelce na marginesie.

Zanim opiszemy kolejne odkrycie Hersteina i Kaplansky’ego, przedstawimy
kilka informacji dotyczacych cial liczbowych. Czytelnicy doskonale znaja

liczby wymierne oraz ich bogata strukture algebraiczng — z dodawaniem

i odejmowaniem, mnozeniem i dzieleniem zbiér Q tworzy cialo. A co sie

stanie, gdy rozszerzymy zbiér Q o jakis element niebedacy liczba wymierna?
Powinnismy przy tym zadbac, aby algebraicznie nowy zbiér nic nie ,stracit”, to
znaczy pozostal cialem. Przyktad takiego rozszerzenia podal Gauss, jest to cialo
Gaussa: Qi) = {a+1ib:a,b € Q}. Z kolei o pierscieniv Gaussa Z(i) = {a +ib:
a,b € Z} mozna powiedzieé, ze jest tym dla ciala Q(3), czym dla Q sa liczby
calkowite Z. Kluczowa wlasnos¢ zbioru liczb calkowitych to rozkladalnosé na
czynniki pierwsze i jednoznaczno$éé tego rozktadu. Okazuje sig, ze w pierécieniu
Gaussa liczby takze sa jednoznacznie rozkladalne na czynniki pierwsze.

Pojeciem ogdlniejszym od ciala Gaussa sa ciala liczbowe postaci Q(6), gdzie

0 jest liczba algebraiczna (czyli pierwiastkiem wielomianu o wspétezynnikach
calkowitych). Cialo Gaussa jest cialem liczbowym, i = v/—1 jest pierwiastkiem
wielomianu z2 + 1. Dla cial liczbowych rozpatruje sie pierécienie ,liczb
catkowitych” tych cial i bada wlasnosé jednoznacznoéci rozktadu tych pierscieni.
Ta wlasno$¢ ma fundamentalne znaczenie przy rozwiazywaniu réwnan
diofantycznych, na przyklad réwnania Fermata z" 4 y" = z". Batalia o dowdd,
ze réwnanie Fermata nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych

dla kazdego n > 3, zakonczyla si¢ dla wielu wybitnych matematykow kleska.
Przyjmowali oni bowiem bledne zalozenie, ze pewne pierscienie maja wtasnosé
jednoznacznodci rozkladu.
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Liczba bezkwadratowa to taka liczba
caltkowita, ktora nie jest podzielna przez
zaden kwadrat liczby catkowitej

z wyjatkiem 1. Na przyktad 10 jest liczba
bezkwadratowsa, ale 18 nie jest, bo 18 jest
podzielne przez 9 = 32.

Liczba klas dla cial postaci Q(+/d) to
pojecie zwigzane z funkcjami postaci
f(z,y) = az® + bay + cy?, gdzie

a,b, c € Z. Bierzemy zbiér wszystkich
takich funkcji (czgsto uzywa si¢ nazwy
forma kwadratowa dwéch zmiennych)

o ustalonym wyrézniku b2 — 4ac

i wprowadzamy pewna relacje
réwnowaznos$ci w tym zbiorze. Relacja ta
dzieli rozpatrywany zbiér na rozlaczne
klasy abstrakcji. Klas tych jest zawsze
skoniczenie wiele, a ich liczb¢ nazywamy
liczba klas ciata liczbowego.

Autorowi tekstu nie udalo si¢ niestety
znalezé informacji, czy odkrycie Hersteina
i Kaplansky’ego zostalo w pelnej
ogdlnosci udowodnione i opublikowane.
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i Z.adania

Jedli 0 jest pierwiastkiem wielomianu kwadratowego o wspotczynnikach
catkowitych, to mozemy zakladaé, ze 0 = V/d, gdzie d jest bezkwadratowg liczba
catkowita. Wéwezas pierécieri liczb catkowitych ciata Q(v/d) to po prostu Z(v/d),
wtedy gdy d jest postaci 4k + 2 lub 4k + 3. Natomiast dla liczb postaci 4k + 1 ten
pierdcieni to Z(3 + 1v/d).

Przykladem pierscienia, w ktérym nie ma jednoznacznosci rozktadu, jest
Z(v/=5). W pierécieniu tym mamy na przyklad 6 = 2-3 = (1 + v/=5)(1 — v/=5).
Aby badaé problem jednoznacznosci rozkladu w pierécieniach typu Z(\/&)

lub Z(% + %\/3), wprowadzono pojecie liczby klas. Liczba klas ciata stuzy do
rozpoznawania, czy wspomniane pierscienie maja wtasnosé¢ jednoznacznosci
rozktadu, co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy liczba klas jest réwna 1.
Udowodniono, ze istnieje dokladnie dziewie¢ pierscieni cial liczbowych Q(\/E),
gdzie d jest bezkwadratowa ujemng liczba catkowita, majacych wlasnosé
jednoznacznosci rozktadu. Te liczby to: —1,—-2, -3, -7, —11,—-19, —43, —67, —163.

Powr6émy teraz do permutacji Josephusa. Przypomnijmy, ze rozwazamy takie n,
ze n oraz 2n + 1 sg liczbami pierwszymi oraz n jest postaci 4k + 3. Okazalo

sie, ze dlugosci cykli mozna wykorzysta¢ do obliczania liczby klas niektérych
cial liczbowych postaci Q( —(2n+ 1)) W kazdym takim ciele pierscien liczb
catkowitych to Z(3 + 31/—(2n +1)). I tutaj niespodzianka: liczbe klas ciala
Q( —(2n + 1)) mozna wyznaczy¢, korzystajac z dtugosci cykli zamieszczonych
w tabeli 1. Liczba klas ciala Q(y/=7) (czyli n = 3) wynosi 2 — 1 = 1, liczba klas
ciala Q(v/—23) (n = 11) wynosi 7 — 4 = 3. Dla ciala Q(v/—47) (n = 23) mamy
liczbe klas 14 — 9 = 5 i tak dalej.

PrzedstawiliSmy zadanie, problem Flawiusza, ktére ma juz ponad 400 lat

(de Méziriac opublikowal je w ksiazce wydanej w 1612 roku), ale wciaz wzbudza
spore zainteresowanie. Mnéstwo informacji na ten temat mozna znalezé

w Matematyce konkretnej [3]. Zachecamy do zapoznania sie z ta piekna ksiazka,
zawierajaca mnéstwo interesujacych faktow dotyczacych rozpatrywanych tu
zagadnien.

Przygotowat Lukasz RAJKOWSKI

M 1624. Znalezé najwieksza warto$é sumy >
dlai=1,2,...,n.
Rozwiazanie na str. 17

i<j<n [Ti — 24, gdzie x; € [0,1]

M 1625. Znalez¢ najwigksza liczbe parami réznych punktéw kratowych (z;,y;),
xi, ¥ € {1,2,...,n}, sposréd ktérych nie mozna wybraé czterech wierzchotkéw
réwnolegtoboku.

Rozwiazanie na str. 13

M 1626. Znalezé najwicksze pole tréjkata o bokach PA, PB, PC, gdzie P jest
punktem wewnatrz trojkata réwnobocznego ABC o boku 1.
Rozwiazanie na str. 6

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 991. Podczas skurczu serce dorostego czlowieka wyrzuca V = 70 ml krwi
pod ciénieniem p = 1,6 - 10* Pa (120 mmHg). Skurcz serca nastepuje ze érednia
czestoscia n = 70/min. (Wszystkie dane dla czlowieka spoczywajacego). Oszacuj
$rednig moc serca L.

Rozwiazanie na str. 7

F 992. Kiedy juz podréze kosmiczne stana sie powszechne, policja na

pewno bedzie chciata fotografowaé¢ kosmonautéw tamiacych ,przepisy ruchu
kosmicznego”. Oszacuj, z jakiej odlegloéci L policjant bedzie jeszcze mogt
odczytaé¢ numer rejestracyjny pojazdu, jesli wykona zdjecie w $wietle widzialnym
za pomoca teleskopu Hubble’a o érednicy zwierciadta D = 2,4 m, a tablice
rejestracyjne beda mialy taka forme jak dzisiaj.

Rozwigzanie na str. 6
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