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Korzystajac z popularnych serwiséw internetowych,
btyskawicznie znajdziemy najkrétsza trase miedzy dwoma
miastami. A co, gdyby$my chcieli znalezé najkrétsza trase,
ktora pozwoli po wyruszeniu z domu odwiedzié¢ wszystkie
interesujace nas miasta i wréci¢ do punktu wyjscia?
Mozemy to pytanie sformalizowaé¢ w nastepujacy sposob.
Wybrane miasta (wraz z tym, w ktérym mieszkamy)
numerujemy od 1 do n. Zaktadamy, ze mamy tabele

n X n o wartosciach d;; dla i,j = 1,...,n, gdzie d;;
oznacza odleglo$é (np. podana przez nasz ulubiony
serwis) z miasta ¢ do miasta j. Tabela jest symetryczna,
tzn. d;; = dj;. Naszym celem jest znalezienie kolejnosci
odwiedzania miast, czyli permutacji vy, ..., v,, ktéra
minimalizuje dlugos¢ trasy, tzn. Z?:o dy, v, ., PrZyjmujac
v9 = vp. To zadanie znane jest jako problem komiwojazera
i od kilkudziesigciu lat spedza sen z oczu informatykom.

7 jednej strony jest to problem NP-trudny, a najlepszy

w sensie ztozonoéci pesymistycznej algorytm dziala

w czasie O(2"n?). Z drugiej strony, istnieja implementacje,
ktore dla instancji pochodzacych ze Swiata rzeczywistego
uzyskuja spektakularne wyniki (tabela ponizej), ale ich
pesymistyczna zlozonosé czasowa nie jest znana.

rok autorzy hC,Zba
miast
1954 | Dantzig, Fulkerson, Johnson 49
1977 Grotschel 120
1987 Padberg, Rinaldi 2392
Applegate, Bixby, Chvatal
2004 ’ ’ > | 24978
Cook, Helsgaun
Cook, Espinoza
2016 ! ’ 49603
Goycoolea, Helsgaun

Wszystkie powyzsze rekordy dotycza optymalnych
rozwigzan dla rzeczywistych map polaczen drogowych

(w USA, Niemczech, Szwecji), z wyjatkiem rekordu
Manfreda Padberga i Giovanniego Rinaldiego, ktérzy
znalezli najkrotsza trase dla wiertarki wiercacej otwory

w plytce obwodu drukowanego. Aktualnie rozwiazanie
problemu na zwyklym laptopie dla 1000 miast to kwestia
kilkudziesieciu sekund, ale juz wynik z ostatniego wiersza
tabelki (2016) uzyskano za pomoca 310 procesoréw
pracujacych przez 8 miesiecy. Choé pierwszy wiersz
tabelki wyglada skromnie, w rzeczywistoéci stanowi wielkie
osiagniecie, a kolejne rekordy byly wynikiem rozwiniecia
technik wypracowanych przez George’a Dantziga, Delberta
Fulkersona i Selmera Johnsona. W dalszej czesci artykutu
zobaczymy, jak dziala ich metoda na nieco blizszym nam
przyktadzie 51 duzych miast w Polsce.

Kluczowy pomyst polega na zapisaniu naszego problemu
jako zbioru réwnan i nieréwnosci liniowych. Dla kazdej
pary réznych miast 4,7 = 1,...,51 wprowadzmy

zmienng x;;, przy czym ;; oraz x;; traktujemy jako dwie
nazwy tej samej zmiennej. Na poczatek przyjmijmy, ze
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zmienne x;; mogg przyjmowac tylko dwie wartosci: 01 1.
Myslimy o nich w ten sposob, ze polaczenie miedzy

i oraz j jest uzywane w naszym rozwiazaniu wtedy i tylko
wtedy, gdy z;; = 1. Zauwazmy, ze dlugos¢ takiej trasy
wynosi Zl§i<j§n dijxij.

Czy mozemy za pomoca prostych réownan i nieréwnosci
wymusié¢, aby spelniajace je wartosci zmiennych
odpowiadaly dokladnie mozliwym trasom komiwojazera
(czyli cyklom dlugosdci n)? Pierwsza obserwacja jest prosta:
dla kazdego miasta i doktadnie dwie zmienne x;; powinny
mie¢ warto$¢ 1, co mozna wyrazié¢ jako Zj 2 Tij = 2.

To jednak nie wystarczy, gdyz zamiast jednej trasy
mogliby$my dosta¢ kilka krotszych, roztacznych cykli

(w skrajnym przypadku n/3 rozlacznych tréjkatéow).

Aby zagwarantowad, ze miasta z pewnego zbioru S

nie tworza krétszej trasy, mozemy doda¢ warunek
eliminacji podtras, ktéry méwi, ze do tego zbioru
musimy co najmniej jeden raz wejs¢ i co najmniej jeden
raz z niego wyjs¢. Zwykle ten warunek zapisujemy

w réwnowaznej formie 3, ;g ;o Tij < |[S| =1 (czyli
Eie s, jgs Tij 2 2). Réwnowazno$é latwo dostaniemy,
mnozac oryginalna nieréwnoé¢ przez —1, dodajac do

niej rownosci Zj i Tij =2 dla wszystkich i € S i dzielac
otrzymana nieréwnos¢ przez 2. Niestety, taki warunek
musimy dodaé dla kazdego zbioru miast S o mocy miedzy
3 a |n/2]. Otrzymujemy nastepujace zadanie, ktére jest
przyktadem tzw. programu liniowego catkowitoliczbowego.

Zminimalizuj g dijz;; przy ograniczeniach
1<i<j<n

ozj#wij:Q,dlai:l,...,n,
(] %ijes’zqm”§|S|—1,dlaS§{1,,n}13<|5\§
21

. xije{O,l},dla1<i<j<n.

Skad pomyst na zapisanie problemu w jezyku réwnan

i nieréwnosci liniowych? Ot6z teraz rozluzniamy zalozenia
naszego zadania: warunki z;; € {0, 1} zamieniamy

na 0 < z;; < 11 szukamy rozwigzania w liczbach
rzeczywistych. Wéwczas otrzymujemy tzw. program
liniowy. Tak sie sktada, ze nasi bohaterowie umieli
szybko rozwiazywaé programy liniowe, gdyz jeden z

nich, George Dantzig, w 1947 roku opublikowal do dzi$
najskuteczniejszy w praktyce algorytm realizujacy ten
cel, nazywany algorytmem simplez. Jest on obecnie
dostepny w bibliotekach dla wielu popularnych jezykdw
programowania, np. przygotowujac ten artykut, uzyliémy
modutu PuLP dla jezyka Python.

Plan jest nastepujacy. Jesli szczedliwie jako rozwiazanie
optymalne naszego programu liniowego dostaniemy same
zera i jedynki, to beda one definiowaly pewng trase, ktéra
musi by¢ optymalna, poniewaz kaZda trasa komiwojazera
spelnia wszystkie warunki programu. Niestety moze si¢
okazadé, ze dostaniemy rozwigzanie ulamkowe, w ktorym
niektére zmienne beda mialy warto$é w przedziale (0,1).
Wtedy bedziemy musieli jako$ zareagowad.



Dodatkowy klopot polega na tym, ze nasz program liniowy
ma gigantyczng liczbe warunkéw eliminacji podtras: tylko
dla [S| = 25 jest ich (5}) = 247959266 474 052. To za duzo
nawet dla wspdlczesnych komputeréw. Pomyst Dantziga

i jego kolegéw polegal na tym, aby zaczaé¢ od prostego
programu liniowego postaci:

Zminimalizuj E dijri; przy ograniczeniach
1<i<j<n

. Zj;tixij =2 dlai=1,...,n,

e 0<z; <1,dlal<<i<j<my

a nastepnie dodawaé¢ warunki w miare potrzeby. Taki
program ma (521) = 1275 zmiennych i 2601 warunkéw
liniowych. Uruchamiamy na komputerze algorytm simplex
i w ulamku sekundy dostajemy ponizsze rozwigzanie. OtrzymaliSmy dwa cykle, a wigc dodajemy warunek
eliminacji podtras dla krétszego z nich o zbiorze
wierzcholkéw {11,19,44,47}. Efekt kolejnego uruchomienia
algorytmu simplex widzimy ponizej.

4465,92 km

Liniami ciaglymi oznaczyliémy zmienne o wartosci 1,
natomiast przerywanymi o wartosci % (innych utamkowych
wartodci w uzyskanym rozwiazaniu nie bylo). Widzimy,

ze mozemy dodaé¢ warunki eliminacji podtras dla zbioréw
{14,33,41},{2,6,13},{32, 34,18}, {17, 24,42, 48} oraz
{12,15,36}. Chociaz miasta 4, 21 i 49 nie utworzyly
krétkiego cyklu, zauwazmy, ze dla S = {4,21,49} oraz

dla S = {11,44, 19} warunek eliminacji podtras tez nie
jest spelniony; dodajemy wiec jeszcze te dwa warunki

i ponownie uruchamiamy algorytm.

Niestety wszystkie warunki eliminacji podtras sa spelnione,
a jednak nie uzyskaliémy pojedynczego cyklu. Jest to
spowodowane dopuszczeniem utamkowych wartosci
zmiennych. Ratunkiem w takiej sytuacji jest znalezienie
nowej nieréwnosci, ktéra spelniaja trasy komiwojazera,

ale nie spelnia jej nasze rozwiazanie. Takie nieréwnosSci
nazywamy plaszczyznami odcinajgeymi. Dlaczego?
Wyobrazmy sobie, ze nasz program liniowy ma tylko dwie
zmienne, a wszystkie warunki to nieréwnosci. Wéwcezas
zbior punktéw spelniajacych te warunki jest wielokgtem na
plaszczyznie, jak ponizej.

Zminimalizuj x;
przy ograniczeniach
o 1o < 71 +4,

e 2x1 + 12 <8,

e 2xy+1x1 >0,

° o > 0.

Algorytm simplex ma te wlasno$é, ze zwraca nam
rozwiazanie optymalne, ktore jest wierzchotkiem wielokata.

W nowym rozwiazaniu mamy nowe krotkie Tymczasem my szukamy catkowitoliczbowego rozwigzania
cykle, dodajemy warunki eliminacji podtras dla optymalnego. Mozemy wéwczas do programu liniowego
kolejnych dwdch zbioréw {2,6,13,17,42, 24,48} oraz doda¢ nieréwnoéc¢, ktora oddzieli nasz wierzcholek
{4,21,0,35,45,37,33,14,41, 34, 18,32,49} i generujemy od wszystkich punktéw o wspdtrzednych catkowitych
kolejne rozwigzanie. wewnatrz wielokata, odcinajac fragment wielokata



za pomocy linii prostej (na rysunku fioletowa linia jest
przykladem takiej prostej). W wyniku tej procedury
mozemy znéw dostaé rozwiazanie niecatkowitoliczbowe,
wéwczas powtarzamy operacje. Z analogiczng sytuacja
mamy do czynienia w wiekszej liczbie wymiaréw, gdzie
uogolnieniem linii jest hiperptaszczyzna.

Wréémy do ostatniego rozwiazania i spdjrzmy na tréjkat
H ={19,20,50}, ktérego krawedzie odpowiadaja zmiennym
poléwkowym 1920, 2050 1 5019, Oraz na sasiadujace
z nim polaczenia T = {1911,2031,5010}. W naszym
rozwigzaniu suma s = 1920 + 2050 + Ts019 + T1911 +
+ x9031 + T5010 Wynosi 4%. Tymczasem w dowolnej trasie
komiwojazera s < 4. Dlaczego? Z warunku Ej# Tij =2
dla i € H wiemy, ze

Z1920 + 1950 + L1911 < 2,

T2019 + T2050 + T2031 < 2,

%5020 + 5019 + T5010 < 2.
Dodajac stronami te nieréwnosci i trywialng
Y cer Te < [T, otrzymujemy 2s < 9. Ale jesli zmienne
opisuja trase komiwojazera, to s jest liczba catkowita,
a wtedy otrzymana nieréwno$¢ jest réwnowazna 2s < 8,
czyli s < 4. Zachecamy w tym miejscu Pracowitego
Czytelnika, aby wykazal, ze ogélniej, dla dowolnego zbioru
miast H i nieparzystej liczby polaczen T wychodzacych
z H, Zi,jeH,i<j Ty + EijeT zi; < |H|+ H% Sa to
tzw. nierownosci 2-skojarzeniowe, gdyz zostaly odkryte
w kontekscie problemu skojarzen w grafach. Do naszego
programu dodajmy nieréwnosé 2-skojarzeniowa s < 4, ktora
pozwoli sie pozby¢ potéwkowego trojkata {19,20,50}.
Okazuje sig, ze w rozwigzaniu optymalnym takiego
programu liniowego wszystkie zmienne maja juz warto$¢ 0
lub 1, a odpowiadajace im rozwiazanie tworzy pojedynczy
cykl, a wiec jest optymalna trasa komiwojazera. Wyglada
ona nastepujaco.

Dantzig z kolegami nie odkryli nieréwno$ci
2-skojarzeniowych, podobnie jak w naszym przykladzie
nieréwnosci eliminacji podtras nie byty wystarczajace,
wiec musieli uzyé¢ dwéch dziwacznych nieréwnoéci.

W kolejnych latach odkryto metody automatycznego
znajdowania plaszczyzn odcinajacych, jednak wciaz
najbardziej skuteczne okazuja sie rodziny plaszczyzn (czyli
po prostu nieréwnosci) projektowane z mysla o konkretnym
problemie, jak nasze nieréwnosci 2-skojarzeniowe. Dla
problemu komiwojazera odkryto wiele takich rodzin. Dla
niektérych z nich jesteSmy w stanie szybko (w czasie
wielomianowym) znajdowaé nieréwno$¢ niespelniona

przez dane rozwiazanie, o ile taka istnieje (jest to
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mozliwe dla nieréwnosci eliminacji podtras i nieréwnoéci
2-skojarzeniowych). Dla innych stosujemy heurystyki, ktére
wprawdzie dzialaja szybko, ale moga pozostawié¢ jakas
niespelniong nieréwnosc.

Dociekliwy Czytelnik na pewno zadaje sobie teraz
pytanie, co si¢ dzieje, gdy program rozwiazujacy problem
komiwojazera nie mial tyle szczescia co my z mapa
Polski i w pewnym kroku generuje rozwiazanie, ktére

nie jest catkowitoliczbowe, a mimo to wszystkie rodziny
nieréwnosci, ktore jest w stanie sprawdzié, sa spelnione.
Odpowiedz jest prosta: wowczas uzywa sie brutalnej sity.
Wybieramy dowolng zmienng x;; o wartosci w przedziale
(0,1) i rekurencyjnie rozwiazujemy dwa podproblemy.

W pierwszym dodajemy warunek z;; = 1, w drugim z;; = 0.
Zauwazmy, ze kazda optymalna trasa komiwojazera
spelnia warunki doktadnie jednego z tych podproblemdw.
W kazdym z podproblemdéw mozemy znowu szukaé
plaszczyzn odcinajacych i rozgaleziaé sie na kolejne
podproblemy. W ten sposéb znajdziemy wiele tras
komiwojazera, z ktérych najkrétsza bedzie optymalna.

Liczba podprobleméw moze szybko wymknaé sie spod
kontroli, bo k pozioméw rozgatezien to 2* podprobleméw.
7 pomocy przychodza wowczas heurystyki znajdujace
niekoniecznie optymalne trasy komiwojazera (obecnie
najskuteczniejsza, heurystyka Lina—Kernighana-Helsgauna,
dla mapy swiata zawierajacej 1904 711 miast znajduje trase
dluzsza od optymalnej o co najwyzej 0,023 %). Powiedzmy,
ze heurystyka znalazla nam trase komiwojazera

o dtugosci u, i rozwazmy podproblem, w ktérym wartosé
rozwigzania optymalnego programu liniowego wynosi [.
Kazda trasa, ktora mozemy znalez¢é w tym podproblemie,
bedzie miata dlugo$é¢ co najmniej [, a wiec jesli | > u, to
taki podproblem mozemy zignorowaé, gdyz nie pozwoli on
znalez¢ lepszej trasy niz ta, ktéra juz mamy. Dzigki temu
mozliwe jest znaczne ograniczenie szybkiego wzrostu liczby
podproblemow.

Okazuje sie, ze dla danych pochodzacych ze Swiata
rzeczywistego i dostatecznie bogatych rodzin plaszczyzn
oddzielajacych liczba generowanych podprobleméw nie
jest astronomiczna. Jest to jednak jedynie obserwacja
empiryczna. W 2018 roku Stefan Hougardy i Xianghui
Zhong wymyslili sposéb generowania sztucznych,
wyjatkowo trudnych instancji problemu komiwojazera.

Na podstawie testow oszacowali, ze Concorde, najlepszy
obecnie program korzystajacy z naszkicowanej w tym
artykule metody, uruchomiony na wspoétczesnym
komputerze potrzebuje 3 - 1022 lat obliczeri dla
wygenerowanej przez nich instancji 1000 miast. To
pokazuje, ze przynajmniej na razie NP-trudnosci
problemu nie dalto sie oszukac¢. Na szczescie duze instancje
problemu komiwojazera rozwiazane optymalnie lub niemal
optymalnie pokazuja, ze Swiat wokdt nas rzadko jest az tak
zlosliwy jak generator Hougardy’ego i Zhonga.

Optymalna trasa dla 51 polskich miast zaprezentowana
w tym artykule zostala obliczona na podstawie tabeli
1275 dtugosci najkrotszych potaczen drogowych
miedzy nimi, znalezionych za pomoca serwisu Google
maps we wrzesniu 2019 roku. Dane oraz prosty

skrypt w jezyku Python, ktory znajduje optymalna
trase i tworzy rysunki do tego artykutu, sa dostepne
na github.com/lkowalik/tsp. Zachecamy do
eksperymentéw!


https://github.com/lkowalik/tsp
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