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Poprzez triangulacje bedziemy rozumieé podzial figury na tréjkaty (rys. 1).
W dalszej czegsci artykulu bedziemy zajmowacé si¢ kolorowaniem wierzchotkéw
triangulacji pewnego tréjkata. Wyjsciowy trojkat bedziemy nazywali duzym,
natomiast ,,jednostkowe” trojkaty triangulacji bedziemy nazywac¢ matymi.
Kluczowym elementem tych rozwazan bedzie nastepujacy lemat:

Lemat (Sperner). WeZmy dowolng triangulacje tréjkata i pokolorujmy kaidy
wierzchotek na czarno, szaro lub pomarariczowo, zachowujge dwa warunki:

o duzy trijkgt jest réznokolorowy (to znaczy, Ze jego wierzcholki sq pokolorowane
parami réznymi kolorams),
o na zadnym boku duZego trojkqta nie mogq wystepowac wszystkie trzy kolory.

Rys. 1. Triangulacja tréjkata

Wtedy istnieje réznokolorowy maly tréjkat (rys. 2).

Dowdd. Zalézmy, ze nie ma takiego matego trojkata. Poprzez drzwi bedziemy
rozumieli kazda krawedZ miedzy pomaraiczowym a szarym wierzcholtkiem (na
rysunku 3 oznaczone przerwanym odcinkiem). W dalszej cze$ci dowodu bedziemy
mysleli o matych tréjkatach jako o pokojach, miedzy ktérymi bedziemy chodzié¢.
Zauwazmy, ze wszystkie drzwi na bokach duzego trdjkata moga by¢ tylko na
jednym boku (powiedzmy, ze jest to ,dolny” bok, tak jak na rys. 3). Co wiecej,
na tym boku jest ich nieparzyécie wiele.

Sprawdzmy, ile drzwi moze znajdowaé sic w pokojach. Latwo zauwazy¢, ze zaden
pokdj nie moze mie¢ doktadnie trojga. Jedne drzwi moégltby mie¢ tylko w wypadku,
gdyby byt réznokolorowy (a zalozyliSmy, ze takiego nie ma). Wszystkie pokoje maja
zatem albo 0 albo 2 drzwi.

Mozemy teraz zaczaé¢ chodzi¢ po pokojach. Kazdych drzwi bedziemy uzywaé co
najwyzej raz. Najpierw ,wejdziemy” do duzego trojkata przez ktores z drzwi na
i f jego dolnym boku i bedziemy chodzi¢ do momentu, gdy ,,wyjdziemy” z duzego

tréjkata przez jakie§ drzwi na jego dolnym boku. Fakt, ze kazdy pokdj ma albo 0,

Rys. 3 albo 2 drzwi, gwarantuje nam, ze z kazdego pokoju, do ktérego wejdziemy, mozemy
tez wyjsé, a ponadto nigdy dwukrotnie nie wejdziemy do tego samego pokoju.
Cata procedure powtarzamy, az wyczerpiemy drzwi na dolnym boku duzego
tréjkata. Z drugiej strony oznacza to, ze drzwi na tym boku jest parzyscie wiele,
i otrzymujemy sprzecznosc. O

Zauwazmy, ze jest to tak naprawde dowdd konstrukcyjny i przedstawia on algorytm
na znalezienie takiego trdjkata. Chcac znalezé réznokolorowy pokdj, chodzimy do
momentu, az utkniemy. Zwré¢émy réwniez uwage, ze z powyzszego dowodu wynika,
iz réznokolorowych maltych trojkatow jest nieparzyscie wiele. Wynika stad, ze
lemat Spernera dziata dla wigkszej liczby wymiaréow i koloréw. Dowédd przebiega

w podobny sposéb przy uzyciu indukcji. Fakt, ze liczba drzwi na dolnej $cianie
sympleksu (czyli wielowymiarowego trojkata) jest nieparzysta, to w rzeczywistodci
,boprzednio-wymiarowa” wersja lematu Spernera.

Problem 1. Aldona, Bogumil i Celina chcg podzieli¢ miedzy siebie ciasto. Jak to
zrobié, zeby nikt nikomu nie zazdro$cit? Kazdy moze mieé rézine preferencje co do
tego, ktora czesé ciasta jest najlepsza.

Rozwigzanie. Ustalmy dowolnie pewien kierunek i zalézmy, ze w tym kierunku
ciasto ma szerokosé¢ 1. Bedziemy ciaé prostokatne ciasto prostopadle do tego
kierunku. Mozemy wtedy przedstawié kazde takie cigcie jako pare (z,y), gdzie
x4y < 11ikawalki beda mie¢ odpowiednio szerokosci z,y,1 — x — y. Kawalki
nazwiemy odpowiednio czarny, szary i pomaraniczowy (rys. 4).

Zbiér wszystkich takich par (z,y) tworzy tréjkat o wierzcholtkach (0,0), (1,0), (0, 1).
Potnijmy go na bardzo duzo mniejszych tréjkatéw. Oznaczmy wierzcholki literami
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Rys. 5

Dociekliwy Czytelnik moze nie by¢
usatysfakcjonowany podanym
rozwigzaniem problemu 1. ZnalezliSmy
bardzo dobry podzial ciasta, a nie idealny,
i kto$ nadal moze by¢ delikatnie
niezadowolony. Chcac znalezé idealny
podzial ciasta, mozemy wziaé ciagg coraz
lepszych podziatéw. Wsréd nich, na mocy
twierdzenia Bolzano—Weierstrassa, istnieje
podciag zbiezny. Granica tego podciagu
wyznacza nam idealny podzial ciasta.

Rys. 6

A, B, C tak, ze w kazdym malym trdjkacie wéréd oznaczen wierzchotkéw beda
wszystkie litery (tak jak na rys. 5). Nastepnie dla kazdego wierzcholtka (z,y)
pytamy odpowiadajaca mu osobe (Aldone, Bogumila lub Celine), ktéry kawalek by
wybral, gdyby wlasnie taki podzial ciasta miatl miejsce. W ten sposéb kolorujemy
wierzcholki na czarno, szaro lub pomaranczowo. Latwo sprawdzié, ze ten podzial
wierzcholtkéw spelnia warunki lematu Spernera. W konicu na krawedziach duzego
trojkata ktorys kawalek jest pusty, a nikt nie wybierze pustego kawatka! W
szczegolnosci w wierzchotkach duzego tréjkata niepusty bedzie tylko jeden kawatek,
w kazdym inny. Zatem istnieje roznokolorowy maty tréjkat. Oznacza to, ze istnieja
trzy bardzo podobne podzialy ciasta, w ktérych kazdy woli inny kawatek. Mozemy
wiec wziaé np. érednig z nich (§rodek ciezkosci malego tréjkata) i podzielié kawalki
zgodnie z preferencjami. MogliSmy wzia¢ dowolnie drobng triangulacje, wiec réznice
miedzy kawalkami beda minimalne. O

Problem 2. Aldona, Bogumil i Celina chcg razem wynajec trzypokojowe
mieszkanie. Czynsz za cale mieszkanie wynosi 3000 zlotych. Jak podzieli¢ miedzy
nich pokoje i czynsz tak, Zeby nikt nikomu nie zazdroscit?

Rozwigzanie. Skorzystamy ze znanej wlasnosci tréjkata réwnobocznego, takiej

ze dla kazdego punktu wewnatrz tego tréjkata suma x + y + z jest stala (rys. 6).
WezZmy zatem ,regularna” triangulacje (rys. 6) i powiedzmy, ze dla kazdego punktu
(z,y, z) zachodzi = + y + z = 6000. Dalej postepujemy analogicznie do poprzedniego
zadania: oznaczmy wierzcholki literami A, B, C' podobnie jak na rysunku 5, tylko
ze dla trojkata réwnobocznego. Nastepnie dla kazdego wierzchotka (x,y, z) pytamy
odpowiadajaca mu osobe, ktéry pokdj by wybrata, gdyby ceny czarnego, szarego

i pomaranczowego pokoju wynosity odpowiednio (3000 — z), (3000 — y) i (3000 — 2)
zlotych (dopuszczamy ,ujemne ceny”, tzn. doplacanie lokatorowi za mieszkanie

w danym pokoju). Zauwazmy, ze istotnie te ceny sumuja sie do calego czynszu,
czyli 3000 ztotych. W ten sposob kolorujemy wszystkie wierzchotki. Zakladamy
przy tym, ze nikt nie wezmie pokoju za 3000 zlotych (nikt nie chce placié sam
czynszu za cale mieszkanie). Latwo sprawdzié¢, ze wtedy to kolorowanie spelnia
warunki lematu Spernera. Istnieje zatem maly réznokolorowy tréjkat, a wiec trzy
bardzo podobne podziaty czynszu, w ktérych kazdy woli inny pokéj. Podobnie

jak w poprzednim zadaniu, mozemy wzia¢ np. Srednia z tych trzech podziatéw
czynszu i rozdzieli¢ pokoje zgodnie z preferencjami. MogliSmy wzia¢ dowolnie
drobna triangulacje (podzieli¢ na dowolnie duzo malych tréjkatéw), wiec réznice

w zadowoleniu lokatoréw beda minimalne. |

Problem 3. Aldona i Bogumil grajq w Hex. Jest to gra polegajgca na
naprzemiennym oznaczaniu szesciokgtnych pol na ,kwadratowej” (tyle samo
szesciokgtow w pionie i w poziomie) planszy. Celem Aldony jest utworzenie Sciezki
od lewej do prawej krawedzi, a celem Bogumila — od gérnej do dolnej (np. na rys. 7
wygrywa Bogumil). Aldona zaczyna. Czy moze zapewnié sobie zwycigstwo?

Rozwigzanie. Udowodnimy, ze istnieje strategia wygrywajaca dla Aldony. Najpierw
zauwazmy, ze na mocy twierdzenia Zermelo zachodzi dokladnie jedno z ponizszych:

1. Aldona ma strategie wygrywajaca.
2. Bogumil ma strategie wygrywajaca.
3. Oboje maja strategie remisujaca.

Udowodnimy, ze niemozliwy jest przypadek 2. Zalézmy, ze Bogumit miatby
strategie wygrywajaca. Wtedy Aldona moglaby zaczaé gre, oznaczajac dowolne
pole (co nie moze jej w zaden sposéb zaszkodzié) i nastepnie podazaé za strategia
Bogumita. Wygralaby wtedy Aldona, i otrzymujemy sprzeczno$é (ten pomyst
nazywa si¢ ,zlodziejem strategii”, mozecie o tym poczytaé¢ wiecej w A3,).

Wystarczy zatem udowodnié, ze niemozliwy jest remis. Zalézmy, ze kazde pole na
planszy nalezy do kogo$, ale nikt nie wygral (rys. 8). Poprzez wierzcholki bedziemy
rozumieli pola planszy oraz cztery sztucznie dodane wierzchotki reprezentujace
kazda strong planszy. Oznaczmy ,sztuczne” wierzchotki przez vy, vs, v3, v4. Powiemy,
ze v1 1 vz naleza do Aldony, a v, i v4 do Bogumila.
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Pokolorujmy kazdy wierzcholek v wedlug nastepujacej zasady (rys. 9):

e mna czarno, jesli v nalezy do Aldony i istnieje Sciezka od v1 do v nalezaca
caltkowicie do Aldony,

e na szaro, jesli v nalezy do Bogumita i istnieje Sciezka od vy do v nalezaca
caltkowicie do Bogumita,

e na pomaranczowo w przeciwnym wypadku.

Wydawaloby sie, ze nie da sie tu uzy¢ lematu Spernera (w koricu graf na rysunku 9

w zadnym stopniu nie przypomina tréjkata). Nie jest to jednak problem, bo

mozemy go zdeformowadé, aby uzyskac¢ trojkat, co widaé na rysunku 10. Sprawdzmy,

czy powstala triangulacja spelnia warunki lematu Spernera:

e w1, U2 1 v3 sg wierzchotkami powstalego duzego tréjkata i sa odpowiednio czarne,
szare i pomaranczowe (gdyby vs bylo czarne, to istnialaby Sciezka od vy do vs
nalezaca do Aldony — sprzeczno$é z zalozeniem o remisie).

e Na lewym boku duzego trojkata znajduja sie vy i v, ktére sg odpowiednio
czarne i szare. Jest tez lewy gorny rég planszy. Jest on potaczony z vy i v,
zatem jedli nalezy do Aldony, to jest czarny, a jesli nalezy do Bogumita, to jest
szary. Nie ma wiec koloru pomarariczowego.

e Na prawym boku duzego tréjkata znajduja sie vy i vs, ktére sa odpowiednio
szare i pomaranczowe. Jest tez prawy gérny rog planszy. Gdyby byl czarny, to
istnialaby $ciezka od vy do vz w calosci nalezaca do Aldony — sprzeczno$é. Nie
ma wiec koloru czarnego.

e Na dolnym boku duzego tréjkata znajduja sie: v1, vs, vg oraz rogi planszy.
Wierzcholek vy jest czarny, a vs pomaranczowy. Gdyby vg lub ktérys z rogéw
planszy byl szary, to istnialaby $ciezka od vy do dolnej krawedzi planszy
nalezaca tylko do Bogumila — sprzecznosé. Nie ma wiec koloru szarego.

Widzimy zatem, ze ta triangulacja spelnia warunki lematu i istnieje réznokolorowy

maly trojkat. Oznaczmy przez a, b, ¢ jego wierzcholki, ktére sa odpowiednio czarne,

szare i pomaranczowe. Jedli ¢ nalezy do Aldony, to poniewaz istnieje $ciezka od vy
do a nalezaca do Aldony, to istnieje takze $ciezka od v; do ¢ nalezaca do Aldony.

Zatem c powinno by¢ czarne — sprzecznosé¢. Podobnie sprzecznosé uzyskujemy, gdy c

nalezy do Bogumita, co konczy dowdd. O

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Jak dziata Textinflator? Na przyktad
wstawia do tekstu niewiele znaczace
ozdobniki, zastepuje krétkie wyrazy
dlugimi itp.

Po6t szklanki mocnego kodu

Ghost speaker Piotr KRZYZANOWSKI*

Jest wiele sposobéw zrobienia wrazenia na ludziach, ale jednym z najbardziej
popularnych jest wciaz

wygloszenie przemowienia.
W zZyciu kazdego méwey moze przyjsé taki moment, gdy wczesniej przygotowanag,
plomienng przemowe chciatoby si¢ przedtuzyé, by jeszcze wyzej wznie$é si¢ na
emocjach entuzjastycznego thumu, doskonale rezonujacego z glosem z megafonéw. . .
FLatwo tu jednak wpasé w putapke, bo przeciez nie mozna zbyt dlugo mowi¢ samych
madrych, samych porywajacych, samych gleboko przemyslanych zdan. Trzeba
wiec mie¢ w zanadrzu pewna ,wate stowna”, ktora w razie koniecznos$ci mozna by
nadmuchaé dtugosé przemédwienia.

Oczywiscie problem nie jest nowy — i jest od dawna rozwiazany, zreszta na

kilka sposobéw. Na przyklad na stronie textinflator.com mozemy skorzystacé

z automatu, ktéry rozwadnia podany tekst — nawet dwukrotnie zwigkszajac jego
objetosé! Niestety w trakcie wydarzenia na zywo nie da si¢ z niego skorzystaé, bo
przeciez to, co mieliSmy przeczytaé z kartki, juz przeczytaliSmy. ..

W takim przypadku lepiej sprawdzi si¢ rozwiazanie polegajace na wykorzystaniu
mowy-trawy, czyli spreparowaniu tekstu sktadajacego sie z okraglych zdan,
zawierajacych pewne rytualne, oklepane teksty — przez co przemowa bedzie udawaé,
ze niesie w sobie jaka$ sensowna treé¢. Miedzy innymi w latach osiemdziesiatych
XX wieku tygodnik ,,Polityka” opublikowal zartobliwg tabelke — uniwersalng
Sciggaczke zebraniowq — wystarczajaca na ,czterdziestogodzinne przemoéwienie”,
tworzone na zywo przez przypadkowe zlaczenie fraz—wytrychéw owczesnej
nowomowy. Przytaczamy ja w calosci ponizej, tacznie z instrukcja uzycia: Dowolng
fraze z kolumny 1. nalezy kolejno polaczyé z dowolnymi frazami z kolumn 2., 3. i 4.
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