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Rozwigzanie zadania F 996.
W zewnetrznym zjawisku
fotoelektrycznym energia padajacych
kwantéw $wiatta hc/X i maksymalna
energia kinetyczna elektronéw wybijanych
z katody E} spelniaja zwigzek:

hc

A
Przytozenie do elektrod fotokomorki
napiecia Uy, do ktérego pokonania nie
wystarczy maksymalna energia kinetyczna
uzyskiwana przez elektrony, catkowicie
wygasza prad przez fotokomérke. Mamy
wiec:

= B, + W.
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Jesli napigcie przyspieszajace elektrony

w kierunku anody jest wystarczajaco

duze, to wszystkie elektrony wybite

z katody docieraja do anody i wtedy

przez fotokomérke plynie prad nasycenia

(dalsze zwiekszanie napiecia nie zwicksza

pradu). Odpowiada to sytuacji, kiedy

kazdy padajacy foton wybija jeden

elektron, ktéry dociera do anody. Prad

nasycenia wynosi wiec:

eSA

he ”

Po podstawieniu danych liczbowych

otrzymujemy (odpowiednio dla Ay i A2):

Un1 =0,53V, Up2 = 2,2V

I, =

oraz

Ini = 0,40 A, Ins = 0,24 A.

Cyklem dlugo$ci k w permutacji o
nazwiemy ciag elementéw aq, ..., ay
takich, ze o(a;) = a;4+1 dla i < k oraz
o(ak) = ai.

Problem wiezniéw — o pewnych
wlasnosciach losowych permutac

Joanna JASINSKA*

W pewnym zaktadzie karnym przebywa stu skazanych, ponumerowanych liczbami
od 1 do 100: By, Ba, ..., Bygo- Straznik zaproponowal im nastepujaca gre: sto
kartek z ich numerami umieszcza w stu skrytkach, po jednej kartce w kazdej
skrytce. Sposob rozmieszczenia kartek nie jest znany wiezniom. Nastepnie straznik
pozwala kazdemu z wiezniow sprawdzi¢ dokladnie polowe skrytek. Sprawdzajacy
wchodzi do pokoju ze skrytkami sam, a po swojej turze musi zostawi¢ pokdj

w stanie nienaruszonym i jedynie poinformowaé nadzorce, czy odnalazl swéj
numer, czy tez nie. Nie komunikuje sie p6ézniej z pozostalymi wiezniami. Osadzeni
wygrywaja wyjscie na wolnos¢ wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy z nich zdota
odnalezé swoj numer. Jaka jest szansa na to, ze im sie to uda? Na pierwszy rzut
oka wigzniowie sa w dramatycznej sytuacji. Kazdy z nich ma szanse 50% na
odnalezienie numeru w swojej turze, wiec wydawacé by sie moglo, ze szansa na
sukces wszystkich wynosi (0,5)1%°, czyli przerazliwie malo. Okazuje sie, ze ta
intuicja jest bledna. Opowiem o strategii pozwalajacej na zmaksymalizowanie
prawdopodobienistwa wygranej w opisanej grze — dzieki niej szansa wigzniéw na
uzyskanie wolnoséci wynosi... ponad 30%!

i

Wspomniana strategia jest nastepujaca: wigzien B; swoja ture rozpoczyna od
sprawdzenia i-tej szafki. Jedli nie znajdzie tam swojego numeru, tj. znajdzie
numer k # i, to sprawdza k-ta szafke. Postepuje w ten sposéb az do momentu
sukcesu lub wyczerpania si¢ puli szafek mozliwych do sprawdzenia. Dla przykladu,
ograniczmy sie do przypadku 10 wiezniéw, zeby z latwoscia przesledzi¢ przebieg
rozgrywki. Zalézmy, ze w szatkach znajduja sie kolejno numery: 3, 2, 8, 5, 9, 4, 6,
10, 7, 1. Rozgrywka wieznia By krok po kroku przedstawia si¢ nastepujaco:

Sprawdza szafke 1. — Znajduje w niej 3 — Sprawdza szafke 3. — Znajduje w niej 8 —
Sprawdza szafke 8. — Znajduje w niej 10 — Sprawdza szatke 10. — Znajduje w niej 1
— Zwyciesko konczy swoja ture.

Zauwazmy, ze w momencie znalezienia swojego numeru (czyli po czterech
sprawdzeniach) wiezienn B; juz wie, ze wiezniowie Bz, Bs, Big beda sprawdzaé
doktadnie te same szafki co on, w pewnym cyklicznym przesunieciu, i kazdy

z nich odniesie sukces w czwartym kroku. Sukcesy wiezniéw nie sa zatem, przy
zastosowaniu tej strategii, zdarzeniami niezaleznymi, a wiec — chociaz wciaz
kazdy z nich ma szanse 50% na znalezienie swojego numerka — szansa na sukces
wszystkich wigzniéw nie musi by¢ tak mata, jak podpowiadata opisana na wstepie
intuicja. A ile ta szansa wynosi doktadnie? Aby odpowiedzieé¢ na to pytanie,
musimy odrobine sformalizowa¢ nasza gre.

Gdy spojrzymy na te zagadke jak na problem matematyczny, rozmieszczanie przez
straznika numeréw wiezniéw w szafkach ponumerowanych od 1 do 100 odpowiada
losowaniu przez niego pewnej permutacji o zbioru {1,...,100}. Zgodnie z opisana
strategia i-ty wiezien rozpocznie od sprawdzenia i-tej szafki, w ktérej znajdzie
numerek o (7). Jesli o(i) # ¢, to wigzierl kontynuuje i otwiera szatke o numerze o (i),
w ktérej znajduje o(a(i)) =: 02(i). O ile wezeéniej nie znalazt swojego numerka,

w k-tym podejéciu otworzy szafke o*~1(i) i znajdzie tam numer o* (7). W tej
sytuacji i-ty wiezien odnajdzie swoj numer, jesli liczba ¢ jest elementem cyklu
dtugosci nie wickszej niz 50. Zatem sukces wigzniéw jest réwnowazny temu, ze

w permutacji ¢ nie ma cyklu dlugoéci wiekszej niz 50. Szansa na ich porazke to
zatem szansa na wystapienie takiego cyklu w losowej permutacji liczb 1,2, ..., 100.

Obliczanie prawdopodobieristwa przegranej przy opisanej strategii sprowadza sie
wiec do znalezienia liczby permutacji zbioru 100-elementowego, ktére maja cykl
dtugosci 51 lub dluzszy. W ogdlnosci sprawe wyjasnia nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Liczba permutacji zbioru n-elementowego, ktore zawierajq cykl
diugo$ci k > Z, wynosi %‘
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Rozwigzanie zadania M 1630.
thumy7 LP liczby x < y spelniaja
p = = + =. Réwnanie to mozna
sprowadzw do pObtdCl

(2z — p)(2y — p) = p?. Poniewaz p jest
liczba pierwsza, wynlk) stad, ze

2z — p = p lub 2z — p = 1. Pierwsza

z tych mozliwosci oznaczalaby, ze

xr = p =y, co przeczy zaleznosci z < y.
Musi by¢ zatem z = i, skad

y = p(p2+1) poniewaz p > 2, liczby te sg
caltkowite i faktycznie spelniaja
wymagang rownosé.

Dowdéd. Zwréémy uwage, ze permutacja moze mie¢ co najwyzej jeden cykl
dtugosci wigkszej niz 5. Wybieramy na (Z) sposobow, ktore k elementy maja
wejs¢ w sklad cyklu k-elementowego. Ustawiamy je na k! sposobéw. Cykl nie
zmienia si¢ przy przesunieciach — mozliwych przesunieé¢ w prawo reprezentacji
cyklu jako (aq,...,ax) jest dokladnie k. Liczba mozliwych istotnie réznych
ustawien wybranych k£ elementéw to zatem % = (k — 1)!. Pozostale n — k elementy
permutujemy na (n — k)! sposobéw. Liczba permutacji zbioru n-elementowego,

ktére w swoim rozkladzie zawierajg cykl dlugosci k > %, to w takim razie:
() - (k=1 (n—k)! =12 O

Zgodnie z powyzszym twierdzeniem dla k = 51,52,...,100 cykle dtugosci k
stanowig, % wszystkich permutacji. Prawdopodobiefistwo otrzymania permutacji
posiadajacej cykl dtugosci 51 lub dtuzszy jest wobec tego réwne:

11 1
4+ ..+ — ~ 0,688

100 99 51
Szansa wiezniow na wygrana wynosi wiec w przyblizeniu 1
w ponad 30% przypadkéw wigzniowie wyjda na wolnosé.

— 0,688 = 0,312, czyli

2n
n

Dygresja dla Czytelnikéw-Analitykéw. Nasuwa sie
pytanie, czy istnieje dodatnie ograniczenie dolne szansy
na wygrana, niezaleznie od liczby wiezniéw. Odpowiedz
na nie jest twierdzaca. Rozwazmy sytuacje, w ktorej jest
2n wigzniéw. Skazancy wygrywaja, gdy permutacja zbioru
A={1,...,2n}, czyli ulozenie w szafkach ich numeréw,
nie bedzie zawierata cyklu dtugoéci wiekszej lub rownej

n + 1. Prawdopodobienstwo wystapienia takiego cyklu

In <2> /THdI\ZnJrk / —dxr = 1n2.

Przechodzac z n do nieskoniczonodci i korzystajac
z twierdzenia o trzech ciggach, obliczamy granice
lim,, o0 EZ | 755 = In2. Co wigcej, ciag (bn)oz, =

Zk 1 n+k jest rosnacy, co Wnikliwy Czytelnik zechce

wynosi
n

. . 2n
riemannowska dla catki fn

riemannowska dla calki f 3" %d:}:. Obliczajac kazda z tych
calek, otrzymujemy nastepujace oszacowanie:

@

Rozwigzanie zadania M 1632.

Niech f(z) = + . |z; — z|. Poniewaz
0< x; <1, wiec
n n
. 1 1
j(l):fg (17.75,,):1775 z; =
n n

i=1 i=1
=1— f(0).
W tej sytuacji f(0) < % wtedy i tylko
wtedy, gdy f(1) > % Teza wynika zatem

z cigglosci funkeji f i wlasnoséci Darboux
funkcji ciagtych.

1
;n—i-k"

7 tatwoscia mozna zauwazy¢, ze jest to gérna suma
—L_dz i dolna suma
x+1

samodzielnie wykaza¢, uzasadniajac, ze dla kazdego
bpt1 — by, > 0. W takim razie cigg (1 — b, )72, maleje do
granicy, jaka jest
1— lim b, =1-—1In2 =0, 307.
n— oo

Na podstawie tych rachunkéw wiemy, ze niezaleznie
od tego, ilu skazanych podjelo si¢ gry, ich szanse na
zwycigstwo przy opisanej strategii nie beda mniejsze
niz 30%.

Pozostaje uzasadnié, dlaczego jest to najlepsza mozliwa strategia. Nie jest
zaskakujace, ze dowdd optymalnosci bedzie bardziej skomplikowany, jest jednak
wielce pouczajacy! Dla uproszczenia bedziemy znéw rozwazaé przypadek

z dziesiecioma wiezniami, n = 10. Rozwazmy subtelng zmiane regul gry:

tym razem kazdy z wiezniéw musi otwiera¢ szafki do momentu, w ktérym
znajdzie swoj numer. Nie ma ograniczen co do liczby sprawdzeni, jednak
wiezniowie przegrywaja, gdy na koncu okaze sie, ze ktoéry$ z nich otworzyl ponad
potowe szafek. Taka zmiana nie wplywa na prawdopodobienistwo zwyciestwa

W rozwazanej przez nas grze, ktéra dalej bedziemy nazywac gra A.

Opiszemy teraz zasady nieco innej gry, nazywanej przez nas dalej gra B. Tym
razem straznik zaprasza wszystkich wieZzniéw jednoczesnie do pokoju z szaftkami,
tak ze moga oni obserwowaé przebieg rozgrywki. Zalézmy, ze rozmiescit

on numery w kolejnosci: 2, 5, 10, 3, 9, 4, 6, 8, 1, 7. Wiezienn B rozpoczyna
sprawdzanie. Szuka do momentu, w ktérym znajdzie swdj numer, przy czym

nie zamyka juz otwartych szafek. Inni gracze widza, jakie numery zostaty

juz znalezione. Ponadto jesli By odnajdzie (postepujac wedlug jakiej$ swojej
strategii) kolejno numery 4, 7, 2, 1, to By, B7 i By juz nie startuja w grze, ich
numery zostaly odnalezione. Kolejnym sprawdzajacym bedzie teraz wiezien

0 najmniejszym numerze, ktéry nie zostal znaleziony w poprzedniej turze,

czyli Bs. Odnajduje on numery 9, 5, 10, 6, 3. Pozostaly gracz Bg w jednym kroku
odnajduje swéj numer. Na koncu sprawdzamy, czy ktorys z graczy otworzyl wigcej
niz 5 szafek. Tym razem wigZniom udalo sie wygrac.

Jest jasne, ze gra B jest dla wiezniéw korzystniejsza niz gra A. Oznacza to
w szczegblnosci, ze najlepsza mozliwa strategia w grze A daje nie wigksza szanse
na sukces niz najlepsza mozliwa strategia w grze B. Pokazemy, ze kazda strategia
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Rozwigzanie éwiczenia z artykulu

O tréjkgtach (nie tylko) na sferze:
Pokazemy liniowo$é 01, ale uzasadnienie
dla 02 przebiega analogicznie. Ustalmy
dwa podzbiory krawedzi X,Y C & oraz
wierzcholek v € V. Jesli na chwilg
ograniczymy si¢ jedynie do krawedzi
koriczacych si¢ w v, to liczba krawedzi z
X + Y ma te samg parzysto$é¢ co suma
liczby krawedzi z X i liczby krawedzi z Y.
Aby ta ostatnia suma byla nieparzysta,
doktadnie jeden ze skladnikéw musi byé
nieparzysty, a drugi parzysty. Innymi
stowy, v € 01(X +Y) wtedy i tylko
wtedy, gdy v nalezy do dokladnie jednego
ze zbioréw 91(X) i 91(Y). W jezyku
réznicy symetrycznej oznacza to
doktadnie réwnosé

01(X +Y)=01(X)+0.(Y).

Dlaczego dla k > 5 mamy 170'

permutacji z blokiem diugosci k7

Taki blok moze by¢ co najwyzej jeden.
Najpierw na (1k0) sposobéw wybieramy
k elementow, ktére maja by¢ czescia
bloku. Najmniejszy z nich m musi
znalez¢ sie na koncu, a pozostate
mozemy ustawi¢ na (k — 1)! sposobdéw.
Elementy spoza bloku mozemy ustawic¢
na (10 — k)! sposobéw i dla kazdego

z nich w doktadnie jednym miejscu
mozemy ustawi¢ wyrézniony blok, tzn.
tuz po tym, jak pojawia sie wszystkie
elementy od 1 do m — 1.

Rozwigzanie zadania F 995.
Dtugoséé¢ fali de Broglie’a czastki spelnia
réwnos$é X = h/p, gdzie p jest pedem
czastki. Energie kinetyczne elektronéw
w rozwazanych procesach sg male
w poréwnaniu z energig spoczynkowsa
elektronu (mec? =~ 511 keV), mozemy wigc
uzy¢ klasycznego zwiazku pedu i energii
kinetycznej czastki. Energia kinetyczna
uzyskana przez elektron przyspieszany
napieciem U wynosi:
2
elU = P .
2mee

Po podstawieniu p = h/\ otrzymujemy:
2
U= ——=— =540V,
2eA2m.
czyli napiecie uzyskiwane przez
polaczenie szeregowe 60 bateryjek 9V.

w grze B daje prawdopodobienstwo sukcesu takie, jak opisana wczesniej strategia
dla gry A, co bedzie dowodzi¢ optymalnosci tej ostatniej.

Powréémy do rozwazanego wczesniej przyktadu rozgrywki w gre B. Powiedzmy, ze
kazdy z wykonujacych ruchy graczy zapisywal numery kolejno otwieranych szafek
w jednym ciagu. Tutaj daloby to ciag 7 = (4,7,2,1,9,5,10,6, 3,8). Uzyskany ciag
jest pewna permutacja zbioru liczb od 1 do 10, potencjalnie dowolna. Ponadto
mozna z niego wywnioskowaé¢ ,,bloki” numeréw odkrywanych przez kolejnych
graczy: kazdy blok ma konczyé si¢ najmniejszym ,,jeszcze niezblokowanym”
numerem (4,7,2,1 wraz z 9,5,10,6,3 oraz 8 to trzy bloki). Wiezniowie wygrywaja
gre B, jesli uzyskana permutacja 7 nie ma bloku dlugosci wigkszej niz 5.

Kluczowym spostrzezeniem jest teraz to, ze jesli kazda z permutacji o
rozmieszczenia kartek w szafkach byta wylosowana z tym samym
prawdopodobienistwem, to w wyniku kazda z permutacji 7 réwniez bedzie
uzyskana z tym samym prawdopodobienstwem. Dokladne wyjasnienie

tego faktu nie jest dlugie, jednak mato interesujace i mogloby sie zdawaé
»brzeformalizowane”, zamiast tego przedstawimy zatem przekonujaca intuicje.

Prawdopodobienstwo pojawienia sie danego uporzadkowania numerkéw
w szafkach wynosi %0!' Niezaleznie od tego, ktora szatke postanowi jako
pierwsza sprawdzi¢ By, prawdopodobienstwo wystapienia w niej na przyktad 9
wynosi 1—10. Pod warunkiem, ze owa dziewigtka zostanie odszukana jako pierwsza,
prawdopodobienstwo odszukania na przyktad 1 w drugim kroku jest réwne %
(ze wzgledu na ,symetrie” wyjéciowego losowania o). W tym wypadku nie

ma zadnego znaczenia, jaka strategia postuza sie wiezniowie, gdyz z punktu
widzenia ich decyzji kazdy z nieodkrytych jeszcze numerkéw pelni te sama

role. Powtarzajac to rozumowanie, dochodzimy do wniosku, ze kazda wynikowa

permutacja 7 moze zosta¢ uzyskana z tym samym prawdopodobienstwem

10!"

Prawdopodobienistwo przegranej jest zatem dla kazdej strategii takie samo — jest
to prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana permutacja ma blok dluzszy niz 5.
W ilu przypadkach z 10! mozliwych wieZniowie przegraja? Otéz dokladnie w ten
sam sposéb, jak udowodniliémy twierdzenie, mozemy pokazaé, ze permutacji,
ktére maja blok dtugosci k > 5, jest dokladnie 170! — szczegdly na marginesie.

W tej sytuacji wigzniowie wygrywaja gre B z prawdopodobienstwem réwnym
1- (% + % + é + % + %) = % =~ 0,354. Prawdopodobiefistwo zwycigstwa
w grze B jest réwne prawdopodobienstwu sukcesu w grze A, w ktérej

wykorzystano strategie poruszania si¢ po cyklach.

Wiezniowie moga zaadaptowac¢ dowolna strategie z gry A do gry B. Przy
ustalonym ustawieniu numeréw w szafkach, jesli dana strategia poprowadzila

do zwycieskiej kolejnoéci otwierania w grze A, to ta kolejno$¢ bedzie réwniez
zwycigska w grze B. W takim razie, gdyby istniala lepsza strategia dla gry A,
niz przechodzenie przez cykle, to po zaadaptowaniu do gry B musialaby réwniez
dawaé w niej wicksze szanse na zwycigstwo. Jednakze nie jest to mozliwe,
poniewaz wszystkie strategie w grze B prowadza do takich szans na zwyciestwo,
jak przechodzenie przez cykle. Jest to zatem strategia optymalna.

Udalo nam si¢ rozwiklaé¢ problem wiezniow — wskazaliSmy najlepsza mozliwa
strategie. Zagadnienie to ma jednak te wtasnosé, ze generuje duza liczbe pytan,
ktére mozna sobie zadaé, kiedy juz pozna sie¢ jego rozwiazanie. Co si¢ stanie, gdy
szafek bedzie dwukrotnie wiecej niz wiezniéw i potowa z nich bedzie pusta? Wtedy
oczywiScie strategia przechodzenia przez cykle nie dziala, bo mozna natrafi¢ na
pusta szafke. Czy w takim wariancie mozna stwierdzié, ze razem ze zwickszajaca
sie liczba graczy, prawdopodobienistwo ich wygranej bedzie zmniejszaé sie az do 07
Okazuje sig, ze wciaz jest to problem otwarty. Mozna réwniez zadaé pytanie, co
sie stanie, jesli straznik wigzienia bylby niezwykle dociekliwym Czytelnikiem Delty
i przewidzial, ze wigzniowie beda postepowaé zgodnie ze strategia przechodzenia
przez cykle. Wtedy mégltby ustawi¢ numery specjalnie w taki sposéb, by pojawit
sie cykl o dlugosci wiekszej niz polowa liczby szafek. Zagadka dla Czytelnika
rownie dociekliwego, co éw straznik, pozostaje znalezienie sposobu, w jaki
wiezniowie mogliby poradzi¢ sobie wéwczas z pilnujacym ich matematykiem.
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