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W artykule Poréwnywanie wiez
potegowych (A?Q) rozwazane byly
a"'an
wieze postaci a,?
byto [a1,az,...,an].

, COo zapisywane

Wykres funkcji f(z) = ¥z dla z
w zakresie [1, 10] przedstawiony jest
ponizej.
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Zachodzi szacowanie:
Yz < Ve

'Dowéd zbieznoéci mozna znalezé na
przyklad w pracy:
R. Arthur Knoebel, Ezponentials

Reiterated, ktéra ukazata si¢ w 1981 roku
w The American Mathematical Monthly.

Karol GRYSZKA*

Sprébujmy rozwiazaé nastepujace zadanie: znalezé takie b, dla ktérego

bbbbm »
Zauwazmy, ze wyktadnik B liczby b w réwnaniu jest réwny calemu wyrazeniu
(ktére jest réwne 4). Wynika z tego réwnoéé b* = 4, a wiec b = v4 = v/2. Gotowe.
Czytelnikéw Zaniepokojonych tak prostym rozwiazaniem prosimy o cierpliwosc.
Teraz drugie zadanie: rozwiazaé¢ réwnanie

ad

a® =2.

Postepujac podobnie jak wyzej, otrzymujemy a = /2. Ale w takim razie a = b
oraz - o

2=a¢"" =0 =4
Zachecamy Czytelnika do proby wyjasnienia tego paradoksu przed lekturg
kolejnych akapitow.
Wprowadzmy nastepujaca notacje:

CL3

[al,ag,ag, .. ] = a(f2 5
gdzie a; dla i € N to dowolna dodatnia liczba rzeczywista. Jak nalezy rozumieé
nieskonczone wieze potegowe? Formalnie jest to granica ciagu liczbowego

[a1,a2,...]:= ngrfoo[al,ag, ceey Gy

Zatem albo wieza definiuje pewng liczbe, albo jest rozbiezna. Dla uproszczenia
notacji, jezeli a; = a dla i € N, to bedziemy zapisywaé [a,a,...] = [a X c0].
Przykladem wiezy rozbieznej jest [2 X oo] = +00, natomiast [1 x oco] = 1. Czy
w takim razie w ogdle ma sens rozwazaé a > 17

Ktére wieze zatem sa zbiezne? W ogdlnym przypadku, gdy sktadniki wiezy
sa dowolne, trudno jest odpowiedzie¢ na to pytanie. My zajmiemy sie prostsza
sytuacja, gdy wieza ma postaé [a x oo]. Wtedy latwo mozna wyznaczy¢ jej
granice. Istotnie, jesli istnieje granica [a X oo] i wynosi ona x, to zachodzi
x=a".
To prowadzi do wniosku, ze a = ¢/x. Ta réwnos$¢ wiaze w sposob istotny granice
wiezy oraz jej sktadniki. W szczegélnosci mozna ja traktowaé jak funkcje.
Przyjrzyjmy sie teraz nastepujacemu twierdzeniu.

Twierdzenie 1. Niech f(x) = ¢/x dla x > 1. Wtedy:

1. f:[1,400) — [1, Vel;

2 "lim fa)=7(1) =1,

3. Jesli a € (1, {/e), to réwnanie f(x) = a ma takie dwa rozwigzania x1 i T2, Ze
x1 < e oraz xo > e;

4. Jesli a = e lub a =1, to réwnanie f(x) = a ma dokladnie jedno rozwigzanie;

5. Jesli a > e, to réwnanie f(x) = a nie ma rozwigzan.

Z twierdzenia 1 mozemy wyciagnaé wniosek, ze jesli a > /e, to [a x oo] nie

istnieje. Dodatkowo, jezeli a € [1, ¢/e], to wtedy wieza [a X oo] ma szanse byé

zbiezna. W szczegdlnosci, poniewaz f(e) = /e, to [/e X o] = e. Robert Arthur

Knoebel dowodzi, ze [a x o] jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy a € [e~¢, /e].

My za$ wykazemy zbiezno$é w przypadku a € (1, /e).

Twierdzenie 1. Jesli a € (1, /e), to [a x o] jest dobrze okreslona.

Dowdd. Wykazemy, ze ciag ([a X n]),>o jest ciagiem rosnacym i ograniczonym,

z tego bedzie wynikala zbieznosé!.

Najpierw wykazemy, ze warto$é wiezy potegowej [a X n] jest mniejsza niz e dla
kazdego n. Zauwazmy, ze a < e. Zalézmy teraz, ze [a X n] < e dla n > 0. Wtedy
[ax (n+1)]=la,axn]<lae] <[ee]=e.

Na mocy zasady indukcji matematycznej ciag jest wiec ograniczony. Teraz
wykazemy, ze jest rosnacy. Po pierwsze zauwazmy, ze gdy a nalezy do
rozwazanego przedzialu, to zachodzi nier6wnos¢ a < a®. Zalézmy, ze
[ax (n—1)] > [a x (n—2)] i wywnioskujemy z tego, ze [a X n] > [a x (n — 1)].
Zachodzi

[a xn]=la,ax(n—1)]>aax(n-2)]=ax(n-—1).



2 Liczba przestepna to liczba, ktéra nie
jest pierwiastkiem zadnego wielomianu
o wspoélczynnikach catkowitych.

3 Liczba algebraiczna to liczba, ktéra jest
pierwiastkiem pewnego wielomianu
o wspoélczynnikach catkowitych.

4Dlas=1 otrzymujemy b = 4 oraz

a:%:ﬁi[ﬁxoo]zz

5Dowéd Twierdzenia 2 mozna znalezé
w pracy: M. Vassilev-Missana, Some
Results on Infinite Power Towers

z 2010 roku.
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Rozwigzanie zadania F 997.
Liczba rozpadéw jadra, jak kazdy typ
rozpadu, opisywana jest réwnaniem
zawierajacym wszystkie rodzaje procesow
rozpadu. W przypadku 23%U:

dN

dt
gdzie N oznacza liczbe jader atomowych
w prébce, a stale Ay i Aa dotycza,
odpowiednio, rozszczepienia i rozpadu a.
Dla kazdego z proceséw wartosé
odpowiadajacej mu stalej A jest
odwrotnoécia czasu polowicznego zaniku
pomnozong przez In 2. Z uwagi na
ogromng wartosé liczby Avogadro
i niewielkg liczbe¢ zaobserwowanych
rozpadéw — co oznacza bardzo duzy czas
zaniku — mozemy przyjac, ze liczba
rozpadéw Ny =~ AftN. Otrzymujemy dla
rozszczepienia:

= —A;N — AN,

; _ tNIn2
1/2f = Ny
Podstawiajac N = Na /238 oraz 1 godzina
to 1 rok/(24 - 365,25), otrzymujemy
ti/2p = 8- 10%° lat. W tym samym czasie
1 godziny w prébce zajdzie okoto
4,5 - 107 rozpadéw o.

Z zasady indukcji mamy, ze ciag ([a X n])n>0 jest rosnacy. Z faktu, ze ciag jest
rosnacy oraz ograniczony, wynika jego zbiezno$c. O

Powyzsze rozwazania mozemy wykorzysta¢ do sformutowania nastepujacych
rownosci:

[V2 x 00] = [V/4 x 00] = 2.
Ciekawostka jest, ze jezeli a jest dodatniag liczba naturalna, to tylko dla
a =1,2,4 wartodci wieze sa liczbami wymiernymi — wszystkie pozostate
przypadki generuja nie tylko liczby niewymierne, ale i przestepne?! Ta i inne
teorioliczbowe wlasnosci wiez potegowych zostaly skumulowane w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie 2. Niech a € (1, /e) bedzie liczbg algebraicang®. Wtedy:

1. Jesli a # /b dla wszystkich wymiernych b > 1, to [a x o] jest liczbg
przestepnag,
2. Jesli a = /b dla pewnej liczby wymiernej b > 1, to:
(a) jeslibe (1,e), to [a x oo] =D,
(b) (przypadek przejsciowy) jesli b= e, to [/e x oo] = e jest liczbg przestepnaq,
(c) jeslib> e, to:
(i) jesli b= (1 + %)SH dla pewnej liczby calkowitej s > 1, to
[a X OO] = (]. + %)5,4
(ii) jesli b nie jest postaci b= (1+ %)SH dla pewnej liczby calkowitej
s> 1, to [a x 00| jest liczbq przestepng.’
Punkt 2(c)(i) powyzszego twierdzenia mozna wykorzystaé¢ do rozwiazania
w liczbach wymiernych réwnania
Vo =y,

przy zalozeniach 1 < x < e oraz y > e. Wtedy

13 1s-ﬁ-l
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W szczegdlnosci, dla s = 1 otrzymujemy = = 2 i y = 4 oraz ré6wnosé¢ /2 = /4.

4 s
Dla s = 2 za$ otrzymujemy = = % iy= %7 oraz rownosé (%) Y = (%7) 27, Czytelnik

zechce samodzielnie sprawdzi¢ stuszno$é¢ powyzszych rownosci.

s=1,2,3,...

Wréémy teraz do paradoksalnego rozumowania przedstawionego na poczatku
artykutu. Przypomnijmy: wynika z niego, ze a = v/2 jest rozwiazaniem, ale
samo rozumowanie prowadzace do tego wyniku nie jest satysfakcjonujace —
dokonujemy pewnego podstawienia bez uprzedniej wiedzy na temat tego, czy

[a x o] jest zbiezne. Dla a = v/2 zdefiniujmy zatem a,, = [a x n]. Latwo mozna
wykazaé¢ zbiezno$é a,, bez odwolywania sie do trudnych twierdzen. Mamy wszak

a1 < 2 oraz

Ay = \/ianil < \/52 = 27
zatem na mocy zasady indukcji matematycznej a,, < 2. Ponadto oczywiscie
an, > an_1, wiec ciag a, jest zbiezny. Niech d bedzie jego granica, wtedy d = a?
i skoro a = V/d = /2, to d = 2 lub d = 4. Jednak rozwiazanie d = 4 odrzucamy,
gdyz a,, < 2 implikuje d < 2. W takim razie [v/2 x co] = 2, ale zdecydowanie nie
[V/4 x oo] = 4.

Dla jakich x réwnanie

a
a®

a =z
ma zatem rozwiazanie? Skoro [a X oo] jest zbiezna (wtedy réwnanie ma sens)
iaele ¢, e] oraz funkcja

g:le % Vel 2a— [ax o]
jest rosnaca, to wystarczy obliczy¢ g(e™¢) oraz g(«/e). Ale to zadanie jest proste,
gdyz jesli z = [a x 0], to a = x. Zatem

Jr={e=a=e= g(Ve)=ce,

1

1
{”/Eze_e:>x:g:>g(e_e):g.

Tym samym x € [6_1, e]. W szczegdlnosci rozwazane wczesniej réwnanie
[y X oo] = 4 nie ma rozwigzania.
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