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!Dla wtajemniczonych: sg to réwnania
stéw w polgrupie wolnej.

?Mozna wykazaé, ze kazde rozwiazanie
jest postaci X =a?" =g---a, Y = a®".

~—

2n razy

3W 10. problemie Hilberta (zobacz AlZ)
pytamy o istnienie rozwigzan uktadu
réwnan diofantycznych. Kazde réwnanie
napiséw mozna przepisaé do
réwnowaznego réwnania diofantycznego.
Liczono w zwiazku z tym, ze uda si¢
wykazaé nierozstrzygalnosé uktadu
réwnan diofantycznych poprzez pokazanie
nierozstrzygalnosci réwnan napiséw.

4VVybicrzcmy podstawienie pod X = aw,
to sprawdzajac mozliwos$¢, ze pierwsza
litera to b, nie znajdziemy rozwiazania.

5 7 . . . z . . .
°By¢ moze takie dlugie réwnanie wcigz
ma rozwigzanie, ale potrafimy je znalezé,
uzywajac krétszych réwnan.

SWypisanie wszystkich réwnan dlugosci
8n? + n recznie nie jest mozliwe, ale dla
komputera nie jest to problem, o ile n nie
jest za duze.

7 Jesli réwnanie ma, tylko zmienne,

to w dowolnym rozwigzaniu mozemy
zamieni¢ wszystkie litery na ,a”.
Sprowadzamy problem do réwnania
liniowego, w ktérym niewiadomymi sg
dlugosci napiséw podstawien. To tez nie
jest zupelnie prosty problem, ale istnieja
znane od dawna algorytmy, co znéw jest
tematem na osobny artykut. ..

8 Jesli dopuszczamy puste rozwigzania, to
mozemy na samym poczatku zgadnad,
ktére zmienne maja puste podstawienie,
i usunaé je z réwnania.

Roéwnania napisow Artur JEZ*

Przyjrzyjmy sie problemowi réwnan napiséw': dla ustalonego alfabetu,

np. a,b,c, ..., piszemy réwnania uzywajace liter z tegoz alfabetu oraz zmiennych,
ktére bedziemy oznaczaé przez X,Y, Z,. .. Dla uproszczenia pomyslmy o jednym
rownaniu, np. aX XXX = XaYY. Rozwigzaniem beda takie napisy, ztozone

z liter alfabetu, ze po podstawieniu pod zmienne uzyskamy takie same napisy.

W naszym przykladzie podstawienie X = aa, Y = aaa jest rozwiazaniem.? Innym
przykladem jest réwnanie XbaY b = baaababbab, ktorego rozwiazaniem jest

np. X = baaa, Y = bba.

3 Réwnania tego typu rozwazane byly od lat 60. XX wieku, z jednej strony
ze wzgledu na zwiazki z 10. problemem Hilberta, z drugiej ze wzgledu na zwiazki
z teorig grup... Ale obie te historie to tematy na osobne artykuty.

Pierwszy sposéb rozwiazywania tego typu rownan podal G. Makanin w 1977 roku,
w roku 1999 inne, duzo prostsze podejécie zaproponowat W. Plandowski. My
przyjrzymy sie dzis rozwiazaniu upraszczajacemu drugie z nich, na podstawie
mojego artykulu Recompression: A Simple and Powerful Technique for Word
Equations, (Journal of the ACM, 2016 63:1, art. 4).

Zanim przystapimy do prezentacji sposobu rozwigzywania takich réwnan,
nalezaloby ustali¢, do czego bedziemy dazy¢: chcemy podaé algorytm, czyli
systematyczny przepis pokazujacy, jak uzyskaé rozwiazanie (lub stwierdzié, ze go
nie ma). Przykladem algorytmu dla ukladu réwnan liniowych jest: ,,Powtarzaj:
wez pierwsze réwnanie, jesli jest niesprzeczne i zawiera zmienna, to wylicz

jedna zmienna w oparciu o inne i podstaw do pozostalych réwnan, usun réwnanie”.
Przykladem algorytmu dla réwnania kwadratowego az? 4 bx + ¢ = 0 jest: ,Wylicz
A = V/b? — 4ac, jesli A < 0, to nie ma rozwigzan, w przeciwnym przypadku
rozwiazania to (—b £ v/A)/2a”. Podamy tego typu algorytm, choé dhuzszy

i bardziej skomplikowany, dla rownan napisow.

Nasz algorytm bedzie wielokrotnie sprawdzal niezaleznie kilka mozliwosci,

np. osobno sprawdzi mozliwoéci, ze pierwsza litera podstawienia pod X to

a lub b, a potem osobno, czy poza ta jedna literg cos jeszcze w podstawieniu

jest, czy nie, itd. Jesli istnieje rozwiazanie, to algorytm znajdzie je dla ktoérejs
sekwencji mozliwoéci, dla innych byé moze nie znajdzie.* Nie brzmi to jak

dobry pomyst — w takim razie algorytm méglby po prostu przejrzeé¢ wszystkie
mozliwe podstawienia, litera po literze. .. Dlatego tez zagwarantujemy cos

jeszcze — algorytm bedzie przeksztatcal réwnanie w taki sposob, ze dla

ktoérejs z mozliwoéci wiodacych do rozwigzania rozwazane réwnanie zawsze bedzie
miato najwyzej 8n? liter i n zmiennych, gdzie n to dlugoéé réwnania wejsciowego.?
W szcezegblnodcei dla niektérych mozliwosei nie znajdziemy rozwigzania (trudno!),
a inne doprowadza nas do réwnania dhuzszego niz 8n? + n — wtedy algorytm
przestaje dalej liczyé.% Takie podejécie mozna tez zrealizowaé inaczej, bez
odwotywania si¢ do sprawdzania wszystkich mozliwosci: mozemy wypisaé
wszystkie réwnania dlugoéci najwyzej 8n? + n, zaznaczyé, ktére réwnania mozemy
przeksztalcié w ktére, i sprawdzié, czy potrafimy przeksztalcié wejéciowe réwnanie
w jakie§ bardzo proste niesprzeczne réwnanie, np. a = a albo X = X.

Od teraz skupimy si¢ na wykazaniu, ze algorytm zawsze ma ,dobry wybor”,

tj. potrafi przeksztalci¢ niesprzeczne réwnanie dtugoéci nie wickszej niz 8n? +n

w niesprzeczne réwnanie dtugosci réwniez nie wiekszej niz 8n? +n. Wazne jest tez,
ze niezaleznie od wyboru nie przeksztalcimy réwnania sprzecznego w niesprzeczne.

"Réwnanie napiséw moze mieé¢ wiele rozwiazan i algorytm jest w stanie podaé
reprezentacje wszystkich; dla uproszczenia bedziemy wymagaé jedynie, o ile
istnieje, aby podal dowolne. W szczegdlnodci: jesli istnieje rozwiazanie, to istnieje
tez takie, ktore uzywa tylko liter wystepujacych w réwnaniu, cho¢ sam alfabet
moze by¢ wiekszy — wszystkie inne litery w rozwiazaniu mozna zastapi¢ przez
ustalong litere; nowe podstawienie dalej jest rozwigzaniem.® Bedziemy tez
zakladaé, ze podstawienie pod zmienna jest niepuste, tj. w podstawieniu X = w
stowo w ma dodatnia dlugosé.

Aby rozwiagza¢ réwnanie napiséw, bedziemy skracaé jego kroétkie fragmenty:
popatrzmy jeszcze raz na réwnanie XbaY b = baaababbab (ktére ma rozwiazanie
X = baaa, Y = bba): jesli zastapimy ba przez ,Swieza”, tj. nieuzywana w réwnaniu,
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9Tu przydaje si¢ informacja, ze
podstawienia pod zmienne sg niepuste.

10Czyli przez kontrapozycje: jesli stare
réwnanie nie miato rozwiazania, to nowe
tez nie ma.

My znéw istotne jest, ze podstawienia
pod zmienne sa niepuste.

127 skad wiadomo, ze jest zla? Trzeba
osobno sprawdzié¢ wszystkie mozliwosci. . .

B Ponownie, wszystkie mozliwosci trzeba,
osobno sprawdzié.

£ razy

4 Oznaczamy at =% --a, czyli £ razy

powtérzone a.

5o uwzglednia przypadek, ze na lewo
lub prawo nie ma zadnej litery.

16 Jegli X = a[', to zastepujemy X przez
at, usuwajac przy okazji X.

L7 Ten problem sprowadza sie do uktadu
liniowych réwnan diofantycznych.
Wiadomo, ze jesli ma on rozwigzanie, to
jest ono najwyzej wyktadnicze. Ponownie,
jest to temat na osobny artykul...

187néw, sprawdzamy wszystkie wybory,
ale interesuje nas tylko ten dobry.

19Plus nie wigcej niz n zmiennych.

litere ¢, to otrzymane réwnanie XcYb = caacbcb ma rozwiazanie X = caa, Y = be.
Latwo tez sprawdzi¢, ze jesli nowe réwnanie ma rozwiazanie, to stare tez ma —
wystarczy zamieni¢ w podstawieniu kazde ¢ przez ba. Niestety, ten pomyst nie
dziala, je$li w oryginalnym réwnaniu sprébujemy zastapi¢ ab przez d: po lewej
stronie réwnania nie ma zadnego ab, w podstawieniu X = baaa, Y = bba réwniez
nie ma, jest za to po prawej stronie réwnania. Problemem jest to, ze ab jest
czedciowo w podstawieniu i czeSciowo poza. Pare ab, gdzie a # b, nazwiemy zlg
(dla ustalonego rozwiazania), jesli b jest pierwsza litera podstawienia pod X oraz
aX wystepuje w réwnaniu lub a jest ostatnia litera podstawienia pod Y oraz Y'b
wystepuje w réwnaniu (lub dla powyzszych zalozenn XY wystepuje w réwnaniu).
Pare, ktéra nie jest zla, nazwiemy dobrq.” Jedli para ab, gdzie a # b, jest dobra,
to skrécenie ab daje réwnanie, ktére ma odpowiadajace, krétsze rozwiazanie.©
Jednoczesdnie, jesli nowe réwnanie ma rozwiazanie, to stare tez miato: wystarczy
kazde c zastapi¢ przez ab.

Co do zlych par, to latwo zauwazy¢, ze jesli rownanie ma n wystapien zmiennych,
to jest najwyzej 2n réznych zlych par: po jednej na kazda strone zmiennej.!!

Co wigcej, ustalona zla pare latwo udobruchaé (czyli uczynié dobra): jesli ab

jest zla,'? to dla kazdej zmiennej sprawdzamy: jedli jej podstawienie zaczyna sie
na b, czyli X = bw, to zastepujemy X przez bX (a podstawienie przez X = w),
analogicznie, jesli podstawienie konczy sie na a, to zastepujemy X przez Xa. Jedli
w ten sposob podstawienie za X stalo sie puste, to usuwamy X z réwnania.'?
Latwo sprawdzié, ze nowe rownanie ma rozwigzanie oraz para ab jest dobra; jesli
za$ nowe réwnanie ma rozwigzanie, to mialo je tez stare réwnanie: wystarczy
dokleié litery, ktore ,,wypchneliSmy” ze zmiennych. W nowym réwnaniu mozemy
skrocié ab.

Zte pary to nie jedyny problem: skoro zakladamy, ze w parze ab litery a i

b sa r6zne, to nie potrafimy skroci¢ dlugich powtoérzen jednej litery, np. nie
wiemy, co zrobi¢ z réwnaniem a X X XX = XaY'Y z pierwszego przykladu.
Zamiast skracaé¢ pary, bedziemy skraca¢ maksymalne powtdrzenia: a® jest
maksymalnym powtdrzeniem a,'* jesli na lewo i prawo nie ma litery a.'® Podobnie
jak w przypadku par, mozemy zdefiniowaé, co to znaczy, ze litera a jest zla (jest
zmienna X zaczynajaca sie na a i aX wystepuje w réwnaniu lub...) i dobra.
Jesli a jest dobre, to mozemy réwnoczesnie zastapi¢ wszystkie maksymalne
wystapienia a, powiedzmy dla kazdego ¢ zastepujemy maksymalne a’ przez ay;
przy czym ay to tylko wygodna nazwa dla nas, algorytm nie musi potem pamietac,
ze ta litera powstala z a’. Jedli a jest zla, to chcemy ja ,udobruchaé”, ale
zastapienie X przez aX moze nie wystarczy¢, gdyz podstawienie pod X moze
dalej zaczynaé sie na a. Zamiast tego, jesli X = a‘wa”, gdzie w nie zaczyna sie
ani nie koficzy na a, to zastepujemy X przez a‘Xa",'® odpowiednio zmieniajac
podstawienie pod X (teraz X = w). Wszystkie mozliwe ¢, r chcemy sprawdzié
osobno i tu pojawia sie problem: £ i r moga by¢ dowolnie duze. Wiadomo
jednak, ze jesli istnieje rozwiazanie réwnania, to istnieje tez rozwiazanie,

w ktérym wszystkie takie ¢, r maja najwyzej wykladnicza dtugosé.'” To wciaz
duzo, ale zamiast pisaé¢ £ razy a, mozemy zapisaé (a, ), a zapis pozycyjny £

ma wielomianowo wiele cyfr. I tak zaraz skrécimy wszystkie maksymalne
powtorzenia a. Tak samo jak dla par mozemy wykazac, ze jest najwyzej 2n ztych
liter, a jesli rozpatrzymy jednoczesnie zte pary i litery, to podobnie stwierdzamy,
ze w sumie ztych par i liter jest najwyzej 2n.

Teraz mozemy juz podaé wybory algorytmu, ktére prowadza do rozwiazania,

a réwnanie ma niezmiennie co najwyzej 8n? liter (i najwyzej n zmiennych):

dla danego réwnania, jesli istnieje dobra para lub litera, to skracamy ja. Jesli sa
tylko zle pary i litery, to wybieramy taka, ze po jej udobruchaniu oraz skréceniu
otrzymane réwnanie jest najkrotsze.'®

Przeanalizujmy algorytm dla tych mozliwosci: zauwazmy najpierw, ze jesli
rOwnanie nie ma rozwigzania, to niewazne, co zrobimy, nowe rownanie réwniez nie
bedzie mialo rozwiazania. Twierdzimy tez, ze przy wtasciwych wyborach réwnanie
nigdy nie bedzie miato wiecej niz 8n? liter,'? gdzie n to dlugo$é réwnania danego
na wejsciu: Jesli istnieje dobra para lub litera, to po jej skréceniu nowe réwnanie
jest krétsze niz stare. A co, jesli sa tylko zle pary i litery? Niech réwnanie ma

m liter, nie liczac zmiennych. Réznych ztych par i liter jest w sumie najwyzej 2n.
Dla kazdej litery rozpatrzmy litere na prawo (lub lewo, dla ostatniej); ta sasiednia
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litera moze pochodzié¢ z podstawienia pod zmienna. Razem tworza pare albo sa
czescia maksymalnego bloku. Czyli dla kazdego wystapienia litery a w réwnaniu
istnieje zta para lub litera, ktérej wystapienie zawiera to ustalone wystapienie a.
Skrécenie tej pary/litery usunie to ustalone wystapienie a. Jako ze jest 2n zlych
par i liter, ,$rednio” skrécenie usunie przynajmniej 5> liter oraz wprowadzi co
najwyzej polowe z tej liczby (skrécenie pary usuwa dwie litery i dodaje jedna,

a skrdcenie bloku liter usuwa wiele liter i dodaje jedna). Tak wiec istnieje takie
skrécenie, ktére w sumie skroci rownanie o przynajmniej z- liter. Musimy tez
wykonaé jedno udobruchanie, ktére wprowadza do réwnania najwyzej 2n liter:
udobruchanie litery wprowadza dtugie powtorzenia tej litery, ale zaraz kazde takie
powtorzenie zostanie zastapione przez jedna litere. Tak wiec nowe réwnanie ma
najwyzej m (stare litery) — m/4n (usuniete przez skrécenie) + 2n (udobruchanie)
liter. Oszacujmy:

m —m/4n +2n = m(1 — 1/4n) + 2n < 8n*(1 — 1/4n) + 2n = 8n?,
jedyna nieréwnoéé wynika z ograniczenia m < 8n2. I to jest koniec: dla podanych
wyzej wyboréw réwnanie znajdzie rozwigzanie i rOwnania, ktére rozwaza,
maja najwyzej 8n? liter (i najwyzej n zmiennych).

A czego nie wiemy o réwnaniach napiséw? Dokladniejsza analiza algorytmu
pokazuje, ze jesli istnieje rozwigzanie, to istnieje tez rozwiazanie podwdjnie
wyktadnicze. Nie jest jednak znane réwnanie, ktérego najkrétsze rozwiazanie
jest ponad wykladnicze; popularna jest hipoteza, ze jedli istnieje rozwiazanie,

to istnieje tez rozwiazanie wyktadnicze. Do réwnan napiséw mozna tez dodaé
dodatkowe warunki na rozwiazanie, np. zada¢, by suma dlugosci podstawien

pod X i Y byla réwna dlugosci podstawienia pod Z. Nie wiadomo, czy réwnania
napiséw z liniowymi warunkami na dlugosci podstawienn mozna rozwiazac.

i Zadania

Praygotowal Fukasz BOZYK

M 1633. Pewne n przekatnych 2n-kata foremnego przecina sie w jednym punkcie,
ktory nie jest wierzchotkiem tego wielokata. Wykazaé, ze jest jego srodkiem.
Rozwiazanie na str. 2

M 1634. Wierzcholki 2n-kata foremnego oznaczono przez Py, P, ..., Pay,
niekoniecznie w tej kolejnosci. Udowodnié, ze tamana zamknieta PP ... Ps,
zawiera pare odcinkow réwnolegtych.

Rozwiazanie na str. 2

M 1635. Prostokat nazwiemy parzystym, jesli kazdy z jego wymiaréw jest
parzysta liczba catkowita. Kwadrat n x n, gdzie n jest liczba nieparzysta,
podzielono na czesci, z ktorych kazda jest parzystym prostokatem lub
kwadratem 1 x 1. Znalez¢ najmniejsza mozliwg liczbe kwadratéow 1 x 1
uzyskanych w takim podziale.

Rozwiazanie na str. 15

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 997. Jadro 238U moze ulec rozpadowi o lub samorzutnemu rozszczepieniu

na dwa mniejsze jadra. W czasie t = 1 godzina zaobserwowano Ny = 25 reakcji
rozszczepienia zachodzacych w préobee 1 g czystego 238U. Oszacuj, ile wynosi
czas polowicznego zaniku dla 238U ze wzgledu na rozszczepienie? Stala Avogadro
Na = 6,022 - 10%. (Dla poréwnania: czas polowicznego zaniku ze wzgledu na
rozpad « wynosi 4,47 - 109 lat).

Rozwiazanie na str. 9

F 998. Podczas ruchu ciala w powietrzu sita oporu jest proporcjonalna do
iloczynu kwadratu predkosci v ciala i pola S jego przekroju poprzecznego,
prostopadlego do kierunku ruchu: F,, = —kSv?. Warto$¢ stalej k zalezy od
ksztaltu ciata. Sila oporu powoduje, ze spadajace swobodnie ciala po pewnym
czasie spadania osiagaja stala predkosé spadku — predko$é graniczna. Jaki jest
stosunek predkosci granicznych osiaganych przez kulki

a) z tego samego materialu o masach m i 8m?

b) o tych samych rozmiarach, ale o gestosci p i 8p?

Rozwiazanie na str. 16
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