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Wskazówkidozadań

(wewszystkichwskazówkachc=f(0))
1.Popodstawieniuy=0dostaniemy
wzórf(x)=axdlapewnejliczby
rzeczywisteja.

2.Dlay=0otrzymamywzórf(x).
ŕadnafunkcjaniespeşniadanego
równania.

3.Powstawieniuy=0wykazać,£ec̸=0
idalejpodstawićx=t/c.

4.Popodstawieniux=ymo£emy
wywnioskować,£ejeślix̸=0,to
f(x)∈¶0,1♢.Je£elif(x0)=0dla
pewnegox0̸=0,todlaka£dego
rzeczywistegoymamyf(y)=0;
wprzeciwnymraziedlaka£degox̸=0
zachodzirównośćf(x)=1.Sązatemdwie
klasyrozwiązań:funkcjaf(x)=0
ifunkcjaf(x)=1dlax̸=0if(0)=c.
Wystarczysprawdzić,£eobiespeşniają
wyjściowerównanie.

5.Biorący=0,dostaniemywzórf(f(x)),
awięcif(f(y)),którymo£emypodstawić
dowyjściowegorównania.Potym
podstawieniuprzyjąćy=−f(x).

6.Dlax=yotrzymamyf(f(x)−x)=0,
więc0nale£ydoprzeciwdziedziny
funkcjif.Stądf(b)=0dlapewnegob
if(x)−x=bzró£nowartościowościf.

7.Podstawiającx=c,y=−c,
otrzymamyf(c)=0.Dalejdlay=c−x
mamyf(2x−c)=f(x)−f(x)
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dlan=4,5,6,...dowodzimy,£e
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ndlawszystkichrzeczywistychx.
Ztegowynika,£efunkcjafprzyjmuje
wyşączniewartościniedodatnie.
Wstawiającx=0iy=−cdowyjściowego
równania,otrzymamyc

2
=f(f(−c)),co

dajec=0.Abydokończyćrozwiązanie,
mo£napodstawićx=yiwywnioskować,
£ef(x)=0.

8.Wstawiającx=0,przekonujemysię,£e
wykresfunkcjifjest
środkowosymetrycznywzględempunktu
(c/2,0),wszczególnościf(c)=−c.Biorąc
y=−x,otrzymamyf(f(x)+x)=−c.
Poniewa£funkcjafjestmonotoniczna,
przyjmujeonawartości−cnapewnym
(byćmo£enieograniczonymlub
zdegenerowanymdopunktu)przedzialeI,
przyczymc∈I.Mo£emyzatemokreślić
funkcjęg(x)=f(x)+x:R→I.
Zamieniającwszystkief(A)nag(A)−A
wzadanymrównaniuipodstawiając
y=t−x,dochodzimydowniosku,£ejeśli
pewnedwieliczbynale£ądoI,toich
ró£nicate£.StądI=¶0♢lubI=RŰ
wpierwszymprzypadkuf(x)=−x,
wdrugimf(x)=0.

Rozwiązywanie olimpijskich równań funkcyjnych zwykle polega na przejściu od
ogóşu do szczegóşu Ű jeśli poszukiwane funkcje mają speşniać dane równanie dla
wszystkich, powiedzmy, x, y ∈ R, to w miejsce x i y mo£emy podstawić dowolne
liczby rzeczywiste, a nawet dowolne wyra£enia, które przyjmują wartości
rzeczywiste. Najlepiej to ilustruje poni£szy przykşad.

Zadanie. Wyznaczyć wszystkie funkcje f : R → R speşniające równość

f(f(x) − y) = f(x) + f(f(y) − f(−x)) + x

dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y.

Rozwiązanie. Niech c = f(0). Podstawiając x = y = 0, otrzymamy

f(f(0) − 0) = f(0) + f(f(0) − f(0)) + 0,

czyli f(c) = f(f(0)) = 2f(0) = 2c. Po podstawieniu x = 0 i y = c mamy

f(f(0) − c) = f(0) + f(f(c) − c) + 0,

co w świetle równości f(0) = c i f(c) = 2c daje c = 3c, czyli c = 0. Udowodniliśmy
więc, £e f(0) = 0. Następnie, podstawiając x = 0, otrzymamy

f(f(0) − y) = f(0) + f(f(y) − f(−0)) + 0,

co po uproszczeniu i wykorzystaniu równości f(0) = 0 daje f(−y) = f(f(y)).
W tej równości y jest dowolne, więc równie£ f(−x) = f(f(x)). Wreszcie,
podstawiając y = f(x), otrzymujemy

f(f(x) − f(x)) = f(f(f(x)) − f(−x)) + x,

co na mocy ostatnio dowiedzionej równości sprowadza się do 0 = f(x) + x, czyli
f(x) = −x. Trzeba jeszcze sprawdzić, czy ta funkcja speşnia zadane równanie.
Nale£y więc sprawdzić równość

−(−x − y) = −x − (−y − (−(−x))) − x,

która jest prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y. Zatem dane
równanie speşnia funkcja f(x) = −x i tylko ona.

Podstawienie y = f(x) nie byşo przypadkowe. Po lewej stronie równości mamy
wyra£enie f(f(x) − y), które sprowadza się wówczas do f(0) = 0. Ogólnie,
nale£y szukać takich podstawień, które pozwolą, dzięki wcześniej zdobytym
informacjom, nieco uprościć rozwiązywane równanie. Na początku wygląda to
jak metoda prób i bşędów, ale po rozwiązaniu kilku takich zadań mo£na nabrać
nieco intuicji. Sprawdzenie, czy otrzymana funkcja speşnia zadane równanie,
jest konieczne Ű ma ona je speşniać dla wszystkich par (x, y), a otrzymaliśmy ją,
korzystając tylko z pewnych szczególnych par.

Na koniec wymienię kilka najczęściej spotykanych bşędów, których
nale£y się wystrzegać:

• Podstawianie f(x) = ax + b (lub podobne) do równania funkcyjnego, następnie
obliczanie a i b Ű jest to bşąd, poniewa£ wtedy wyznaczymy jedynie funkcje
liniowe.

• Wnioskowanie, £e jeśli f(A) = f(B) dla pewnych liczb/wyra£eń A i B, to
A = B. Tak mo£na robić tylko wtedy, gdy dana funkcja jest ró£nowartościowa.

• Zakşadanie, £e dla ustalonego y0 z przeciwdziedziny istnieje takie x,
£e f(x) = y0. Tak mo£na robić tylko wtedy, gdy wiemy, £e funkcja f osiąga
wartość y0 dla jakiegoś argumentu.

Zadania. W ka£dym zadaniu nale£y wyznaczyć wszystkie funkcje f : R → R

speşniające dane równanie dla wszystkich x, y ∈ R oraz ewentualnie dopisane
zaşo£enie.

1. yf(x − 1) − xf(y − 1) = f(x − y).
2. f(x) + f(y) = x2 + xy + y2.
3. f(xf(y)) = f(xy) + x.
4. xf(y) + yf(x) = (x + y)f(x)f(y).
5. f(f(x) + y) = f(f(y)) + x.
6. f(f(x) − y) + f(f(y) − x) = 0, f Ű ró£nowartościowa.
7. f(x + f(x + y)) = f(x − y) + f(x)2.
8. f(f(x) − y) + f(x + y) = 0, f Ű nierosnąca.
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