Na marginesie warto zwréci¢ uwage, ze
dzieci sa madre i patrza na wage lodéw,
a nie ich objetoéé, a nie jest to to samo.

w

Rozwigzanie zadania F 1046.
Zacznijmy od wyznaczenia wysokosci x
polozenia srodka masy ukltadu, gdy napdj
wypelnia puszke do wysokosci h — masa
napoju wynosi wtedy mh/H. Mamy:
; MH/2 +mh?/(2H)

a(h) M+ mh/H
Nim rozpoczniemy poszukiwanie
minimum funkcji z(h) przeprowadzmy
eksperyment myslowy i wyobrazmy sobie,
ze dla kazdej badanej wysokosci h
zamrazamy napdéj i ktadziemy puszke
poziomo, na ostrzu noza umieszczonym
doktadnie pod $rodkiem masy.
Przyjmijmy, ze zamrozony plyn jest po
lewej stronie. Jesli x < h, to po dodaniu
napoju (zwigkszeniu h) puszka przechyli
si¢ w prawo, bo prawa strona stanie si¢
cigzsza od lewej, a odjecie napoju
spowoduje przechyl w lewo. Gdy h < z, to
dodanie napoju spowoduje przechyt
w lewo, a odjecie — w prawo. Co bedzie,
gdy @ = h? W tej sytuacji zaréwno
dodanie, jak i odjecie ptynu spowoduje
przechyl w prawo. Oznacza to, ze dla
x = h, srodek masy pionowo stojacej
puszki jest najnizej. Najnizsze potlozenie
$rodka masy, hopin, spelnia wiec rownanie
Z(hmin) = hmin. Rozwigzaniem jest:

MH 14 m 1
m M ’

Czytelnika lubigcego rézniczkowanie
zachecamy do sprawdzenia, ze podane
rozwigzanie rzeczywiscie odpowiada
minimum funkcji z(h). Przytoczone
rozumowanie prowadzgce do wniosku, ze
w swym najnizszym potozeniu $rodek
masy lezy na powierzchni napoju, stosuje
sie takze do bardziej skomplikowanych
ksztattéw niz walec — np. dla butelki
trudniej jednak wtedy wyznaczy¢ funkcje
z(h). (Problem i pomyst rozwigzania
pochodzg z ksigzki Helmuta Vogla
»Probleme aus der Physik”).

Rmin =

Jak podzieli¢ lody, czyli o nukleolusie
Oskar SKIBSKI

Adas, Beatka i Czarek stoja przed lodéwka z lodami w osiedlowym sklepie. Juz
jaki$ czas temu zauwazyli, ze lody na patyku sg mate i drogie, a na dodatek po
zjedzeniu pozostaje w ustach smak patyka. Na lody w pudelku jednak Adasia

i Beatki nie sta¢ w ogdle, a Czarek mégltby kupié¢ tylko 400 g. Postanowili wiec
sig¢ zrzucié¢. Okazalo sig, ze Adas i Beatka razem mogg kupié 500 g lodéw, Adas
i Czarek tez, a Beatke z Czarkiem sta¢ na 750 g. Jezeli zrzucy sie wszyscy, to
uda im si¢ kupi¢ 1000 g. Tak sie im najbardziej optaca, biora wiec kilogram
lodéw i ida do kasy. Ich mozliwosci zakupowe wygladaja wiec nastepujaco:

| ¢ | AB | AC | BC | ABC
7400 | 500 | 500 | 750 | 1000

kto
lody

| A | B
e oo
Pozostaje kwestia podziatu. Mogliby podzieli¢ si¢ po réwno i kazdy dostalby
333 graméw (jeden gram zostalby na nozu), ale nie byloby to zbytnio
sprawiedliwe — Czarek moze przeciez sam kupi¢ 400 graméw. Poza tym Beatka
i Czarek dostaliby w ten sposéb 666 g, a sami moga kupié¢ 750 g. Adas nie
powinien zatem dostaé¢ wiecej niz 250 g — i tak powinien sie cieszy¢, bo bez
przyjaciét nic by nie kupit. Czarek oczywiscie powinien dosta¢ co najmniej 400 g,
ale nie wiecej niz 500 g, aby Ada$ z Beatka nie woleli kupi¢ lodéw bez niego.
Wynika z tego, ze Beatka dostanie co najmniej 250 g. Ojej, wszystko zrobilo sie
mocno pogmatwane. Uzyjmy matematyki, aby to uporzadkowaé.

Oznaczmy przez a, b i ¢ ilodci lodéw, jakie dostang odpowiednio Adas, Beatka
i Czarek. Zalezy nam na tym, aby zadnej grupie nie oplacalo sie wytamac,
czyli szukamy takiej trojki liczb (a, b, ¢), ze a + b+ ¢ = 1000 oraz spelnione sa
nastepujace warunki:

c>400, a+b>500, a+c>=500, b+c=T750.

Przeksztalcajac je troche (np. a + b = 1000 — ¢ daje ograniczenie gérne na c),
dostajemy nastepujacy zbiér podzialéw:

X ={(a,b,¢) : 0 < a <250 <b< 500,400 < ¢ < 500, a+ b+ c=1000}.

Podzialéw w tym zbiorze jest jednak wcigz bardzo duzo (matematycy
powiedzieliby nawet, ze nieskonczenie wiele, a fizycy pewnie zaczeliby liczy¢
lodowe kwarki). Jak zatem dzieci powinny sie podzieli¢?

Najwyzsza pora siegna¢ do ksiazek. Nasz problem jest szczegdlnym przypadkiem
problemu podziatu, czyli fundamentalnego zagadnienia teorii gier koalicyjnych.
Ustalmy zbiér graczy N, zwykle oznaczanych kolejnymi liczbami naturalnymi
N ={1,...,n}. Gra koalicyjna to funkcja v : 2V — R, ktéra kazdej grupie graczy
S C N, czyli koalicji, przypisuje pewna warto$é (zaktadamy v()) = 0). W naszej
lodowej grze mamy zatem trzech graczy, a funkcja przypisuje, ile lodéw sa oni
w stanie kupié. Pytanie, jak sprawiedliwie podzieli¢ warto$¢ v(N) pomiedzy
graczy, spedzalo sen z powiek wielu naukowcom, w tym niejednemu laureatowi
Nagrody Nobla.

W powyzszej sytuacji wszyscy ci uczeni (a przynajmniej ci zyjacy) zgodziliby
sie, ze sprawiedliwy podzial znajduje si¢ w zbiorze X. Zbior ten nazywany jest
rdzeniem.

Definicja. Rdzeri (ang. core) gry v to zbiér podzialéw, w ktérych kazda koalicja

otrzymuje wyplate wieksza badZ réwna jej wartosci:

Rdzen(v) = {(x1,...,2n): Zacl =v(N) oraz le > v(9) dla kazdego S C N}.
iEN ies

Z rdzeniem sa jednak problemy. Po pierwsze — czesto jest pusty. Zalézmy

na chwile, ze ze sklepu wycofano lody o pojemnosciach 400 i 500 graméw,
ale wprowadzono promocje na 750-gramowe, i sta¢ na nie kazda pare dzieci
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Skoro a + b > 750, a + ¢ > 750 oraz
b+ c > 750, to 2(a + b+ ¢) > 2250, co
daje sprzecznosé.

»Warto§é Shapleya!” — mégltby zakrzyknaé
Czytelnik, ktéry mial stycznosé z grami
koalicyjnymi (lub z autorem). O wartosci
Shapleya pisaliSmy juz w Aié oraz Aé(l,
Rzeczywiscie czesto znajduje si¢ ona

w rdzeniu. Zdarza si¢ jednak, ze rdzen
jest niepusty, a warto$é¢ Shapleya do niego
nie nalezy. Nie jest to zatem rozwiazanie,
ktérego szukamy.

.1

Rozwigzanie zadania F 1045.
Rozwazmy najprostszy przypadek ruchu
wzdluz prostej. Kolejne klatki filmu
rejestrujg obraz co 7 = 1/24 s, co
wystarcza do wywotania wrazenia
ciagtosci ruchu. Przyjmijmy, ze na
kolejnych klatkach filmu wyéwietlanego
,normalnie” poruszajacy si¢ przedmiot
znajdowal si¢, odpowiednio,

w polozeniach si, s2, s3. Widz zarejestruje
woéwezas kolejno predkosci jako

vi = (s2 — 81)/7 ivy = (83 — s2)/T,

a przyspieszenie jako

a = (va —v1)/T = (s3 — 289 + 51)/72. Po
zmianie kierunku wy$wietlania dla widza
odwrdci sie kolejnosé rejestrowanych
polozen na "'/1 = s3, "/z =
Wynika stad, ze widz zarejestruje
predkosci vy = (sh — s1)/7 = (s2 — s3)/7
ivh = (s5—s5)/T7 = (s1— s2)/7. Jak
wida¢ predkosci zmienig znaki na
przeciwne — zamieni si¢ tez ich kolejnos¢.
Wartosé przyspieszenia pozostanie bez
zmian. Oznacza to, ze zmieni si¢ zwrot
predkosci wzgledem zwrotu
przyspieszenia, a wiec np. ruch
jednostajnie przyspieszony zmieni si¢

w ruch jednostajnie op6zniony — tak jak
oczekiwalismy.

’
,83 = 81.

Lista a = (a1,...,ak) jest
leksykograficznie wigksza niz lista
b= (b1,...,br), co oznaczamy a >jcz b,
jezeli na pierwszej pozycji, na ktérej listy
sie réznig, warto$¢ na liscie a jest wieksza
niz na liscie b:
a >iep b & istnieje i € {1,...,k} takie, ze
a; > b; oraz a; = b; dla kazdego j < <.
Na przyktad (2,3,4,5) >ee (1,5,6,7)
oraz (2,3,4,5) >iex (2,3,3,6). Bedziemy
pisaé a Zjeq b, jezeli @ >jex b lub a = b.

(czyli mamy gre v(A) = v(B) = v(C) =0, v(AB) = v(AC) = v(BC) = 750
oraz v(ABC) = 1000). Dzieci wciaz nie sa w stanie kupi¢ wiecej niz kilogram
lod6w, ale kilograma lodéw nie da sie podzieli¢ tak, aby kazda para dostata
co najmniej 750 g.

Po drugie — rdzen, jak widzimy w naszym przyktadzie, czesto zawiera wigcej niz
jeden wektor i spora czes¢ z nich nie wydaje sie wcale sprawiedliwa. Na przyklad
podzial (100,500, 400) znajduje si¢ w zbiorze, ale Czarek na pewno nie uznatby go
za fair. Dlatego tez rdzen nazywany jest czasem zbiorem podzialéw stabilnych,
a nie sprawiedliwych, a to troche co innego — Czarek moze sie ktéci¢, ale sam
wiecej nie dostanie, a innych nie uda mu sie przekonaé¢ do wylamania sie.

Jak wigc wybrac¢ jeden wektor z rdzenia? I jak znalezé podzial, kiedy rdzen jest
pusty? Stynng odpowiedzia na te pytania jest nukleolus, nazywany tez joderkiem,
o ktérym opowiemy w tym artykule.

Zastanéwmy sie nad nastepujacymi trzema podzialami:
x = (300, 300, 400), y = (200,300,500), =z = (150,400,450).
Ktéry jest najbardziej sprawiedliwy?
Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, sp6jrzmy znowu na to, co o tych podziatach
powiedzialyby wszystkie koalicje. Wczesniej patrzyliSmy tylko zero-jedynkowo,

czy nie sg stratne. Tym razem dla kazdej koalicji policzymy jej zysk, czyli
wyplate pomniejszona o jej wartoscé.

zysk H A B C ‘ AB AC BC
z |/ 300 300 0 | 100 200 —50
y 200 300 100] 0 200 50 2ysk(S,z) =3 lies @i — v(5)
2 |l 150 400 50 | 50 100 100

Na przyktad dla podziatu z i koalicji Adasia z Beatka zysk wynosi:
zysk(AB, x) = (300 + 300) — 500 = 100.

Pomijamy koalicje wszystkich graczy ABC, bo ma zawsze zerowy zysk.

Dla kazdego podzialu uszeregujmy zyski rosnaco. Taka liste bedziemy nazywaé
listq zyskdw i oznaczaé L(x) dla podzialu x. Dostajemy:

L(z) = (—=50,0,100, 200, 300, 300),
L(y) = (0,50, 100, 200, 200, 300),
L(z) = (50,50, 100, 100, 150, 400).

Patrzac na te listy, od razu widzimy, ze wzieliSmy jeden podzial spoza rdzenia —
dla pierwszego podzialu mamy jeden ujemny zysk, co oznacza, ze pewna koalicja
dostata mniej lodéw, niz moglaby kupié¢ sama (sa to Beatka z Czarkiem). Ten
podzial mozemy zatem odrzucié.

A ktoéry z dwéch pozostalych podzialéw jest lepszy? To oczywiScie kwestia
dyskusyjna, ale widzimy, ze w podziale z kazda koalicja co$ zyskuje,

a w podziale y istnieja koalicje, ktérych wyplaty sa ,,na styk” Fajnie by byto,
gdyby wszystkie koalicje czerpaty ,podobne” zyski, a przynajmniej zeby zadna
nie byla zbyt poszkodowana.

Ta wtasnie idea przyswieca nukleolusowi, ktéry stara sie maksymalizowaé
najmniejszy zysk, a wsréd podzialéw z takim samym najmniejszym zyskiem —
drugi najmniejszy zysk i tak dalej. Bardziej precyzyjnie, nukleolus to taki
podzial, ktérego lista zyskdéw jest maksymalna w porzadku leksykograficznym
(na marginesie tlumaczymy, co to znaczy).

Definicja. Nukleolus (ang. nucleolus) gry v to podzial, ktérego lista zyskéw jest
maksymalna leksykograficznie:

nukleolus(v) = = t.ze L(x) 2 L(y) dla kazdego podziatu y.

10


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/zastosowania/2016/10/26/Rozbijanie_sieci_terrorystycznych/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/gry_zagadki_paradoksy/2020/10/31/gry-glosowania-wazonego/

Gwoli §cistosci — jezeli warto§é v(N) jest
mniejsza niz suma ZieN v({i}), to
zdefiniowany przez nas podzial nazywa
sie prenukleolusem. Aby nie komplikowad,
nie wprowadzamy tego rozréznienia

w naszym artykule.

Wspomnielidmy juz kiedys, ze nukleolus
odegral kluczowsg rol¢ w rozwigzaniu
Problemu bankructwa z Talmudu (Aé[l))
O zwigzku obu tematéw napiszemy
nastepnym razem, a Niecierpliwych
Czytelnikéw zachecamy, aby znajac oba
pojecia, sami sprobowali odkry¢ ten
zwigzek.

Popatrzmy na dwa podzialy dla naszej
oryginalnej gry: x = (75, 425, 500),
y = (175,425, 400). Dostajemy:
|| A B C | AB AC BC
x || 75 425 100 | O 75 175
y || 175 425 0 | 100 75 75
Mamy zatem:

L(z) = (0,75,75,100,175,425) = L(y).
Rozpatrzmy teraz z = (z + y)/2, czyli
z = (125,425, 450). Dostajemy:

A B C | AB AC BC

z || 125 425 50| 50 75 125
Czyli L(z) = (50, 50, 75,125, 125, 425)
i rzeczywiscie L(z) >jeq L(z) = L(y).

FLatwo zauwazy¢, ze nukleolus zawsze nalezy do rdzenia, jezeli ten jest niepusty:
podzial x jest w rdzeniu, jezeli pierwszy element listy zyskéw L(z) jest
nieujemny. Jezeli rdzen jest niepusty, to znaczy, ze sa podzialy spelniajace ten
warunek, a zatem nukleolus, ktérego lista jest leksykograficznie maksymalna, tez
ma pierwszy element nieujemny.

Wr6émy do naszego przykladu. Widzimy, ze lista L(z) jest leksykograficznie
wieksza niz L(y) oraz L(z). Ale czy nie istnieje podzial, ktérego lista zyskéw jest
jeszcze wigksza? Okazuje sig, ze nie. Sprobujmy to pokazaé.

Fakt. Dla lodowej gry v mamy nukleolus(v) = (150,400, 450).

Dowdéd. Niech (a,b, c) bedzie dowolnym podziatem takim, ze a + b + ¢ = 1000.
Nieposortowana lista zyskéw wyglada dla naszej gry tak:
(a,b,c —400,a + b — 500, a 4+ ¢ — 500, b + ¢ — 750).
Korzystajac z réwnania a + b + ¢ = 1000, dostajemy, ze lista ta jest rowna:
(a, b, c — 400,500 — ¢, 500 — b, 250 — a).
Zacznijmy od érodkowych elementéw: (¢ — 400) oraz (500 — ¢). Widzimy, ze ktérys
z tych elementéw bedzie mniejszy badz réwny 50. Nie da sie wiec stworzy¢
podziatu, dla ktorego najmniejszy zysk bedzie wiekszy niz 50. Wiemy natomiast,
ze istnieje podzial, w ktérym jest on réwny 50 (takim podziatem jest przeciez z).
Dla nukleolusa najmniejszy zysk tez zatem musi by¢ rowny 50. Aby tak byto,
musimy mieé¢ (¢ —400) = (500 — ¢) = 50, czyli ¢ = 450. Lista zyskéw upraszcza sie
nam do:
(a, b, 50,50,500 — b, 250 — a).
Popatrzmy teraz na ostatnie dwa elementy. Ich suma jest réwna
750 — (a + b) = 750 — 550 = 200.
Mniejszy z tych elementéw musi byé¢ wiec mniejszy badz réwny 100, a réwnosé
zachodzi tylko, jesli a = 150 oraz b = 400. Dwa pierwsze elementy z listy sa
woéwcezas wieksze niz 100, wiec rzeczywiscie na maksymalizacji mniejszego
z dwéch ostatnich elementéw powinnismy sie skupi¢. Wychodzi nam zatem, ze
podzial (150,400,450) rzeczywiscie daje maksymalng leksykograficznie liste. [0

Jak widzieliSmy na naszym prostym przykladzie, wyznaczenie nukleolusa nie
jest takie proste. Z samej definicji nie jest takze oczywiste, ze nukleolus jest
okreslony jednoznacznie ani ze w ogdle istnieje! Oba te stwierdzenia sa jednak
prawdziwe. Nasz artykul zakonczymy, pokazujac jednoznaczno$é¢ — o znalezienie
jednego podzialu lodéw przeciez nam chodzilo od samego poczatku.

Twierdzenie. Nie istniejq dwa réine podzialy x,y takie, ze L(x) = L(y) jest
maksymalng listq zyskow.

Dowdéd. Zalézmy przeciwnie. Skoro podzialy sa rozne, ale listy zyskéw takie
same, to rézne musi by¢ dopasowanie koalicji do zyskéw. Na marginesie
prezentujemy przyklad takiej sytuacji. Popatrzmy teraz na podzial z = (z +y)/2.
Wykazemy, ze L(z) > L(x), co pokazuje, ze x i y nie maja wcale maksymalnej
listy zyskow.

Dla dowolnej koalicji S mamy: zysk(S, z) = (zysk(S, z) + zysk(S,y))/2 (x). Niech
¢ bedzie najmniejszym zyskiem, dla ktérego dopasowanie koalicji si¢ r6zni (dla
przyktadu z marginesu mamy ¢ = 0). Najpierw zauwazmy, ze listy L(z) oraz L(z)
maja takie same wartosci mniejsze niz c. Jezeli zysk(S, z) < ¢, to z definicji ¢
mamy zysk(S, x) = zysk(S, y), wiec takze zysk(S, z) = zysk(S,z) < c. Z kolei jesli
zysk(S, z) > ¢, to takze zysk(S,y) = ¢ iz (x) tez zysk(S,x) > c.

Przeanalizujmy teraz, jakie koalicje maja zysk ¢ wedlug podziatu z. Jezeli
zysk(S, x) = ¢ oraz zysk(S,y) = ¢, to oczywiscie zysk(S, z) = ¢. Jednak jezeli
zysk(S,z) = ¢, ale zysk(S,y) > ¢ (lub odwrotnie: zysk(S,y) = ¢, ale zysk(S,x) > ¢),
to z (*) mamy zysk(S, z) > c¢. A skoro tak, to ¢ pojawia si¢ na liscie zyskéw L(z)
mniej razy niz w L(z) i L(y). Z tego wynika, Zze z ma leksykograficznie wigksza
liste zyskow, a to daje nam sprzecznosé. ]
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