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Rozstrzygalnosc teorii nierównosci liniowych
Doc. dr hab. Leslaw W. SZCZERBA

W poprzednim numerze omawialismy procedure dowodzenia twierdzen pewnej teorii. Byla to
bardzo uboga teoria, mówila tylko o uporzadkowaniu liczb rzeczywistych. Okazuje sie jednak,
ze rozstrzygalne sa niektóre bogatsze teorie. Zajmiemy sie tu teoria równosci i nierównosci
liniowych. Przypomnijmy najpierw, czym jest forma liniowa. Jest to mianowicie wyrazenie
postaci:

gdzie litery ao, ... , an sa nazwami konkretnych liczb rzeczywistych (nazywamy je
wspólczynnikami), a litery Xl, ... , Xn sa zmiennymi. Przez równosc liniowa nazwiemy dwie
formy liniowe polaczone znakiem równo~ci;

aO+alxl + ... +t1nxn = bo+b1Yl + ... +bnYn,

a przez nierównosc liniowa - dwie formy liniowe polaczone znakiem nierównosci;

aO+alxl +.•....+a'lxn < bo+b1Yl + ... +bnYn'

W obu wyrazeniach niektóre Xi i Yj moga oznaczac te sama zmienna. Mozna zatem na ogól
oba wyrazenia uproscic. W kazdym razie mozna je doprowadzic do postaci:

lub
Przyklad a,b > o

A A [(ax+by+c < o IIx y

II bx-ay-c < O) -+ (x < o v y < O)],

A _V -[(ax+by+c < o II
X Y

II bx- ay- c < O) -> (x < o v y < O)],

A_V -[-(ax+by+c<OIl
x y

II bx-ay-c < O) v (x < o v y < O~],

A_V [- -(ax+by+c < o II
X Y

II bx-ay-c < O) II - (x < o v y < O)),

A_ V (ax+by+c < Ollbx-ay-c < Olix y

II - x < o II - Y < O),

A_V [ax+by+c < Ollbx-ay-c < Olix y
II (x = o vO < x) II (y = o v o < y)],

A _V [(ax+by+c<O II bx-ay-c< o Ax y

II X = o II Y = O) v

v(ax+by+c < Ollbx-ay-c < Oli

II x = o II o < y) v
v (ax+by+c < o II bx-ay-c < o II

II o < x lIy = O) v

v (ax+by+c < Ollbx--ay-c <o
110 < XIIO < y)],

A_I[x = o IIV(ax+bY+c < Olix y
IIbx-ay-c < o II Y = O)] v

V [x=oIlV(y< ax+c
y -b

AY< bx-t;. II o <y)] v
a

v[O < x II V(ax+bY+c < O II
Y

Abx-ay-c < O II Y = O)] V

V ax+cV [O < x II (y < ---
_ y -b

bx-c
lIy< -a- 110 < Y)]I.

aO+t11Xl + ... +t1nXn < O.

- W dalszym zatem ciagu wystarczy rozpatrywac tylko takie równosci i nierównosci. Przez teorie
równosci i nierównosci liniowych w liczbach rzeczywistych rozumiemy tu zbiót tych
wszystkich zdan zbudowanych z równosci i nierównosci liniowych, jako formul atomicznych,
które sa prawdziwe dla liczb rzeczywistych. Pokazemy, ze teoria równosci i nierównosci
liniowych dla liczb rzeczywistych jest rozstrzygalna. Pokazemy to, podobnie jak poprzednio,
metoda eliminacji kwantyfikatorów. Zaczniemy od pokazania, jak wyeliminowac kwantyfikator

z wyrazen postaciV tP, gdzie tP jest formula bezkwantyfikatorowa. Zupelnie tak samo jakx _

w poprzednim artykule, rozpoczynamy od wyeliminowania implikacji (-» i równowaznosci (+-»
przy pomocy wzorów:

p -> q :s ~ p V q,

p ~ q "" (p /\ q) V (~ P /\ ~ q).

Nastepnie eliminujemy negacje, najpierw przy pomocy praw de Morgana:

~(p/\q)"" ~pv~q,

~ ~p v q) "" ~ P /\ ~ q,
oraz prawa:

~ ~ p ""p,

a potem w nastepujacy sposób: niech oc i f3 beda dowolnymi formami liniowymi, wówczas

(oc = f3) "" (oc < f3) v (f3 < oc),

(oc < f3) "" (oc = f3) v (f3 < oc);

z kolei, poslugujac sie lacznoscia i rozdzielnoscia koniunkcji i alternatywy, sprowadzamy nasza
formule do postaci:

V(tPov tP1v .. , v tPn),
x

gdzie kazde tPi jest koniunkcja równosci i nierównosci liniowych. Wobec prawa

V['P'o v 'P'l] ""V 'P'o V V'P'l
X X X

wystarczy, jesli wyeliminujemy kwantyfikator w kazdej z formulVtPi z osobna. Wszystkie
x

formuly atomiczne, w których nie wystepuje zmienna x, mozemy od razu wylaczyc przed znak
kwantyfikatora. Zalózmy zatem, ze wszystkie formuly atomiczne wystepujace w tPi zawieraja
zmienna x. Jesli wsród owych formul jest przynajmniej jedna równosc, to musi ona miec postac

ax+oc = O,

gdzie a jest liczba rózna od zera, a oc pewna forma liniowa:

w której nie wystepuje zmient,la x. Wówczas

oc ao am
X = -a- = -=-a- xo+ ... + --a Xm·
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/\ -[(x = o " ax+c < o " bx-c < O) "
x

ax+c bx-c
v (x= O " ~ < O " --a- <O)v

v (O < x " ax+c < O " bx-c < O) v

=+c bx-c
V (O < x " ~ < O " --a- < O».

/--[(x = O" ax+c < O" bx-c < O)v
x

V (x = o " O < ax+c " bx-e < O)v

v (O < x" ax+c < O A bx-c < O) V

V (O < X A 0< ax+c "bx-c < O)),

a
Podstawiajac wyrazenie -a zamiast x do pozostalych formul atomicznych, eliminujemy

z formuly fl>j zmienna x, a nastepnie pomijamy bez obaw kwantyfikator.

Zalózmy teraz, ze wszystkie formuly atomiczne wyrazenia fl>j sa nierównosciami; mozna je zatem
przedstawic w postaci

aox < ao A ••• A apx < ap,

gdzie aj sa liczbami róznymi od zera, a aj formami liniowymi, w których zmienna x nie

wystepuje. Jesli wszystkie aj sa dodatnie (lub wszystkie ujemne), to formula VfI>j jest zawsze
• X

prawdziwa. Zastepujemy ja formula zawsze prawdziwa O = O lub po prostu P (od "prawda").

W przeciwnym przypadku mozemy zalozyc, ze ao ... aq sa ujemne, ~as aq+l ••• ap sa dodatnie.
Wówczas wyrazenie VfI>j mozna przedstawic w postaci:

:1&

Z tej natomiast formuly eliminujemy kwantyfikator wedlug wzoru z teorii porzadku, zastepujac
ja formula:

V [ ao aq aq+1 ap ]- < XA •• 0 A - < XAX < -a-- A ... AX < - .X ao aq q+l ap
_ [y(X = O A ax+c < O A bx-c < O) V

V V(x = O A O < ax+c A bx-c < O) V
X

V V(o < X A::..!'... < X A X < ':"')vX a a

Vy (O < X" -aC < X A X < -;) l' ao aq+ 1 ao ap aq aq + 1-- < --- A ••• A - < -- A ..• A -- < --- A ••• A
ao aq+l ao ap aq aq+l

aq ap-<-o
aq ap

_ [(c < O A - C < O) V (O < C A - C < O) V

C el
vo<-vO<- ,a a

- k V F V 0<-;),
C-0< -,a

!'.. < O V ~ = O,a a
c<Ovc=o

Kwantyfikatory ogólne eliminujemy, podobnie jak i w teorii porzadku, za pomoca prawa
de Morgana:

/\ fi> = -/\- fI>.
X X

Jezeli w formule jest wiecej niz jeden kwantyfikator, eliminujemy je po kolei, rozpoczynajac od
wewnetrznych, to znaczy tych, które nie maja innych kwantyfikatorów w swym zasiegu. W ten
sposób mozemy wyeliminowac kwantyfikatory z dowolnej formuly naszej teorii, to znaczy, dla
dowolnej formuly fi> potrafimy podac równowazna jej formule bezkwantyfikatorowa 'P. Jesli
formula fi> byla zdaniem, czyli nie miala zmiennych wolnych, to i formula 'P jest zdaniem. Jest

to zdanie bezkwantyfikatorowe, a wiec mozemy bez trudu obliczyc wartosc logiczna tego zdania
w oparciu o wartosci logiczne formul atomicznych. Mamy w ten sposób metode rozstrzygania,
czy dane zdanie jest (ewentualnie nie jest) twierdzeniem teorii równosci i nierównosci liczb
rzeczywistych. Mówimy, ze teoria ta jest rozstrzygalna.

Podobniejak w przypadku teorii porzadku, mozna podac aksjomatyke tej teorii. Jest ona
szczególnie prosta jesli ograniczymy sie do form liniowych o wspólczynnikach wymiernych:

(symbole a, b oznaczaja w niej dowolne liczby wymierne):

o. /\O+x = x,
X

1. /\ x+y = y+x,
xy

2. /\x+(y+z) = (x+y)+z,
xyz

3a./\ V ax = y,
X Y

4a./\ (a+l)x = ax+x,
X

Sa./\ (a-l)x+x = ax,x

6ab'/\ a(bx) = (ab)x,x

7a.0 ax=y+-+(a=y=Ovx=+y).

Warto zauwazyc, ze w przedstawionej wyzej teorii dopuszczalismy mnozenie tylko przez liczby
konkretne, a nie zmienne. Ograniczenie to nie jest istotne. Podobna eliminacje kwantyfikatorów

mozna przeprowadzic dla dowolnych formul teorii ciala liczb rzeczywistych, pod tym wszelako
warunkiem, ze kwantyfikatory formuly wiaza zmienne dla liczb, a nie zmienne dla zbiorów liczb
(mówimy, ze formula taka jest elementarna). Eliminacja kwantyfikatorów wymaga w tym
przypadku konstrukcji z zaawansowanej teorii wielomianów. W zwiazku z tym nie bedziemy tu
tej konstrukcji przytaczac. Ograniczymy sie tylko do informacji, ze i w tym przypadku
z mozliwosci wyeliminowania kwantyfikatorów wynika, iz elementarna arytmetyka liczb
rzeczywistych jest rozstrzygalna.
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Laboratorium w domu Redaguje dr Jan A. GAJ

Rys. l

,Rys. 2

Rys. 3

Skladanie drgan
Drgania zachodzace jednoczesnie w dwóch
prostopadlych kierunkach mozemy skladac
podobnie. jak to czynimy z si lami czy innymi
wielkosciami wektorowymi, Drganie
wypadkowe odbywa sie wtedy po pewnej
krzywej. Przy równych czesto'ciach
postac drgania wypadkowego zalezy od
róznicy faz. Ponizsze rysunki ilustruja rózne
mozliwe przypadki

DLACZEGO CELOFAN JEST NIESPRAWIEDLIWY, CZYLI

O ,POPRZECZNOSCI SWIATLA CIAG DALSZY

W poprzednim numerze radzilem Wam zbudowac dwa polaryzatory swiatla
i wykonac przy ich pomocy kilka prostych doswiadczen. Obecnie chcialbym Was /
przekonac, ze mozna uzyskac bardzo ciekawe efekty obserwujac rózne materialy
miedzy polaryzatorami skrzyzowanymi.
Patrzymy przez dwa polaryzatory obrócone tak, by nie przepuszczaly swiatla,
a nastepnie ustawiamy miedzy nimi kawalek celofanu. Okazuje sie, ze uklad
przepuszcza swiatlo, jezeli celofan jest odpowiednio ustawiony (co radze Wam
sprawdzie przez obracanie kawalka celofanu zgodnie z rys. 1). Wkladajac miedzy
polaroidy rózne kawalki celofanu (moze byc pognieciony) mozecie nawet zobaczyc
rózne barwy. Okazuje sie, ze jesli zmienic ustawienie polaryzatorów na równolegle,
obserwowane barwy przechodza w barwy dopelniajace, na przyklad zielona
w czerwona, niebieska w zólta itp. Obserwowane efekty sa wynikiem zjawiska
dwójlomnosci, odzwierciedlajacego "niespr~wiedliwosc" celofanu, który
przepuszcza z inna predkoscia swiatlo spolaryzowane równolegle do pewnego
wyróznionego w celofanie kierunku (osi optycznej), a z inna - swiatlo
spolaryzowane prostopadle do tej osi. Doswiadczenie udaje sie najlepiej, gdy os
optyczna celofanu tworzy kat 45° z kierunkiem drgan wektora elektrycznego
padajacego swiatla. Mozliwe - powiecie - ale ...

DLACZEGO SWIATLO PRZECHODZI PRZEZ SKRZYZOWANE
POLARYZATORY?

Zastanówmy sie. Rys. 1przedstawia wzajemny uklad kierunków drgan swiatla
przepuszczanego przez oba polaryzatory oraz osi optycznej celofanu. Drgania
swiatla przepuszczanego przez pierwszy polaryzator mozemy rozlozyc na dwie
skladowe: równolegla i prostopadla do osi optycznej (patrz: "Skladanie drgan").
Przenikajac do celofanu, beda one mialy fazy zgodne. Ze wzgledu na róznice
predkosci te dwie skladowe dotra do drugiego brzegu celofanu w róznym czasie,
a wiec opuszczajac celofan beda mialy fazy rózne. Dla pewnych dlugosci fali
moze sie zdarzyc, ze róznica faz bedzie wielokrotnoscia kata pelnego, a wiec
drgania beda takie, jakby róznicy faz nie bylo. Dla innych dlugosci fali, skladajac
z powrotem obie skladowe, otrzymamy juz inna polaryzacje, na ogól eliptyczna
(koniec wektora elektrycznego obiega elipse). Tak spolaryzowane swiatlo jest
czesciowo przepuszczane przez drugi polaryzator. Poniewaz zjawisko zalezy od
dlugosci fali, mozemy nieraz obserwowac piekne barwy.
Zapytacie teraz na pewno: dobrze, ale ...

Fazy zgodne

I~

Róznica faz ;

...• .
l/skladowa

Róznica faz"

Róznica faz ~

i/sx/actowe:

3
Róznica faz '"4 "

•.•!>---~- ••
[[SI<faaowa

Róznica faz ~ "

SKAD SIE BIERZE WYRÓZNIONY KIERUNEK W CELOFANIE?

Zastosujemy wytlumaczenie czesto naduzywane, a mianowicie - "trudne
dziecinstwo". Otóz w czasie produkcji celofanu przeciska sie go przez waska
szczeline, przy czym lancuchowe czasteczki celulozy, która jest glównym
skladnikiem celofanu, w pewnym stopniu sie porzadkuja, czyli ustawiaja w pewnym
kierunku; ten kierunek to wlasnie os optyczna celofanu. Os optyczna w
w przezroczystym materiale moze tez powstac w wyniku naprezen mechanicznych.
W ten sposób sprawdza sie nawet, czy w szklanych przedmiotach wystepuja
naprezenia. Mozemy zobaczyc to wstawiajac miedzy polaryzatory linijke
z pleksiglasu (szkla organicznego) i wyginajac ja.
W doswiadczeniach tych nalezy zwracac uwage, aby badany przedmiot nie byl
oswietlony swiatlem z boku, lecz tylko swiatlem przechodzacym przez polaryzator.
Wygodnie zalozyc na polaryzator tekturowa oslonke (rys. 3). Zastanówcie sie
jeszcze sami, jak to jest z tymi barwami dopelniajacymi. Juz sie zabieracie do
doswiadczen? Czekam na wiadomosci od Was. Piszcie tez, jakie noWe
doswiadczenia chcielibyscie widziec w naszym dziale.
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Co to jest geometria wykreslna?

D~Jerzy LISIEWICZ

Od dawna, bo od czasów najwybitniejszych geometrów greckich: Pitagorasa
Euklidesa, Archimedesa, Apolloniusza i Pappusa - wymienilismy ich razem,
choc ostatniego dzieli od pierwszego osiem wieków historii - rozrózniano trzy
rodzaje zagadnien typowych dla geometrii:
1. dowody twierdzen opisujacych wlasnosci figur;
2. rozwiazywanie problemów algebraicznych metodami geometrycznymi
i odwrotnie; .
3. rozwiazywanie zadan konstrukcyjnych ..
W ciagu wieków zmienilo sie niewiele. Tyle, ze sluszniej jest mówic obecnie nie
o rodzajach zagadnien, a o metodzie uprawiania geometrii.
Metoda syntetyczna - zastosowana konsekwentnie najpierw przez
Euklidesa, doprowadzona do perfekcji przez Dawida Hilberta - coraz silniej
reprezentowana jest w programach szkolnych.
Metoda analityczna - za prekursorów której nalezy uznac Pitagorasa
i Apolloniusza - jest nieraz jedyna (zgodnie zreszta z zyczeniem jej wlasciwego
twórcy : Kartezjusza) stosowana w uniwersytetach.
Metoda wykreslna - no, wlasnie ...
Pewna czesc zadan konstrukcyjnych omawia sie marginesowo w szkole. Sa to
zreszta z reguly zagadnienia plaskie, to znaczy dotyczace jednej plaszczyzny. I nic
dziwnego. Trzy czwarte szkolnego programu geometrii dotyczy plaszczyzny,
a zadania konstrukcyjne stanowia tu jedynie ilustracje pojec omówionych innymi
metodami. Cala reszta to domena geometrii wykreslnej. Czym jest ta "reszta"?
Sa to najpierw konstrukcje dotyczace jednej plaszczyzny; konstrukcje te powinny
sie znalezc w zasadzie w kursie geometrii rzutowej. Pozwalaja one zilustrowac
tak wazne pojecia teorii stozkowych, jak biegun, biegunowa, srednica, srednice
sprzezone, asymptoty itp. Konstrukcje te stanowia przedmiot geometrii wykreslnej
glównie dlatego, ze potrzebne sa jako element skladowy innych konstrukcji.
Pominmy te zagadnienia. Wspomne tylko, ze jednym z wykorzystywanych tu
przeksztalcen jest - znane ze szkoly sredniej - powinowactwo osiowe.
Konstrukcje plaskie na dowolnej plaszczyznie IX zastapic mozna konstrukcjami
na plaszczyznie rysunku, bo nawet jezeli wykonujemy rysunek w pewnej skali,
kazdemu punktowi plaszczyzny IX przyporzadkowany jest dokladnie jeden punkt
rysunku - i odwrotnie. Trudniej o takie wzajemnie jednoznaczne
przyporzadkowanie, gdy problem jest przestrzenny, a wiec gdy na rysunku
(z natury rzeczy plaskim) przedstawic trzeba figury nic lezace w jednej
plaszczyznie. Czy nie przesada? Wiadomo przeciez, ze na przyklad rys. 1
przedstawia szescian (taki "ladny", o scianach kwadratowych), rys. 2 - kule,
a rys. 3 - stozek obrotowy. Owszem, to moga byc symbole (jak hieroglify egipskie)
wymienionych bryl. Latwo jednak przekonac sie, chocby rzucajac cien
odpowiednich modeli przy oswietleniu slonecznym, ze: .
bryla z rys. 1 jest szescianem, bo ma szesc scian, ale jakich - bez dodatkowych
informacji nie wiadomo;
bryla z rys. 2 to w zadnym przypadku nie kula;
bryle z rys. 3 mozna by nazwac stozkiem, ale to na pewno nie to, o czym Czytelnik
mysli.
Rzut równolegly - bo tak sie nazywa zastosowany tu sposób przyporzadkowania
punktom przestrzeni punktów plaszczyzny rysunku - dopiero wtedy staje sie
wzajemnie jednoznaczny, gdy rysunek zawiera pewne dodatkowe dane. Najczesciej,
przy tak zwanej aksonometrycznej metodzie rzutowania, umieszcza sie na rysunku
rzut osi przestrzennego (zazwyczaj prostokatnego) ukladu wspólrzednych
z zaznaczeniem np. punktów jednostkowych osi. Rys. 4 przedstawia rzut
aksonometryczny szescianu (dlugos~ krawedzi = 2) i punktu A o wspólrzednych
2, 3, 4 (na rysunku oznaczenie A nie wystepuje, nie ma tam bowiem narysowanego
punktu A, a tylko jego rzut aksonometryczny) ..
Na rys. 5 pokazano konstrukcje punktu przebicia plaszczyzny IX - zadanej
sladami na plaszczyznach ukladu wspólrzednych - prosta AR. Latwo •
ekstrapolowac te metode na przestrzenie wyzszych wymiarów. Oto np. rzut
aksonometryczny prostej AR i konstrukcja przebicia ta prosta trójwymiarowej
hiperplaszczyzny XyZ w przestrzeni czterowymiarowej (rys: 6). Moze Czytelnik
zechce wykreslic czterowymiarowy odpowiednik szescianu? .
Pozostanmy jeszcze przy rzucie równoleglym i rozwiazmy zadanie konstrukcyjne,
w którym zastosowac trzeba sposoby charakterystyczne dla geometrii wykreslnej.
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Zadanie: Dany w rzucie równoleglym szescian przeciac plaszczyzna wyznaczona
przez trzy punkty A, B, C, przyjete na krawedziach. Rozwiazanie: Kreslimy
szescian w rzucie równoleglym (rys. 7) - a wiedzac, ze jest to -szescian, mozemy
pominac rzut osi ukladu wspólrzednych - i przyjmujemy na krawedziach punkty
A, B, C. W analizie trzeba ustalic kolejno:
a) fakt przecinania sie prostej Br:; z prostymi KM i KN (niech punktami

przeciecia beda odpowiednio D i E);
b) istnienie punktu G przeciecia prostej AD z krawedzia MT i punktu F

przeciecia prostej AE z krawedzia NS.
To wystarczy do znalezienia wielokata przekroju: pieciokata AGBCF. Na tym
jednak nie koniec. Zauwazmy, ze frontowa sciana szescianu zachowala w rzucie
swój rzeczywisty ksztalt (kwadratu). Jesli zatem obrócimy' plaszczyzne przekroju
wokól prostej AF tak, by np. punkt B znalazl sie w plaszczyznie tej frontowej.
sciany, to uzyskamy rzeczywisty ksztalt pieciokata AGBCF. Obracamy wiec (czyli
jak sie to zwie technicznie - dokonujemy kladu plaszczyzny ADF na plaszczyzne
AKN), przy czym wystarczy obrócic jeden tylko punkt, np. B. Dlaczego? Bo prosta
AF (jako os) i para punktów B, BO okreslaja ... powinowactwo osiowe,
a wyznaczenie pozostalych punktów (Go i CO) jest zagadnieniem plaskim.
Wielokat AO GO BO Co FO jest podobny do rzeczywistego wielokata przekroju
w takiej skali, w jakiej wykreslono kwadrat AKNS. Konstrukcje mozna by jeszcze
uproscic korzystajac na przyklad z faktu, ze rzut równolegly zachowuje
równoleglosc prostych (AG i FC, równolegle w przestrzeni, pozostaja równolegle
i na rysunku).
Uwazny Czytelnik spostrzegl byc moze, ze dla zapewnienia sobie wzajemnej
jednoznacznosci odwzorowania przestrzeni trójwymiarowej na plaszczyzne nie
wystarczy z reguly podanie tylko punktu przyporzadkowanego punktowi
przestrzeni. I tak np. na rys. 4 dopiero zaznaczenie punktu Axy (rzut punktu,
w którym prostopadla do plaszczyzny XY przechodzaca przez A przebija te
plaszczyzne) okresla dokladnie punkt A. W przypadku przestrzeni
czterowymiarowej (rys. 6) potrzebne sa prócz A' jeszcze dwa punkty, np. Axyz
i Axy. Uczniowie klasy VIII wiedza, ze istnieje nawet taki sposób odwzorowania
przestrzeni trójwymiarowej na plaszczyzne, przy którym punktowi A przestrzeni
przyporzadkowuje sie pare punktów A' i Ali, nazywanych odpowiednio:
poziomym i pionowym rzutem punktu A.
Konstrukcje takiego rzutu (jest to tak zwany rzut Monge'a) wyjasnia rys. 8:
rzutuje sie prostokatnie punkt A na dwie wzajemnie prostopadle plaszczyzny nI
i n2, a nastepnie przez obrót jednej z nich wokól krawedzi x uzyskuje sie jedna
wspólna plaszczyzne rysunku. Konstrukcje w tym rzucie - poza waznymi
zastosowaniami praktycznymi - CWICZasWletme wyobrazme przestrzenna.
Proponuje zatem Czytelnikowi takie cwiczenie: Na rys. 9 wykonano dokladnie
te sama konstrukcje, co na rys. 7, ale ... w rzucie Monge'a. Prosze uzupelnic
oznaczenia literowe rys. 9.
Istnieje jeszcze wiele sposobów odwzorowania przestrzeni na plaszczyzne,
stosowanych w geometrii wykreslnej. Wystarczy wymienic chocby rzut cechowany
uzywany w topografii, rzuty kartograficzne, czy wreszcie rzut srodkowy, którego
piekna próbke widzielismy na okladcejednego z numerów «Delty». Omówienie
ty~h rzutów wykracza poza ramy tego artykulu. I nie o to tu chodzi.
Staralem sie opowiedziec, czym jest geometria wykreslna. Zeby ja blizej poznac,
trzeba siegnac do ... podrecznika.
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Delta z wizyta w Zakladzie Optyki

,Instytutu Fizyki Doswiadczalnej im. Stefana Pienkowskiego

Uniwersytetu Warszawskiego

S1

W styczniu 1921 roku w nowo oddanym do uzytku budynku przy ul. Hozej 69 w Warszawie
nastapila inauguracja dzialalnosci Zakladu Fizyki Doswiadczalnej Uniwersytetu Warszawskiego.
Twórca tej placówki byl Stefan Pienkowski - czlowiek o rzadko spotykanej indywidualnosci,
badacz, nauczyciel i organizator. Dzis dawny zaklad jest Instytutem Fizyki Doswiadczalnej
im. Stefana Pienkowskiego, najwieksza placówka naukowa wyzszych uczelni w dziedzinie fizyki.
Pracujacy tu fizycy reprezentuja bardzo szeroki wachlarz specjalnosci, od badania czastek
elementarnych, reakcji jadrowych, poprzez optyke i fizyke ciala stalego, do biofizyki. Nasze
wizyty, które niejednokrotnie bedziemy w tym Instytucie ponawiac, postanowilismy poswiecac
okreslonym zagadnieniom,nad jakimi prowadzone sa aktualnie prace. Rozpoczynamy od Zakladu
Optyki, którego obecna problematyka stanowi odrodzenie tradycyjnie uprawianej najstarszej
problematyki osrodka w nowej, niezwykle atrakcyjnej formie.
Niecale dwa lata temu w Zakladzie Optyki Instytutu Fizyki Doswiadczalnej UW uruchomiono
pierwszy impulsowy laser barwnikowy. Od tego czasu wykonano kilka laserów tego typu,
poprawiajac stopniowo jego parametry.
Cieczowy laser barwnikowy jest zródlem promieniowania, dajacym mozliwosc wyboru
w sposób ciagly dowolnej dlugosci fali, czyli barwy wysylanego swiatla, w zakresie
fluorescencji danego barwnika.

Fluorescencja jest zjawiskiem fizycznym bedacym konsekwencja wzbudzenia, czyli
przeniesienia atomów lub czasteczek z ich stanów podstawowych do ~yzszych stanów energii.
Atomy lub czasteczki, które znalazly sie w stanach wzbudzonych, moga w nich przebywac bardzo
krótko, bo okolo 10-7 _10-8 s, po czym powracaja do swoich stanów podstawowych, wysylajac
promieniowanie, które nazywamy fluorescencja. Proces gromadzenia atomów lub czasteczek

w stanie, z którego nastepuje fJuorescencja, tzw. inwersje obsadzen, uzyskuje sie na drodze
"pompowania", przy czym inwersja wystepuje dopiero wówczas, gdy liczba atomów lub czasteczek
w tym stanie jest wieksza od ich liczby w stanie podstawowym. -

Inwersje obsadzen poziomów w barwniku uzyskuje sie na drodze optycznej za posrednictwem
innego lasera, tzw. lasera pompujacego, lub za pomoca lamp blyskowych. W wypadku gdy laser
pompujacy pracuje w sposób ciagly, np. jonowy laser argonowy, takze laser barwnikowy pracuje
w sposób ciagly. Jezeli natomiast roztwór barwnika jest pompowany laserem impulsowym lub
lampami blyskowymi, pracuje on impulsowo, w takt impulsów pompujacych.
Uproszczony schemat energetycznych poziomów czasteczki barwnika, istotnych dla akcji

laserowej, przedstawiony jest na rysunku. Grupa poziomów G symbolizuje stan podstawowy, zas
Si - pierwszy stan wzbudzony c~asteczki. Obie grupy poziomów stanowia w rzeczywistosci
ciagle pasma. Os rzednych jest osia energii. Linie ciagle oznaczaja'przejscia promieniste, a linia

przerywana oznacza przejscie bezpromieniste. Strzalka skierowana do góry oznacza absorbcje
promieniowania, którego energia jest w ten ,sposób przekazana czasteczce. Strzalka skierowana
do dolu oznacza emisje promieniowania.

Jak widac na rysunku, czasteczki sa pompowane promieniowaniem o duzej energii do górnych
poziomów szerokiego pasma wzbudzonego, skad po czasie rzedu 10-12 s przechodza

bezpromieniscie do sianu, z którego nastepuje badz fluor~scencja, czyli emisja spontaniczna, badz
emisja wymuszona, czyli tzw. akcja laserowa. W tym drugim wypadku musza byc spelnione

specjalne warunki fizyczne. Schemat pokazany na rys\lnku jest pewna idea tego, co sie dzieje
w calym zbiorze identycznych czasteczek. Strzalki laciace stan SI z grupa stanów G sa róznej
dlugosci, co oznacza ze we fluorescencji mozemy obserwowac 'promienio,wanie o róznej
czestosci, a tym samym o róznej barwie. '.
W omawianym laserze barwnikowym fluorescencja roztworu barwnika pobudzana jest
promieniowaniem monochromatycznym jednobarwnym z lasera azotowego. Zdjecie górne na

IV stronie okladki pokazuje fluorescencje roztworu barwnika wzbudzonego s~iatlem pochodzacym
z lasera azotowego. Fluorescencja zamienia sie w akcje laserowa po wstawieniu komórki
z barwnikiem miedzy dwa odpowiednio ustawione zwierciadla stanowiace rezonator.

Zdjecie dolne na IV stronie okladki pokazuje niestrojony laser barwnikowy. Rezonator stanowia
tu scianki kuwetki zawierajacej roztwór barwnika. Swiatlo pompujace - wiazka zóltozielona

pochodzi z innego lasera barwnikowego. Emitowana czerwona wiazka laserowa jest
charakterystyczna dla barwnika, który znajduje sie w kuwetce. Wstawiajac dodatkowy element
optyczny do rezonatora, w danym wypadku pryzmat, mozemy wybrac za jego posrednictwem

tylko jedna dowolna linie z ciaglego zakresu widmowego fluorescencji barwnika. Dzieki temu,
ze rózne barwniki fluoryzuja w róznych obszarach dlugosci fal, przez odpowiedni ich dobór

mozemy pokryc caly zakres widzia:lny wraz z bliskJm ultrafioletem i bliska podczerwienia.~l==~nw' G

E = hv, gdzie:
E-energia kwantu promieniowania,
h-stala Plancka,
v-czestosc promieniowania

A.=~. gdzie:
v

A - dlugosc fali,
c - predkosc swiatla w prózni,
v - czestosc promieniowania.

{
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Na I stronie okladki pokazany jest uklad lasera barwnikowego pompowanego laserem azotowym.
Laser azotowy widoczny jest w postaci metalowego pudla z lewej strony zdjecia. Przez otwory
ulatwiajace chlodzenie widac swiatlo pochodzace od wyladowania w, rurze laserowej. Laser ten
emituje niewidzialne dla oka promieniowanie ultrafioletowe o dlugosci fali 337,1 nm. Na plycie
znajduje sie uklad lasera barwnikowego skladajacy sie z kuwety zawierajacej roztwór barwnika,
w tym wypadku rodaminy 6 G, zwierciadel rezonatora oraz pryzmatu. Dla pokazania mozliwosci
strojenia lasera barwnikowego wykonano poczwórna ekspozycje, zmieniajac za kazdym razem
nachylenie jednego ze zwierciadel rezonatora; Aby kolejne wiazki nie nalozyly sie na siebie,
do ich rozdzielenia uzyto siatki dyfrak·cyjnej.

Istnieje szereg zastosowan promieniowania laserowego, w których jego dlugosc fali nie gra
istotnej roli. Dla tych zastosowan wazniejsze sa na ogól inne cechy promieniowania laserowego,
jak jego ogromne natezenie, wysoka monochromatycznosc i duzy stopien spójnosci. (W 2 nrze ,
«Delty», w artykule o holografii, objasniono spójnosc promieniowania laserowego).
W spektroskopii natomiast mozliwosc ciaglej zmiany dlugosci fali promieniowania, bez zatracenia
jego cech promieniowania laserowego, jest niezwykle wazna. Funkcje monochromatora, który
analizowal.i wybieral promieniowanie o zadanej dlugosci fali z konwencjonalnego zródla swiatla,
przejmuje strojony laser barwnikowy. Parametry jego promieniowania sa jednak o kilka, a nawet'"
o kilkanascie rzedów w'ielkosci lepsze od parametrów promieniowania wychodzacego
z monochromatora.

Jak juz wspomniano, laser barwnikowy moze wysylac promieniowanie zarówno w sposób ciagly,
jak i w impulsach. Do pewnych celów eksperymentalnych oba typy laserów sluza na równych
prawach.

Laser barwnikowy pompowany laserem azotowym ma czas trwania impulsu rzedu 10 ns
(1 nanosekunda = 10-9 sekundy). Daje sie to wykorzystac do badania róznych szybko
zachodzacych procesów, na przyklad do fotografowania rozprzestrzeniania sie plazmy
wytworzonej impulsem laserowym o duzej mocy.

Zadania
Redaguje mgr Andrzej MAKO WSKI

M25. Podzielic zbiór liczb naturalóych na dwa podzbiory w ten sposób, by zaden z tych
podzbiorów nie zawieral zadnego ciagu arytmetycznego nieskonczonego.
Rozwiazanie na str. 17

M26. Na plaszczyznie dane sa cztery punkty, z których zadne trzy nie leza na jednej prostej.
Udowodnic, ze istnieje trójkat o wierzcholkach w trzech sposród danych punktów, majacy jeden
z katów nieostry.
Rozwiazanie na str. 10

M27. Udowodnic, ze jezeli wielomian przyjmuje dla x = 26 wartosc 8, a dla x = 29 wartosc 15,
to co najmniej jeden z jego wspólczynników nie jest liczba calkowita.
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje dr Andrzej ZIEM/NSKI

F9. Pojazd kosmiczny powracajacy na Ziemie i poruszajacy sie wzdluz jej promienia wchodzi
w zgeszczajace sie warstwy atmosfery wytracajac szybkosc. Oszacujcie, jaka jest dopuszczalna
poczatkowa predkosc pojazdu vo, aby maksymalne przeciazenie, jakiemu poddawana jest
zaloga, nie przekraczalo n-krotnej wartosci przyspieszenia ziemskiego g. (Przedyskutujcie
otrzymany wynik dla n = 5, 10) Gestosc atmosfery Ziemi e maleje z wysokoscia nad
powierzchnia Ziemi h, zgodnie ze wzorem e = Ae-fJh, gdzie A i P sa stalymi, równymi: A =

kg
= 1,3 ffi3' P = 1,3' 1O-4m-1•
Sile oporu powietrza nalezy przyjac za proporcjonalna do e i do kwadratu predkosci pojazdu:
F= k(!V2.
Czy trzeba wlaczyc dodatkowe hamowanie pojazdu, aby uchronic go przed rozbiciem sie
o powierzchnie Ziemi? \
Rozwiazanie na str. 13

Wystepujaca we wzorze liczba e jest podstawa logarytmu naturalnego lnx = log.x.
Pochodna funkcji wykladniczej eX, spelnia wzór

= eX.

Pochodna logarytmu naturalnego, Inx, jest funkcja
1x' (x > O).
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Klopoty sprzedawców 'zlotej folii
Dr Piotr MANKIEWICZ

aA = aA,

to ta wspólna wartosc jest cena A.

A oto rysunek wyjasniajacy mechanizm stosowania tej zasady na przykladzie
wycinka w ksztalcie kola.

- Otwieram narade pracowników naszego Banku, zwolana w sprawie ustalenia
cennika zlotej folii, która nasz Bank, w ramach wzbogacania asortymentu, wprowadza
do sprzedazy. Panstwo pozwola, ze przypomne, na czym polega problem. Gdybysmy
mieli zamiar sprzedawac tylko wycinki folii o okreslonym regularnym ksztalcie,
kwadratowe lub prostokatne, kazdy kasjer bez najmniejszego klopotu móglby
okreslic cene takiego wycinka. My jednak, kierujac sie haslem "Nasz klient -
nasz pan", chcemy ustalic cennik jak najszerszego asortymentu ksztaltów, tak by
kazdy mógl nabyc wycinek zlotej folii o ksztalcie najbardziej mu odpowiadajacym.
Uprzejmie prosze o zglaszanie propozycji takiego cennika. Widze, ze pan Starszy
Kasjer Euklides ma jakas propozycje.
- Przygotowalem nastepujaca propozycje cennika skladajacego sie z trzech zasad:

Zasada 1. Cena prostokata o bokach a i b wynosi ab.
Zasada 2. Ceny takich samych wycinków folii (przystajacych), jezeli daja sie
okreslic, sa sobie równe.
Zasada 3. Jezeli ceny wycinków folii Al' A2' ... , An sa odpowiednio równe
al' a2, ... , an, to laczna cena tych wycinków wynosi al +a2+ ... +a".

A oto plakat wyjasniajacy naszym klientom mechanizm stosowania cennika,
a jednoczesnie podajacy ceny najczesciej zadanych figur.
- Brawo, panie Starszy Kasjerze! Czy ktos chcialby skomentowac propozycje

pana Euklidesa?
- Udzielam glosu inzynierowi Archimedesowi z WydziLlu Postepu Technicznego.
- Moim zdaniem, Cennik Euklidesa ma pewne istotne wady. Mianowicie, nie
mozna za jego pomoca wyznaczyc ceny wielu czesto spotykanych figur, na przyklad
wycinka w ksztalcie kola. Moja propozycja jest prosta. Jezeli klient zazada
jakiegos wycinka, to kasjer porównuje ciezar tego wycinka z ciezarem kwadratu
jednostkowego i w ten sposób okresla jego cene. Banalne!
- W imieniu dyrekcji musze stwierdzic, ze propozyeja inzyniera Archimedesa
jest nie do przyjecia. Po pierwsze, ze wzgledu na klopoty ze znalezieniem idealnie
dokladnej wagi, na której mozna by dokladnie wazyc rzeczy tak cenne i lekkie,
jak zlota folia., Po drugie, metoda ta moze narazic nas na powazne straty.
Przypuscmy, ze przychodzi klient i pyta o cene kawalka folii w ksztalcie swojego
cienia. Przy panskiej metodzie powinien kasjer wyciac taki kawalek folii, by
nastepnie go zwazyc. Istnieje powazne ryzyko, ze wtedy klient stwierdzi, ze ten
kawalek jest dla niego zbyt drogi. I co wtedy zrobi nasz Bank z tak nietypowym
kawalkiem folii? Trudno oczekiwac, ze zjawi sie inny klient z zadaniem folii
w ksztalcie cienia pana X!
- Czy sa inne jakies propozycje? Prosze, pan Kasjer Jordan.
- Moja propozycja zmierza do wzbogacenia Cennika Euklidesa o zasade 4,
niestety nieco skomplikowana.

Zasada 4. Dla kazdego kawalka folii A niech aA oznacza dolny kres cen, wedlug
Cennika Euklidesa, wszystkich figur zawierajacych A, zas aA oznacza górny kres
cen, wedlug Cennika Euklidesa, wszystkich figur zawartych w A. Jezeli dla pewnego
kawalka folii A

•
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Na przyklad

c = ob

CA = CB

ZASADA 3

ZASADA 2

ZASADA 1

Cx = CX1+ ... +Cxs

WYCENA

•
Ih

Cp = CP1 +c., = C"+CP2 = o'h

a

ZASADA 4

Mozna pokazac) ze ~o = 00. Wiec cena kola

.cena wielokata opisanego na kole =

obwód kola' promien _ 2"," _
2 - 2 -
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- Dziekujemy panu Jordanowi za istotny wklad do cennika. Czy sa jeszcze jakies
propozycje? Pan Lebesgue, Mlodszy Kasjer!
- Moja propozycja zmierza do pewnej modyfikacji Cennika Euklidesa-Jordana.
Po pierwsze, trzeba zastapic zasade 3 przez

Zasade 3*. Jezeli ceny wycinków folii Al' A2, ••• , sa odpowiednio
równe al' a2, ... , to laczna cena tych wycinków wynosi al +a2 + ...
Po drugie, nazwijmy Cennikiem (*) cennik zlozony z zasad 1, 2 i 3* oraz dla
kazdego kawalka folii A oznaczmy przez {lA dolny kres cen, wedlug Cennika (*),
wszystkich zbiorów zawierajacych A. Wtedy zasade pana Jordana pragnalbym
zastapic przez

Zasade 4*. Jezeli A jest kawalkiem folii zawartym w kwadracie Q,
takim ze {lA+aQ-A = cena Q, to cena A wynosi {lA'

Pragne podkreslic, ze cennik obejmujacy zasady 1, 2, 3* i 4* jest istotnie lepszy
od Cennika Euklidesa-Jordana. To znaczy, ze jezeli cene pewnego wycinka folii
mozna ustalic poslugujac sie Cennikiem Euklidesa-Jordana, to mozna te cene
ustalic takze za pomoca cennika obejmujacego zasady 1, 2, 3* i 4*; w obu
przypa9kach otrzymamy te sama cene. Z drugiej jednak strony istnieja kawalki,
których cene mozna wyznaczyc poslugujac sie cennikiem obejmujacym zasady
1,2, 3* i 4*, a nie mozna w obrebie Cennika Euklidesa-Jordana. Jako przyklad
takiego kawalka niech sluzy podzbiór kwadratu <O, 1> x < O, 1>, zlozony
z punktów o obu wspólrzednych niewymiernych. Cena jego, w ramach cennika
obejmujacego zasady 1, 2, 3* i 4* wynosi 1, natomiast w obrebie
Cennika Euklidesa-Jordana nie mozna jej wyznaczyc (fachowcy mówia,
ze zbiór jest niemierzalny w sensie Jordana.)
- Dziekuje panu Lebusgue'owi. Proponuje przyjac cennik zlozony z zasad
1, 2, 3* i 4* jako obowiazujacy w naszym Banku i nazwac go "miara Lebesgue'a".
Kto jest za? Wszyscy. I slusznie, jest to bowiem najlepsza miara. Dziekuje
panom. A teraz do mierzenia zlotej folii.

Zwiazki fizyki z matematyka

Pro/. dr Józef WERLE, czlonek korespondent PAN·

Fizyka jest nauka scisla, bardzo mocno zwiazana z matematyka. Czy jednak zastanawialiscie sie,
na czym te zwiazki polegaja? Dzieki czemu sa one mozliwe i plodne? Jaki jest ich charakter
i znaczenie dla obu nauk? Czy mozliwa jest prawdziwa, nowoczesna fizyka bez matematyki?
Czy mozliwa jest matematyka bez fizyki? Jak przedstawialy sie zwiazki miedzy tymi naukami
dawniej i jak przedstawiaja sie dzis? Czy kazda nauke, w kt6rej stosuje sie wzory matematyczne,
mozna tym samym zaliczyc do nauk scislych?

Oto garsc pytan, na które nielatwo odpowiedziec tylko na podstawie szkolnych lekcji fizyki
i matematyki. W szkole sredniej o takich problemach nie mówi sie raczej wcale, a na studiach
wyzszych - tym bardziej nie. Cala sprawa nalezy wiec z reguly ·do bardzo subiektywnej i ukrytej
sfery podswiadomosci, a ta - wiadomo -lubi platac figle naszej swiadomosci. Nie sa to

bynajmniej figle niewinne, lecz takie, które wyrzadzaja duze szkody spoleczne. Ale to juz inna
historia, której lepiej nie opowiadac nieswiadomym ofiarom tej sytuacji. Postarajmy sie wiec
przede wszystkim poglebic nasza swiadomosc.
Na laboratoryjnych, eksperymentalnych lekcjach fizyki robimy rzeczy na pozór nie majace nic
wspólnego z matematyka: obserwujemy rózne zjawiska przyrody, robimy doswiadczenia, uczymy
sie poslugiwania podstawowymi aparatami fizycznymi. Warto jednak zauwazyc, ze nie
wystarczaja nam jakosciowe obserwacje, np. ze wlaczenie pradu powoduje nagrzewanie sie
przewodnika .oraz odchylenie igly stojacej obok busoli. Pytamy od razu o ilosc wydzielanego
w przewodniku ciepla, o wielkosc odchylenia busoli, o ich zaleznosc od napiecia i natezenia
pradu, polozenia busoli, wlasnosci przewodnika itp. Aby odpowiedziec na takie pytania, musimy
wykonac szereg odpowiednich pomiarów przy pomocy termometru, woltomierza,
amperomierza itd. Wszystkie tego typu przyrzady, sluzace pierwotnie do czysto jakosciowego
wykrywania pewnych okreslonych efektów fizycznych, po odpowiednim wycechowaniu zamieniaja
sie w przyrzady do mierzenia tychze efektów. Innymi slowy; kazde zjawisko fizyczne staramy sie
zawsze opisac jak naj scislej za pomoca odpowiednich cech ilosciowych, czyli tak zwanych
wielkosci fizycznych. Jest rzecza zdumiewajaca, ze to sie udaje, i do tego - tak dobrze. Kazdy
pomiar ustala pewna ilosciowa relacje miedzy odpowiednimi wielkosciami fizycznymi; relacja
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W drugim przypadku domknieciem wypuklym
danego zbioru jest trójkat i jeden z danych
punktów (na rysunku - D) Jezy wewnatrz
tego trójkata.
Wówczas jeden z katów ADB, BDC, CDA
jest •• 120°.

-
Rozwiazanie zadania M16

Rozwazmy tak zwane domkniecie wypukle
zbioru zlozonego z danych czterech punktów.
Jest to najmniejszy zbiór wypukly, zawierajacy
dany zbiór; mozna go sobie wyobrazic jako
obszar (domkni~ty) ograniczony gumka, która
poczatkowo rozciagnieto tak, by obejmowala
wszystkie punkty, a pózniej ja zwolniono
umiesciwszy w danych punktach szpilki.
W sytuacji przedstawionej w zadaniu mozliwe
sa dwa przypadki: w pierwszym
domknieciem wypuklym danego zbioru jest
czworokat wypukly i jeden z jego katów jest
•• 90° (na rysunku jest to kat przy wierzcholku
A); wówczas S7ukanym trójkatem jest trójkat
DAB. Oczywiscie wszystkie katy czw';rokata
nie moga byc ostre, gdyz wówczas suma jego
katów wewnetrznych bylaby < 360°,
a wiadomo, ze suma ta jest równa 360°.

ta ma te "cudowna" wlasnosc, ze daje sie zawsze wyrazic matematycznie. W zaleznosci od
rodzaju badanego zjawiska mamy do czynienia z róznymi typami relacji dajacych sie wyrazic
przez jedna liczbe albo okreslony zbiór liczb (np. wektor, tensor), albo odpowiednia funkcje, albo
funkcjonal itd. Przyrzady pomiarowe umozliwiaja wiec wszechstronne stosowanie matematyki do
opisu i zapisu wyników obserwacji zjawisk~fizycznych, do formulowania praw fizyki, do
rozwiazywania wielu problemów i wyciagania fizycznych i praktycznych wniosków z teorii
fizycznych.

Na lekcjach matematyki w szkole sredniej poznajemy oczywiscie tylko najbardziej podstawowe
pojecia i metody matematyczne, uczymy sie scislego matematycznego myslenia oraz nabywamy
pewnych nieodzownych dla bardzo wielu zawodów umiejetnosci rachunkowych. Ilustracja
i zastosowaniem poznanych pojec i teorii matematycznych orai sprawdzianem nabytych
umiejetnosci sa zadania zaczerpniete z róznych dziedzin nauki i praktyki, ale przede wszystkim
z fizyki .

Pracujacy naukowo fizyk, a szczególnie fizyk teoretyk, musi oczywiscie znac matematyke duzo

lepiej. Nie wystarcza mu elell1entarna arytmetyka i geometria ani nawet rachunek rózniczkowy
i calkowy. Musi czesto korzystac z analizy funkcjonalnej, teorii gr~p, topologii itd.
Fizyka eksperymentalna dostarcza nam wiec wiedzy o realnych faktach (zjawiskach fizycznych),
natomiast matematyka dostarcza scislych metod do formalnego opisu tych faktów przy pomocy
odpowiednich symboli i wzorów. Niewatpliwie jest wiele racji w czesto gloszonym twierdzeniu, ze
najwazniejsze w fizyce sa fakty w postaci wyników obserwacji i pomiarów dotyczacych
interesujacych nas zjawisk (obiektów, zdarzen, procesów itp.). Nawet jednak naj skrupulatniejszy
opis zjawisk, nawet najstaranniej ulozony katalog faktów nie jest w stanie wyjasnic przyczyn ani
nie stwarza mozliwosci glebszych przewidywan. Katalogi wprawdzie moga pomóc w znalezielliu
pewnych kOl;elacji i prawidlowosci, ale nie wyjasnia ich sensu i znaczenia oraz przyczyn i skutków.
Katalog wiec moze dac pewne czastkowe odpowiedzi na pytania typu "co i jak?", ale nie moze
dac odpowiedzi na pytanie typu "dlaczego?" i "co z tego wynika?". Na takie bardziej wnikliwe
pytania moga dac odpowiedz jedynie przyczynowe, ilosciowe teorie fizyczne podajace strukturalne
lub dynamiczne prawa rzadzace obserwowanymi zjawiskami. Znajomosc tych praw pozwala nie
tylko na glebsze uporzadkowanie faktów, nie tylko na zrozumienie przyczyn, lecz takze i skutków,
to znaczy na dokladne ilosciowe przewidywania. A umiejetnosc przewidywania jest podstawa
wszelkiego skutecznego dzialania praktycznego.
Rola matematyki w konstrukcji teorii fizycznych jest wiec ogromna. Matematyka dostarcza po
prostu metod nieodzownych do konstrukcji teorii fizycznych, bez których teorie te bylyby
przynajmniej znacznie ubozsze, jesli nie wrecz niemozliwe. Wprawdzie w niektórych teoriach
fizycznych podstawowe koncepcje maja charakter bardzo pogladowego i prostego - najczesciej
mechanicznego - modelu, który mozna jako tako zrozumiec bez matematyki, jednakze uzycie
metod matematycznych staje sie konieczne nawet wówczas, gdy od czysto jakosciowego wyjasnienia
prostych zjawisk i praw chcemy przejsc do glebszych i bardziej konkretnych, ilosciowych
rezultatów.

Wezmy jako przyklad kinetyczna teorie gazów. Uproszczony model gazu opiera sie na zalozeniu,
ze jego czasteczki sa doskonale sprezystymi kulkami poruszajacymi sie "calkowicie bezladnym"
ruchem termic~nym z tym wieksza ·srednia predkoscia, im wyzsza jest temperatura gazu. Na
gruncie takiego modelu mozemy wyjasnic jakosciowo cisnienie jako wynik elastycznych zderzen
czasteczek miedzy soba oraz ze sciankami naczynia. Mozemy tez wyjasnic, na czym z grubsza
polega proces wyrównywania cisnien i temperatur oraz dazenia do stanu równowagi. Jesli jednak
chcemy znaleZC równanie stanu gazu, czyli zaleznosc cisnienia od gestosci i temperatury, jesli
chcemy znalezc zaleznosc temperatury od sredniej energii kinetycznej lub wartosc wspólczynnika
przewodnictwa cieplnego itp., musimy wyrazic nasz mechaniczny model gazu w postaci
matematycznej. W matematycznym sformulowaniu wystepuje nie tylko wartosc masy i promienia
czasteczki, lecz takze prawo rozkladu predkosci; teoria taka podaje tez sposób liczenia
prawdopodobienstw oraz wartosci srednich, to jest sposób obliczania wielkosci makroskopowych
na podstawie znajomosci odpowiednich charakterystyk mikroskopowych. Okazuje sie, ze za

pomoca takiej bardziej matematycznie rozbudowanej teorii mozemy nie tylko obliczyc wspomniane

wyzej wlasnosci ~azu, lecz takze podac glebsze wyjasnienie wielu obserwowanych zjawisk i praw,
na przyklad procesów przewodnictwa cieplnego i dazenia do stanu równowagi termodynamicznej,

pierwszej i drugiej zasady termodynamiki, prawa wzrostu entropii itp.

Konstrukcja poprawnej, jak najogólniejszej, ilosciowej, matematycznej teorii badanych zjawisk

jest z jednej strony celem i uwienczeniem okreslonych etapów badan naukowych, a z illugiej

strony jest punktem wyjscia do wielu dedukcji i wniosków naukowych oraz zastosowan
praktycznych. I tak na przyklad szerokie zastosowania zjawisk elektromagnetycznych staly sie

mozliwe dopiero po powstaniu teorii Maxwella, która przewidziala na przyklad istnienie

i konkretne wlasnosci tak waznych dla praktyki fal elektromagnetycznych.

R-ózne zjawiska fizyczne wymagaja stosowania róznych metod matematycznych. Potrzeby szybko

rozwijajacej sie nowozytnej fizyki wyprzedzaly czesto rozwój matematyki. W takich sytuacjach

niejednokrotnie sarni fizycy lub wspólpracujacy z nimi matematycy, stwarzali niejiUco na
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zamówienie fizyki nowe metody i nowe dzialy'matematyki. W ten wlasnie sposób, "na zamówienie"
lub z inspiracji fizyki, powstala geometria analityczna, rachunek rózniczkowy i calkowy, teoria
równan rózniczkowych i calkowych, rachunek wariacyjny, analiza wektorowa i tensorowa itd. az
do powstalej w XX wieku teorii dystrybU'cji. Taka sytuacja wytworzyla przekonanie, ze
matematyka jest swoista nauka przyrodnicza charakteryzujaca sie najwiekszym stopniem
ogólnosci i abst1'akcji. Jako taka zostala nawet nazwana "królowa nauk przyrodniczych".

Jednakze poczawszy od polowy XIX wieku sytuacja zaczela sie stopniowo zmieniac. Coraz
czesciej powstaja w matematyce nowe konstrukcje logiczne (systemy dedukcyjne, teorie) oparte
na zupelnie nie zwiazanych z jakimikolwiek doswiadczalnymi faktami pojeciach i aksjomatach.

Z drugiej strony poza fizyka, astronomia i chemia z uniwersalnych metod matematyki zaczynaja
korzystac w coraz wiekszym stopniu nauki biologiczne, psychologiczne, spoleczne, a nawet
humanistyczntl. Wystarczy wskazac na szybko rosnaca role matematyki w ekonomii, socjologii
czy lingwistyce.

W XX wieku matematyka uniezaleznila sie w sposób juz bardzo wyrazny od fizyki. Slyszy sie
'czesto, ze dzisiejsza matematyka nie czeka na zapotrzebowanie fizyki i innych nauk, lecz pracuje

niejako na wyrost tworzac droga czysto logicznych rozwazan systemy dedukcyjne, które moga
znalezc pózniej zastosowanie do opisu realnych faktów. W rzeczywistosci jednak chodzi o znacznie
glebsza zmiane charakteru wspólczesnej matematyki.
Wedlug obecnie przyjetej klasyfikacji dzielimy nauki na faktualne, tj. zajmujace sie odkrywaniem
i badaniem realnych faktów, i formalne, które zajmuja sie badaniem logicznie poprawnych
relacji miedzy abstrakcyjnie okreslonymi obiektami, które moga nie miec zadnych realnych
odpowiedników. Wspólczesna nam matematyka nalezy z pewnoscia do nauk f9rmalnych. Jej
zadaniem nie jest odkrywanie realnych faktów przyrodniczych, lecz tworzenie i rozwijanie coraz
nowych i coraz potezniejszych jezyków symbolicznych sluzacych do opisu i badania relacji, dla
których jezyki naturalne (narodowe) bylyby zbyt trudne, skomplikowane czy wrecz nieadekwatne.
Matematyka wspólczesna bada wiec coraz nowe logicznie dopuszczalne struktury (relacje)
i tworzy odpowiednie do nich uniwersalne, sztuczne jezyki symboli i regul postepowania.
Dopiero nauki faktualne rozstrzygaja, które ze skonstruowanych przez matematyków struktur
logicznych znajduja odbicie w rzeczywistosci i które z utworzonych matematycznych jezyków
znajduja zastosowanie i do czego.

Praca badawcza matematyków wyprzedza wiec w podanym wyzej sensie potrzeby fizyki i innych
nauk faktualnych i staje sie coraz bardziej niezalezna od nich. Oczywiscie takie niezalezne .
badanill w zakresie matematyki, w.yprzedzajace zapotrzebowanie, moga byc niezwykle pozyteczne
dla wielu nal!k faktualnych, które czesto znajduja w matematyce wspólczesnej potrzebne im
metody w gotowej do uzycia postaci. Nie podzielam jednak wiary, ze wszystkie logicznie
dopuszczalne schematy matematyczne maja odbicie w realnych faktach (które jesli nawet nie
sa dzis znane, to jakoby zostana odkryte w przyszlosci). Jestem przekonany, ze nie wszystko, co
jest w umysle~ ma swe odbicie w rzeczywistosci i ze umysl ludzki jest w tym sensie bogatszy od

Natury ..
Jesli nawet nie mam racji absolutnej, to pozostaje jeszcze racja praktyczna: odkrycie faktów
wymagajacych stosowania jakiejs konkretnej teorii matematycznej moze nastapic po naszej
smierci. .. Tak wiec, po zdobyciu pewnego ogólnego wyksztalcenia matematycznego w szkole

podstawowej i sredniej, kazdy uzytkownik matematyki powinien przede wszystkim poznac te

jezyki matematyczne, które sa uzywane i nieodzowne w jego zawodzie. Uczenie sie matematyki

bez takiego wyboru, na wyrost i na chybil-trafil wydaje sie bardzo ryzykowne, ale z drugiej

strony kazdy twórczy umysl powinien byc otwarty i przygotowany do przyswojenia sobie w razie

potrzeby nowych metod matematycznych.

W zakresie fizyki funkcje spelniane dawniej przez matematyków przejeli w XX wieku fizycy

teoretycy. Ich glówne zadanie polega na tworzeniu jak najogólniejszych i scislych, przyczynowych,

matematycznych teorii obserwowanych zjawisk fizycznych. Po skonstruowaniu teorii bada sie 

znowu droga matematyczna - jej rózne konsekwencje fizyczne, filozoficzne i praktyczne.

Podstawowym kryterium przydatnosci teorii fizycznej jest jej !Iosciowa zgodnosc z obserwowanymi
faktami.

Oczywiscie powstanie nowej, dobrej teorii fiZycznej odbywa sie zupelnie inaczej niz powstanie

nowej teorii matematycznej. Konstrukcje teorii fizycznej poprzedza z reguly szereg próbnych

hipotez, stopniowo doskonalonych przez porównienie z realnymi faktami. Konfrontacja konkretnej
próbnej hipotezy z faktami doswiadczalnymi prowadzi albo do jej odrzucenia, jako wyraznie

falszywej, albo do koniecznosci czesciowej modyfikacji, albo do )ej potwierdzenia i stopniowego
utwierdzenia jako poprawnej teorii. Tworzenie nowych teorii fizycznych wymaga wiec silnego

sprzezenia zwrotnego miedzy realnymi faktami i ich pojeciowym i matematycznym opisem,

czyli miedzy teoria i eksperymentem. Istnienie tego sprzezenia warunkuje postep fizyki jako nauki

scislej, ale przyrodniczej. Ten zwiazek metod eksperymentalnych z matematycznymi czyni

z fizyki nauke trudna, ale jednoczesnie porywajaca i piekna dzieki pieknu Natury, która fizyka

bada,'i dzieki pieknu matematyki, która fizyka sie posluguje.
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Dlaczego Niemcy nie zdazyli wynalezc bomby atomowej? (5)

- To byl wspanialy pokaz rozszczepienia atomowego, Herr profesor. ..
Strazak umilkl nagle, napotkawszy wzrok profesora. Istotnie, gdyby wzrok
zabijal, Werner Heisenberg musialby stanac przed sadem pod zarzutem zabójstwa
komendanta lipskiej strazy pozarnej. Zlosc na niefortunnego strazaka szybko mu
jednak minela. Zaczal wspominac, jak wielkie nadzieje wiazal 0n sam i jego
wspólpracownicy z tym eksperymentem. Sadzili, ze bedzie on wreszcie asem
atutowym zarówno w ich bataliach naukowych z konkurencyjnymi grupami
uczonych, jak i w rozgrywkach o fundusze z wojskiem i rzadem Rzeszy.
Nadzieje te byly w pelni uzasadnione. Pod koniec 1941 roku Heisenberg wraz
z D6pelem zbudowali stos atomowy oznaczony kryptonimem L-III. Wyniki
pomiarów zdawaly sie wskazywac, ze nareszcie znalezli droge wyjscia
z zaczarowanego kregu. Heisenberg postanowil wtedy zbudowac wiekszy stos,
nazwany L-IV, który mial spelnic ich nadzieje. Byl to stos o symetrii kulistej
(rys. obok). Skladal sie z dwóch sferycznych warstw metalicznego uranu,
oddzielonych ciezka woda (DlO) jako moderatorem. Calosc byla zamknieta
w szczelnej obudowie aluminiowej z dwu skreconych srubami pólkul. Do wnetrza
prowadzily kanaly pomiarowe. Calosc byla zanurzona w basenie ze zwykla woda.
,W maju 1942 roku stos L-IV byl gotów. Rozpoczeto pierwsze pomiary. Nareszcie
sukces! Na zewnatrz zarejestrowano przyrost strumienia neutronów siegajacy 18%.
Byl to pierwszy na swiecie udany eksperyment, w którym osiagnieto powielanie
strumienia neutronów. Amerykanie osiagneli sukces, ale juz calkowity, pól roku
pózniej. "Udalo nam sie wreszcie zrealizowac taka konfiguracje stosu, dzieki
której powstaje wiecej neutronów, niz ulega pochlonieciu" - pisali D6pel
i Heisenberg do Ministerstwa Wojny. Dalsza droga wydawala sie juz prosta: jesli
reaktor bedzie tylko dostatecznie duzy, bedzie on dostarczal energi'i w ilosciach
zblizonych do teoretycznie osiagalnych. Z pospiesznych oszacowan uczonych
wynikalo, ze reaktor energetyczny powinien zawierac okolo 5 ton ciezkiej wódy
i okolo 10 ton metalicznego uranu. Oczywiscie, rzecz wymagala dokladniejszych
badan i obliczen. Nie mogli ich jednak przeprowadzic, gdyz po stosie L-IV
pozostala wrzaca i dymiaca kipiel, która calkowicie zgaszono dopiero po dwóch
dniach .•
Oczywiscie nie byl to wybuch jadrowy. W oslonie powstal przeciek, woda

. zaczela reagowac z uranem, wydzielac sie zaczal wodór i powstala mieszanina
piorunujaca. O tym, ze w reaktorze powstal przeciek, wiedzieli juz wczesniej, ale
po wyciagnieciu kuli z basenu objawy nieprzeczuwanej katastrofy zaczely slabnac.
Sadzili, ze w ogóle ustapia. Kiedy jednak D6pel polecil wywolac Heisenberga
z wykladu i gdy juz obaj zauwazyli, ze aluminiowa powloka nagle zaczyna
puchnac, nie pozostalo im juz nic innego jak tylko szybko uciekac z hali reaktora.
Wybuch uslyszeli juz na korytarzu. Po hali rozproszyl sie plonacy uran, musieli
wiec wezwac straz pozarna.

- Kontynuacja badan wymagala budowy nowego stosu. Do tego konieczny byl
uran i ciezka woda. Znowu wiec mieli przed soba zmudne starania o przydzialy
tych materialów, nie mówiac juz o funduszach. Sytuacja byla dodatkowo
niepomyslna w tym sensie, ze Heinsenberg juz zaczynal grac swym asem atutowym'
z przedstawicielami wojska i gospodarki o priorytety wojenne i zwiekszenie
funduszu dla p:(ogramu U (niemieckiego programu badan jadrowych). A bylo
o co. Na przelomie bowiem lat 1941 i 1942 nastapily w gospodarce niemieckiej
dalsze oszczednosciowe ograniczenia, które niemal wszystko podporzadkowywaly
aktualnym i bezposrednim potrzebom zbrojeniowym. Wtedy wlasnie wladze
Trzeciej Rzeszy doszly do wniosku, ze projekt U wymaga albo znacznych
ograniczen, albo reorganizacji. Decyzje uzalezniono od gwarancji uzyskania
bliskich sukcesów. Takiej gwarancji uczeni niemieccy dac wtedy nie mogli.
Postanowiono wiec, ze program bedzie kontynuowany, ale juz nie w ramach badan
wojskowych. Piecze nad nim miala przejac Rada Badan Naukowych Rzeszy, cialo
cywilne i raczej opiniodawcze Ministerstwa OSwiaty Rzeszy.
Profesor Schumann, kierownik badan naukowych w wojsku, czul sie
w obowiazku przekazac swe gospodarstwo jadrowe w sposób lojalny. Zorganizowal
wiec dwie konferencje dyrektorów instytutów bioracych udzial w programie U 
w grudniu 1941 roku i w lutym roku nastepnego. Ta druga konferencja miala
byc (i istotnie byla) przegladem dotychczasowych wyników badan, z udzialem
prawie wszystkich naukowców pracujacych w tej dziedzinie.
Uczeni, cieszac sie w duchu, ze przestana podlegac wojsku, zdawali sobie jednak
sprawe, iz w trud'uej sytuacji gospodarczej i finansowej Niemiec musza pozyskac

cc(

~
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Rozwiazanie zadania F9.

Równanie ruchu pojazdu, wynikajace z II
zasady dynamiki Newtona jest nastepujace:

ma = m _dv = -kev'+mg.dr

Poniewaz interesujemy sie przyspieszeniami

hamowania wielokrotnie" przewyzszajacymi

przyspieszenie ziemskie. sile przyciagania
grawitacyjnego mozna zaniedbac w porównaniu

z sila oporu.
Wówczas:

a=-.!!..~~
m

Szukamy maksimum przyspieszenia
hamowania a. Przyspieszenie a mozcmy

traktowac jako funkcje gestosci powietrza
w punkcie. w którym znajduje sie aktualnie
pojazd. lub jako funkcje predkosci pojazdu.

Istnieje bowiem jednoznaczny zwiazek
pomiedzy predkoscia pojazdu i gestoscia
powietrza w danym punkcie. Aby znalezc ten

zwial.ek, nalezy zmiane predkosci w czasie

wyrazic -przez zmiane predkosci jako funkcje
Q. Mianowicie:

.!!:!.. = !!:... . .'!E... = fl dv . e (_ ~) =dl de dr de dr

dv

= p de ev.

Podstawiajac otrzymany wynik. do równania

ruchu, otrzymujemy:

dv ...!:.-- de.
~- m/J 'v

nastepnie calkujac predkosc od Vo do v
i Ilestosc od O do 11.otrzymujemy

In~ = - ...!:.--e.
Vo mp

Stad. w dowolnym punkcie, w którym

znajduje sie pojazd. zachodzi zwiazek:

a = /Jv'ln ..!:.....
Vo

Maksymalna, bezwzaledna wartoSC

przyspieszenia hamowania wynosi:

v2
O

lamax! = p 2"
gdzie e jest podstawa logarytmu naturalnego.

Zauwatcie. ze lamaxl jest funkcja jedynie fl

j tlal natomiast nie zalezy od m, k i A.

Dopuszczalna predkosc pojazdu wynosi:

Vo = f 2n;L

Podstawiajac wartosci liczbowe. dla n = S

otrzymujemy Vo '" l ,S km/s. Otrzymana

wartoSC Vo jest przyblizona. ze wzgledu na
pominiecie sily ciezkosci i uproszczona postac
sily oporu (sluszna jedynie dla duzych
predkosci pojazdu).

Gdyby de zostalo wlaczone dodatkowe

hamowanie. predkosc pojazdu przy

powj~rzcbni ziemi wynioslaby przy
powyzszych uproszczeniach:

kA

mJl
> O.

Rzeczywista predkosc bylaby jeszcze wieksza.

Dlatego konieczne jest wlaczenie dodatkowego
hamowania pojazdu.

powazniejszy mecenat, i to na jak najwyzszym szczeblu. Korzystajac wiec z okazji
postanowili równolegle z konferencja naukowa w lutym 1942 roku zorganizowac
cykl popularnych pogadanek dla najwyzszych osobistosci. Zaproszenia
otrzymali miedzy innymi minister Speer, feldmarszalek Keitel, reichsfijhrer
Himmler, admiral Raeder, marszalek Goring, reichsleiter Bormann. Uczeni
przygotowali sie bardzo solidnie. Na wysokosci zadania nie stanela jedynie ...
sekretarka w Urzedzie Uzbrojenia Armii, która wysylala zaproszenia. Po prostu
pomylila programy obydwu posiedzen. Nic dziwnego, ze skoro Keitel, Himmler,
Goring i inni otrzymali zaproszenie na konferencje z programem zawierajacym
zupelnie niezrozumiale dla laika tytuly referatów naukowych, wykrecili sie
brakiem czasu.
Byl to dla naukowców niemieckich dotkliwy cios. Nie opuscili jednak rak
i w dalszym ciagu podejmowali próby zainteresowania wladz swymi badaniami;
w pewnej mierze udalo im sie to wkrótce. Na razie jednak musieli pogodzic sie
z faktem, iz opieke nad programem U przejela Rada Badan Naukowych Rzeszy.
Sekcja fizyki Rady kierowal nazista, profesor Abraham Esau. Nie byl to
naj szczesliwszy uklad. Esau pierwszy, juz przed wojna, wystapil z propozycja
programu rzadowego w zakresie badan jadrowych. Rychlo zostal dosc brutalnie
wyeliminowany z gry przez wojsko, co uczeni niemieccy zatrudnieni w programie
U przyjeli bez zalu. I teraz oto Esau, zdawaloby sie, wrócil do lask. Jego
kierownictwo programem U ograniczylo sie jednak -do spraw-administracyjnych
i finansowych. Jako naukowiec nie mial zadnego autorytetu. W sprawach
merytorycznych mial wiec wplyw na prowadzone badania faktycznie tylko o tyle,
o ile decydowal o rozdziale przyznanych na te cele funduszy. Uczeni niemieccy
pracowali wiec nadal w osobnych grupach, dazac do realizacji swoich koncepcji
nie zawsze uzgodnionych, a czestokroc wrecz konkurencyjnych. Dalsze
ograniczenia w polityce gospodarczej Rzeszy stworzyly dla wladz pilna
koniecznosc podjecia decyzji co do celowosci kontynuowania programu U.
Spadlo to na barki ministra Speera, gdyz tylko on mial prawo uchylic wydane
zima przez Goringa zarzadzenie nieprowadzenia jakichl).olwiek badan nie
majacych bezposredniego znaczenia dla armii. Na konferencji w dniu 4 czerwca
1942 roku, z udzialem Speera, jego doradców, oraz wysokich przedstawicieli
wojska, próbowal Heisenberg zdobyc poparcie dla programu U dosc wyraznie
kreslonymi mozliwosciami militarnymi bomby jadrowej. Nie umial jednak czy nie
chcial doprowadzic przetargu do konca; nie bedac jeszcze pewny, czy uda mu sie
przeprowadzic kontrolowana reakcje rozszczepienia, nie chcial podejmowac
zadnych zobowiazan, studzac zapal marszalków i generalów do bomby perspektywa
wieloletnich badan. Trudno jednak oczekiwac, by takie ryzyko wzial na siebie
Speer.
Program U nie zostal jednak wstrzymany. Byl to bowiem okres, kiedy rzad
Rzeszy postanowil scislej podporzadkowac nauke niemiecka potrzebom
wojujacego panstwa. 9 czerwca podpisal Hitler dekret, powolujacy w miejsce
dawnej Rady Badan Naukowych Rzeszy Ministerstwa Oswiaty cialo o tej samej
nazwie, które mialo podlegac bezposrednio Radzie Ministerialnej do Spraw
Obrony Rzeszy (w sklad której wchodzili najwazniejsi przedstawiciele rzadu,
wojska oraz partii nazistowskiej). Goring, który przewodniczyl Radzie
Ministerialnej, nie mial jednak zamiaru zabierac sie do porzadkowania nauki
niemieckiej. Na naradzie w dniu 6 lipca przyznal wrecz otwarcie, z wlasciwa
sobie rubasznoscia: ,,[ ... ] nie mozemy studiowac prac, które ci madrale pisza
przynajmniej ja jestem na to za gl~pi". W efekcie nowy szyld mieli wypelnic
trescia zaufani naukowcy, powolywani jako "pelnomocnicy marszalka Goringa
do spraw [... ]". Goring wyznaczyl wiec odpowiednich pelnomocników,
a kierownictwo Rady poszlo po najmniejszej linii oporu i zajelo sie wlasna
organizacja. Jak latwo pr~ewidziec, pelnomocnikiem Goringa do spraw badan
jadrowych zostal dotychczasowy kierownik programu U, profesor Esau.
Wprawdzie przyznano pewne priorytety (niektóre nawet wieksze niz dla prógramu
V -latajacych bomb) i zwiekszono, nawet dosc pokaznie, budzet na te badania
(czego naukowcy wcale sie nie spodziewali), ale organizacyjnie wszystko
pozostalo po staremu. Zwiekszone fundusze umozliwily podjecie szerzej
zakrojonych prac, ale zaostrzyly jeszcze konkurencje miedzy róznymi grupami,
zupelnie jak w starym przyslowiu: im wiekszy ser, tym glosniej klóca sie wrony.

Dokonczenie w numerze 11
Oprac. Z.P.

wg ksiazki D. Irwinga
The Vlrus Hilu,te
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Fizyka a. piekno

Doc. dr hab. Tomasz HOFMOKL

Szkic .ob.ok przedstawia dziewczyne z wachlarzem. Jest piekna. Jestescie zdziwieni, nie widac
teg.o - n.o trudn.o, t.o jest tylk.o upr.oszcz.ony rysunek. Widac elementy jej p.ostaci: tulów, rece,
nie jest ani lysa, ani slepa. Macie jednak racje, w tak duzym upr.oszczeniu tracimy wiele
inf.ormacji, które m.oglyby p.oZW.olic.ocenic jej piekn.o.

Twierdze, ze badanie wlasn.osci pól magnetyczneg.o i elektryczneg.o jest piekna i pasj.onujaca
dziedzina fizyki. Macie watpliw.osci? A m.oze t.o brak inf.ormacji nie p.ozwala na pelny zachwyt?
Pr.ogram szk.olny d.ostarcza .ogr.omnej i1.osciwiedzy Q p.oszczególnych zjitwiskach. Uczymy sie
elektr.ostatyki, magnet.ostatyki, Q zjawiskach zwiazanych z przeplywem pradu e1ektryczneg.o, ale
sa t.o .oddzielne, slab.o p.owiazane ze S.oba r.ozdzialy fizyki. W szk.ole brak czasu na szersze
sp.ojrzenie - gdzies trzeba sie zatrzymac. Nas .ograniczenia te nie d.otycza. M.ozemy sw.ob.odnie
gawedzic, .opuszczajac C.ozmudniejsze wyprowadzanie wz.orów. A m.oze dzieki temu d.ostrzezecie
prawdziwie piekn.o ukryte za dlugimi przekSztalceniami f.ormalnymi. Spróbujmy.
Przedstawiam n.owe twierdzenie pachnace herezja: P.ojecie p.ola magnetyczneg.o jest niep.otrzebne.
Na pewn.o jest wyg.odne w uzyciu, jestesmy d.on przyzwyczajeni, ale twierdze,..ie m.ozemy sie
bezen .obyc. Nie wierzycie? Spróbuje ujac t.o bardziej precyzyjnie.

Wystarczy:

1. umiec .obliczyc wyniki .obserwacji zjawiska fizyczneg.o w jednym inercjalnym ukladzie
.odniesienia na p.odstawie .obserwacji teg.o sameg.o zjawiska i w innym ukladzie inercjalnym,

2. znac praw.o C.oul.omba, zasade zach.owania ladunku i, C.owcale na jedn.o nie wych.odzi, zasade

niezmiennicz.osci ladunku,
aby:
wni.osk.owac, ze pr7.ew.odnik z pradem elektrycznym .odpycha lub przyciaga ladunek elektryczny
p.oruszajacy sie równ.olegle d.o przew.odnika.
Stad juz kr.ok d.o .opisania tych wszystkich zjawisk t.owarzyszacych przeplyw.owi pradu
elektryczneg.o, które zwykle .okreslamy mianem magnetycznych.

Hasl.o wystarczy tylk.o p.oz.ornie wyglada tak skr.omnie. Punkt pierwszy t.o w praktyce cala
szczególna te.oria wzgledn.osci Einstein!!. Nie przejmujcie sie, jezeli jej nie znacie. T.o C.ojest nam
p.otrzebne d.o r.ozwazan, zr.ozumiecie bez trudu. Punktem wyjscia kazdej te.orii sa zalozenia bedace
u.ogólnieniem pewnych faktów d.oswiadczalnych. Jednym z takich p.odstaw.owych zal.ozen
szczególnej te.orii wzgledn.osci jest stal.osc predk.osci swiatla, niezaleznie .od teg.o, czy .obserwat.or
i zródl.o sa nieruch.ome, czy któres z nich p.orusza sie. Kierowca sam.och.odu zblizajac sie d.o
swiatel na skrzyz.owaniu zarejestruje te sama predk.osc d.ocierajaceg.o d.on pr.omienia swietlneg.o, C.o
pieszy st.ojacy na ch.odniku. Ten zaskakujacy wni.osek wyplywa z negatywnych wyników
d.oswiadczen przeprowadzonych w II p.ol.owie XIX i na p.oczatku XX wieku; w d.oswiadczeniach
tych usil.owan.o wyznaczyc predk.osc hip.otetyczneg.o wiatru eter.oweg.o. Stal.osc predk.osci swiatla
wydaje sie przeczyc zdr.owemu r.ozsadk.owi, jest t.o jednak fakt d.obrze ustal.ony - i trzeba g.o
wlaczyc d.o naszej wiedzy Q .otaczajacym swiecie. K.onsekwentne uznanie stal.osci predk.osci
swiatla niezaleznie .od ruchu zródla i .obserwat.ora wymaga dalek.o idacych m.odyfikacji
w d.otychczas.owych te.oriach fizycznych. Musimy przede wszystkim znalezc taki sp.osób
przeliczania (transf.orm.owania) wyników .obserwacji z jedneg.o ukladu inercjalneg.o d.o drugieg.o
ukladu inercjalneg.o, aby predk.oSC swiatla byla w .obu ukladach jednak.owa. Sk.orzystajmy z teg.o,
czeg.o inni d.ok.onali, i P.opatrzmy, jak t.o m.ozna zr.obic i jakie sa konsekwencje wynikajace
z takieg.o postep.owania.

Przyjmujac .oznaczenia z rysunku, reguly przeliczania wspólrzednych w ukladzie x,y,z na
wspólrzedne ukladu x',y',z', p.oruszajaceg.o sie wzgledem pierwszeg.o wzdluz .osi x z predk.oscia V,
m.ozna ujac wz.orami:

y "
(I)

x-V, t

x' = V ----y2 ;
l-- c'

y' = y; z' = z; I' =

V

t-?" x

Y----r'1- -c'

z

o

y

X;XI

gdzie c = 2,997.925' 108 m/s - predk.osc swiatla w prózni.
2) Dlug.oSC.odcinka transformuje sie nastepujaC.o:

.•j----rL' = L V 1-?".
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Sztaba w ruchu jest krótsza od takiej samej sztaby spoczywajacej.
(3) Transformacja predkosci ciala poruszajacego sie wzdluz osi x wyraza sie wzorem:

v-v
v'=-vv'1-7

gdzie v - predkosc ciala wzgledem ukladu x,y,z; v' - predkosc tego samego ciala wzgledem
ukladu x',y',z'. Jezeli obiektem jest foton poruszajacy sie z predkoscia swiatla c wzgledem ukladu
x,y,z, to jego predkosc wzgledem ukladu x',y',z' wyniesie:

v' = c-~ c-v
1- fV = c c- V = c.7

a wiec w obu ukladach predkosc jest taka sama.
Transformacja (1) nosi nazwe transformacji Lorentza. Mozemy ja stosowac równiez w warunkach
zycia codziennego, czyli dla malych predkosci V i v. Jezeli v« c oraz V« c, to v' = v- V.Do
tej zaleznosci jestesmy od dawna przyzwyczajeni.
Wiemy juz, jak postapic przy przeliczaniu wyników pomiarów wielkosci fizycznych mierzonych
wzgledem róznych ukladów inercjalnych. Czy to jest jednak takie wazne? W tym wlasnie miejscu
nalezy przypomniec sobie stara hipoteze niezmienniczosci:
Podstawowe prawa fizyki sa jednakowe we wszystkich inercjalnych ukladach odniesienia.

Hipoteze te sformulowal.w odniesieniu do praw mechaniki Galileusz. Einstein rozciagnal ja na
wszystkie dziedziny fizyki. Jest ona na tyle dobrze sprawdzona doswiadczalnie, ze mamy wszelkie
pods(awy, aby nazwac ja zasada niezmienniczosci i uwazac ja za ustalone prawo naukowe.
Jezeli zgodzimy sie z takim jej potraktowaniem, otrzymamy potezne narzedzie badawcze: z jednej
strony recepte na przeliczanie wartosci wszystkich wielkosci fizycznych mierzonych wzgledem
róznych ukladów inercjalnych, z drugiej strony zasade, która mówi, ze po przeliczeniu prawa

fizyczne nie moga ulec zmianie. Mozemy sprawdzac i p/oprawiac kazda nowa teorie fizyczna
modyfikujac ja dopóty, dopóki, jak to sie mówi, nie bedzie ona relatywistycznie niezmiennicza.
Nie zawsze jest to latwe i nie zawsze umiemy przeprowadzac niezbedne poprawki. W mechanice
klasycznej i w jej dziale zwanym dynamika trudnosci te pokonano, a wyniki sa zaskakujace.
Okazalo sie na przyklad, ze masa ciala poruszajacego sie rosnie wraz z predkoscia ruchu zgodnie

m

z zaleznoscia m' = •r'--- .Wynik ten potwierdzono doswiadczalnie .•..1-V2/c2 .

Konsekwencja zasady niezmienniczosci i transformacji Lorentza jest prawo transformacji sily
dzialajacej na cialo, czyli - zwiazki miedzy wartosciami sily mierzonej raz w jednym ukladzie
inercjalnym, raz w drugim. Podamy je w szczególnym przypadku. J,ezeli czastka spoczywa
w ukladzie u', a uklad u jest innym ukladem inercjalnym, który porusza sie wzgledem u' z dowolna
predkoscia V - to transformacja skladowych (prostopadlej i równoleglej do kierunku ruchu)
sily dzialajacej w ukladzie u' na czastke ma postac:

(4)

..•/---yiFi. = V 1- Ci" Fi·

Rozwiazanie zadania M17

Przypuscmy, ze wielomian (x) =oo+o,x+
+ ... +OnXn o wspólczynnikach calkowitych

spelnia podane warunki.

Mamy wÓWCzas

00+290,+29'0,+ +29non = 15,

00+260,+26'0,+ +26non = 8,
skad, odejmujac stronami, otrzymujemy:

(0)(29-26)0,+(29'-26')0,+ ... + (29n
-26n)0. = 7.

Zauwazmy, ze

29k-26k = (29-26)(29k-'+29k-,. 26+
+ ... +29· 26k-'+26"-1).

Lewa strona równosci (O) jest wiec podzielna

przez 3, a prawa nie. Przypuszczenie nasze
bylo wiec falszywe, a wiec wielomian

spelniajacy warunki podane w zadaniu, jezeli

istnieje, to ma którys wspólczynnik
niecalkowity. Latwo sprawdzic, ze

wielomianem takim jest na przyklad

[(x) = 2- x- 1583 -3-'

Mozna wykazac, ze zjawiska zwane magnetycznymi sa prosta konsekwencja zastosowania
transformacji Lorentza do zjawisk zwiazanych z ruchem ladunku elektrycznego oraz relatywi
relatywistycznej niezmienniczosci ladunku.
(5) Co wiemy o ladunkach elektrycznych? Zwykle to, co pamietamy 2. elektrostatyki. Wiemy

jeszcze nieco wiecej, ale jest to wiedza niemal podswiadoma - z jej posiadania nie zdajemysobie
sprawy albo nie doceniamy jej znaczenia. CzY prawdziwe jest zdanie: calkowity ladunek uklad\!

nie zmienia sie na skutek ruchu nosników ladunku? Prawie kazdy odpowie twierdzaco; trudniej
bedzie uzasadnic to stanowisko. Zatrzymajmy sie na chwile przy tym twierdzeniu, warto je
popr;zec danymi doswiadczalnymi - przekonalismy sie bowiem, ze rzeczy oczywiste nie musza
byc prawdziwe. Danych doswiadczalnych na poparcie gloszonej tezy mamy bardzo wiele, i to
doslownie pod reka. Nalezy tylko dbkladnie sprawdzic, ze atomy i czasteczki róznych substancji
sa neutralne elektrycznie. Widzicie juz zwiazek? To bardzo proste. Atomy róznych substancji sa
zbudowane w rózny sposób nie tylko pod wzgledem liczby protonów i elektronów jako
nosników ladunku; czastki te poruszaja sie przeciez w róznych substancjach w rózny sposób.
Elektrony kraza po róznych orbitach, protony zwiazane sa w jadrze slabiej lub silniej. Jezeli
atom wodoru jest elektrycznie neutralny, to fakt, ze atom helu jest równiez neutralny, swiadczy na
korzysc relatywistycznej niezmi<mniczosci ladunku. Pomiary_neutralnosci ladunkowej atomów
wykonano stosunkowo niedawno. J. G. King wykazal (<<Physical Rewiew Letters», 5 (1960),
s. 562), ze atom wodoru jest elektrycznie neutralny z dokladnoscia 1: 1020• Podobny wynik
otrzymano dla atomów helu.
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(6) Pozwoliwszy ladunkowi na ruch, sprawiamy sobie wiele klopotów. Pojawiaja sie nowe
problemy, które trzeba rozstrzygac. Pamietamy z elektrostatyki, ze sila dzialajaca na

nieruchomy ladunek q umieszczony w polu elektrycznym o natezeniu E wynosi F = qR Czy
zwiazek pozostaje sluszny, gdy ladunek q porusza sie? Nie mozna dac odpowiedzi jednym

slowem. Musimy zrobic zastrzezenie co do zródla pola. Aby mozna bylo zastosowac wzór F = qE,

pole musi pochodzic od ukladu ladunków, które w jakims ukladzie odniesienia znajduja sie
w spoczynku. Dwa ladunki umieszczone nieruchomo w lecacym samolocie spelniaja podany
warunek. Jezeli kazdy ladunek bedzie spoczywal w innym samolocie, a samoloty te z kolei beda
lecialy w przeciwnych kierunkach, to warunek oczywiscie nie bedzie spelniony, poniewaz nie
mozna dobrac ukladu wspólrzednych, w którym oba ladunki bylyby jednoczesnie w spoczynku.
Byc moze zastrzezenie co do zródla.pola wydaje sie malo wazne, ale skorzystamy zen w dalszej
czesci rozwazan. To co powiedzialem, jest wynikiem zastosowania transformacji Lorentza do pola
elektrycznego, wynikiem potwierdzonym doswiadczalnie w ogromnym zakresie predkosci
poruszajacego sie ladunku.
Mamy juz wystarczajacy zapas informacji, aby przystapic do spelnienia obietnicy zapowiedzianej
na poczatku. Zbudujmy w tym celu uproszczony model przewodnika. Bez obaw! Uproszczenie
nie oznacza rezygnacji ze scislosci, jest to tylko wybór prostszej drogi postepowania. Otóz niech

nasz przewodnik sklada sie z ladunków dodatnich poruszajacych sie w prawo i ladunków
ujemnych poruszajacych sie w lewo. Wielkosc ladunku kazdego znaku, przypadajaca na

jednostke dlugosci przewodnika (gestosc liniowa ladunku J. obserwowana przez nieruchomego
obserwatora - uklad laboratoryjny), jest stala (J.+ = J._). Ostroznie! Nasze rozumowanie wymaga
bacznej uwagi. Pamietajcie, w jakim ukladzie odniesienia prowadzimy kolejny etap rozumowania.
Niech nikt nie zostaje w starym ukladzie, gdy my przeskoczymy do nowego, bo grozi nam
straszny galimatias. Dla uproszczenia zapisu wzorów wprowadzmy zgodnie z ogólnie przyjetymi

oznaczeniami w mechanice relatywistycznej symbole (J = Vlc oraz y = 1tJII - V21c2:

(7) Tak dla wprawy, a przyda to sie pózniej, znajdzmy gestosc ladunku w ukladzie, w którym
ladunki dodatnie beda w spoczynku. Uklad taki porusza sie razem z ladunkami dodatnimi z ta

sama co one predkoscia. Obszar zajmowany przez rozklad ladunków dodatnich zwiekszy sie,
wracamy bowiem do ukladu spoczynkowego ladunków (2). Sam ladunek natomiast nie ulega
Z1nianie (5). Wynika stad, ze gestosc ladunku zmniejszy sie i bedzie równa J.+lyo(Yo =

= 11 V1- :~).Podobne rozumowanie mozemy zastosowac do ladunków ujemnych.
Mamy juz przewodnik, w którym plynie prad. W odleglosci r od tego ladunku umieszczamy
ladunek próbny q. Niech pozostaje on, przynajmniej chwilowo, w spoczynku w ukladzie
laboratoryjnym. Znajdujemy sie w ukladzie laboratorium. Gestosc ladunków dodatnich i ujemnych
jest taka sama. Pola elektryczne równowaza sie. Wypadkowy wektor natezenia pola jest równy
zeru. Wniosek jest gotowy. Przewodnik z pradem nie dziala na nieruchomy ladunek. Nadajmy
teraz ladunkowi próbnemu predkosc Vo w kierunku ruchu ladunków dodatnich. I co teraz?
W pierwszej chwili chcialoby sie powiedziec, ze sila pozostanie równa zeru, bo ladunek porusza
sie w polu o natezeniu E = 0, a przeciez dopiero co stwierdzilismy, ze sila dzialajaca na
poruszajacy sie ladunek nie zalezy od jego predkosci (6). Badzcie ostrozni! To zdanie
jest prawdziwe z pewnym zastrzezeniem co do zródla pola. A czy zastrzezenie to jest
spelnione w tym przypadku? Prawda, ze nie? Co robic? Otóz nalezy siasc, ale wcale

nie plakac, tylko siasc lub, mó\\;'iac zwyczajnie, zwiazac sie z ladunkiem próbnym.
Przeniesiemy sie teraz do. ukladu, w którym ladunek próbny znajduje sie w spoczynku.
Nazwiemy ten uklad ukladem ladunku próbnego. Przejscie do nowego ukladu
wymaga przeliczenia interesujacych nas wielkosci. W' pierwszej kolejnosci przeliczymy predkosci
ladunków dodatnich i ujemnych wyrazone w jednostkach predkosci swiatla c:

{J - {Jo-{J. {J - {Jo+{J
+ - l-{Jo{J' - - l+{Jo{J •

Znamy predkosci ladunków dodatnich i ujemnych w ukladzie ladunku próbnego, obliczylismy
(7) gestosci ladunków w swoich wlasnych ukladach spoczynkowych. Latwo obliczyc gestosci
ladunków w ukladzie ladunku próbnego:

J.'+ = y~ (:J, J.'_ = y~ L~)·
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Wypadkowa gestosc ladunku J.' + - J.' _ mozemy wyrazic po pewnych nieco nudnych
przeksztalceniach:

J. J. [1 1]J.'+-J.'_ = y;; (y'+-y'-) = Y;- ..•I ({JO-{J)2 - ..• 1 _ (-.to+{J)'V 1- 1-{Jo{J V 1 1+{Jo{J
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Znajac wypadkowa gestosc ladunku majdziemy natezenie pola elektrycznego. Nalezy w tym
miejscu odszukac w jakims podreczniku elektrostatyki wyrazenie na pole elektryczne wokól
jednorodnie naladowanego walca:

2).
E (r) = --r-'

stad

a wiec sila

jest skierowana poprzecmie do kierunku ruchu czastki i ladunków w przewodniku.
Czeka nas ostatni krok. Musimy przetransformowac sile z powrotem do ukladu laboratorium.
To juz umiemy robic (4):

l
F= -F'- 4qJ.Vvo

y _ u_···

Dotarlismy do miejsca, w którym mozna podelektowac sie wynikiem. Zwróccie uwage, ze

2J.vo oznacza wartosc natezenia pradu I plynacego w przewodniku, a wiec F = 2q~I •re

Stwierdzamy, ze na ladunek poruszajacy sie równolegle do przewodnika z pradem dziala sila
skierowana prostopadle do przewodnika i proporcjonalna do predkosci ruchu ladunku. Zadanie
mozna by rozwiazac wprowadzajac pojecie pola magnetycznego. Przewodnik z pradem wytwarza

wokól siebie pole magnetycme o indukcji li Na ladunek poruszajacy sie w tym polu dziala sila

F = q' Vx B. Jezeli tylko przypomnimy sobie, czemu równa jest indukcja pola magnetycmego
wokól przewodnika z pradem, to okaze sie, ze wyprowadzilismy wzór identyczny. To, ze nazywamy
pewne wyrazenie indukcja pola magnetycznego. jest kwestia przede wszystkim historyczna. Czy
mamy wobec tego prawo twierdzic, ze pole magnetyczne nie istnieje? Oczywiscie nie. Obserwujemy
w przyrodzie szereg zjawisk, które mozna wytlumaczyc korzystajac z pojecia pola elektrycznego
i szeregu innych, które tlumaczymy korzystajac z pojecia pola magnetycznego. Wykazalismy, ze 'nie
sa to wielkosci niezalezne. Nalezy pamietac, ze zawsze istnieje pole elektromagnetyczne, którego
dzialanie przejawia sie w rózny sposób, w zaleznosci od warunków doswiadczenia.
JezeJj chcialbys, Czytelniku, przesledzic naszkicowane rozumowanie w szczególach, radzimy Ci
zajrzec do podrecznika E. M. PurcelIa Elektrycznosc i magnetyzm, 1974, PWN, rozdz. V.
PrzedstawilismY w ogromnym skrócie informacje o polu elektrycznym i magnetycznym. Pozwolily
one wypelnic te luki, które uniemozliwialy otrzymanie jednolitego obrazu zjawisk
elektromagnetycznych. Czy obraz ten jest piekny i pociagajacy - kwestia gustu. Macie jednak

podstawy do samodzielnej oceny. Podobnie nie spodziewam sie, ze pomimo dostarczenia
wiekszosci brakujacych informacji (reprodukcja jest tylko czarno-biala) o dziewczynie
z wachlarzem Piotra Augusta Renoira (1841-1919) podobala sie ona wszystkim jednakowo.

Mozna ja jednak ocenic.

Czytelnicy proponuja

Mgr inz. J. Kawecki z Warszawy podaje geometrycmy sposób znajdowania zespolonych
pierwiastków równania kwadratowego

o ujemnym wyrózniku:
- w przestrzeni trójwymiarowej rysujemy parabole

v = ax2+bx+c,
z = O;

_ odbijamy te parabole symetrycznie wzgledem jej wierzcholka, a nastepnie obracamy o kat 90°
wzgledem jej osi (rysunek);
_ majdujemy punkty przeciecia przeksztalconej paraboli z plaszczyzna y = O.

Otrzymane punkty beda mialy wspólrzedne (p, O, q) i (p, O, - q). Poszukiwane pierwiastki to
wlasniep+iq,p-iq,gdziei2 =-1.
Propozycja jest nastepujaca:
_ sprawdzic, czy opisana metoda jest poprawna (dowiesc lub obalic);
- podac inne rozwiazanie tego problemu .
Informacje o liczbach zespolonych zamiescilismy w 3 nrze «Delty».
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