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o "wielkim twierdzeniu Fermata"

Dr Andrzej ROTKIEWICZ
Wielki matematyk angielski G. H. Hardy (zmarly w 1947 roku) napisal:
"Elementarna teoria liczb powinna byc uwazana za jeden znajwlasciwszych
przedmiotów w poczatkach wyksztalcenia matematycznego. Wymlga ona bardzo
malo uprzedniej wiedzy, a przedmiot jej jest uchwytny i znajomy, metody
roiumqwania, które stosuje, sa proste, ogólne i nieliczne, i nie ma sobie równej
wsród nauk matematycznych w odwolywaniu sie do naturalnej ludzkiej ciekawosci".
A wedlug opinii jednego z najwiekszych matematyków w historii, którego prace
leza u podstaw wielu wspólczesnych dzialów matematyki, matematyka
niemieckiego Gaussa (1777-1855), "matematyka jest królowa nauk, a teoria liczb
jest królowa matematyki".
Przedmiotem teorii liczb sa miedzy innymi wlasnosci liczb pierwszych, a wiec
takich liczb naturalnych, które maja dokladnie dwa dzielniki naturalne, jak
równiez na przyklad teoria liczb zajmuje sie rozwiazywaniem równan w liczbach
calkowitych. Zagadnienia teodoliczbowe zawdzieczaja zainteresowanie, jakie
wzbudzaja, nie temu, ze moga przyczynic sie do postepu techniki nowoczesnej,
lecz tajemnicy, jaka kryja w sobie liczby pierwsze, oraZ trudnosciom, jakie na
przyklad napotykamy przy rozwiazywaniu pewnych równan w liczbach
calkowitych, których pokonanie wydaje sie rzecza niedostepna dla ludzkiej
inteligencji. Teoria liczb, ta "wiecznie mloda" dziedzina matematyki, bo majaca
wiele "wiecznie mlodych" problemów, stanowi bardzo pociagajacy rezerwat dla
tych, którzy chca sie odsunac od cywilizacji wspólczesnej. Nie sposób w/jednym
artykule omówic tych wszystkich "wiecznie mlodych" problemów. Zatrzymajmy
sie nad jednym Z nich, historycznie bezsprzecznie najglosniejszym, a zwanym
"wielkim twierdzeniem Fermata".

Piotr Fermat (1601-1665) byl prawnikiem z Tuluzy; matematyka zajmowal sie
z amatorstwa. PolozyL on bardzo duze zaslugi w teorii liczb, a ponadto jest
uwazany, obok Leibniza i Newtona, za jednego z twórców rachunku rózniczkowego.
Otóz Fermat czytajac dzielo matematyka greckiego Diofantosa (Diofantos
z Aleksandrii urodzil sie okolo 250 lat przed nasza era i byl pierwszym, który
w sposób systematyczny zajal sie rozwiazywaniem równan w liczbach calkowitych)
napisal na marginesie ustepu traktujacego o rozlozeniu kwadratu liczby naturalnej
na sume dwóch kwadratów liczb naturalnych notatke nastepujacej tresci:
"Tymczasem zupelnie niemozliwe jest rozlozenie szescianu na sume dwóch
szescianów ani potegi czwartego stopnia na sume dwóch poteg czwartych stopni,
ani w ogóle jakiejkolwiek potegi wyzszego stopnia na sume dwóch liczb w tejze
potedze. Znalazlem istotnie zadziwiajacy dowód tego twierdzenia, ale brak tu
miejsca, aby go umiescic". Tak wiec Fermat sadzil, ze udowodnil twierdzenie
nazwane pózniej jego naZwiskiem. Jest to jednak malo prawdopodobne i wszyscy
powazni matematycy sa zdania, ze Fermat dowodu poprawnego nie posiadal.
W tym miejscu nalezy jednak podkreslic, ze próby udowodnienia "wielkiego
twierdzenia' Fermata" sprzyjaly powstaniu i rozwojowi bardzo glebokich metod
badan matematycznych. Sam Fermat rzeczywiscie znalazl dowód dla n = 4. Dla
n = 3 dowód znalazl Euler (1707-1783), wielki matematyk. szwajcarski (wydanie
zbiorowe jego dziel obejmuje czterdziesci kilka duzych tomów; byl on
dziesieciokrotnie nagradzany przez Paryska Akademie Nauk), lecz jego dowód byl
niekompletny. Najwieksze zaslugi przy badaniu problemu Fermata polozyl
matematyk niemiecki Kummer (1810-1893), który przy badaniu tego zagadnienia
wprowadzil liczby algebraiczne powstajace Z p-tych pierwiastków z jednosci, co
dalo poczatek algebraicznej teorii liczb. Badania Kummera zostaly pózniej
uogólnione przez Dedekinda i Kroneckera. Kummer zauwazyl zjawisko
niejednoznacznosci rozkladu na czynniki nierozkladalne w cialach Q(Zp), gdzie Zp
oznacza p-ty pierwiastek z jednosci. Kazdy element ciala Q(Zp) jest postaci:

aO+alZ~+a2Z;+ ... +ap_lZ~-l,
2ni

gdzie ao, al, ... ap_1 sa liczbami wymiernymi, Zp = e p .

W 1850 roku opublikowal Kummer prace, w której wyróznil w cialach Q(Zp) tzw.
liczby idealne, przy pomocy których udalo mu sie stworzyc namiastke twierdzenia
o jednoznacznym rozkladzie na czynniki nierozkladalne, dzieki czemu w 1850 roku
zdolal udowodnic nastepujace twierdzenie, Zwane pózniej "twierdzeniem
Kummera" : Jezeli p > 2 jest liczba pierwsza regularna (liczby pierwsze regularne
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1 . nyN-l ~ nxN-1,
'\

(n, k) = ] oznacza, ze liczby n i k sa
wzglednie pierwsze, to znaczy nie maja
\yspólnego dzielnika róznego od 1.

. nazywa sie tez liczbami pierwszymi Kummera), to równanie xP+yP = zP nie ma
rozwiazan w liczbach naturalnych x, y, i z.
Liczba pierwsza p > 2 nazywa sie regularna, jesli

p2llk+2k+'H +(p-l)k dla k=2,3,4, ... ,p-1.

Symbol alb oznacza, ze a jest dzielnikiem b, zas symbol alb oznacza, ze a nie jest
dzielnikiem b.
Czytelnik zechce sprawdzic, ze liczby 3, 5 i 7 sa regularne. Sposród liczb pierwszych
nie przekraczajacych 100 wszystkie sa regularne z wyjatkiem p = 37, 59 i 67. Do
tej pory jednak nie wiemy, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych
regularnych. W 1915 roku K. L. Jensen udowodnil, ze istnieje nieskonczenie wiele
liczb pierwszych nieregularnych. Sposród 302 liczb pierwszych < 2000 jest tylko
II8 regularnych. Dzis wiemy, ze równanie Fermata xN+ yN = ZN dla 2 < n < 25000
nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych x, y i z. Ten ostatni wynik zostal
osiagniety przy uzyciu róznych twierdzen i maszyn matematycznych dopiero w r. 1967.
W 1908 roku matematyk P. Wolfskehl z Darmstadtu zapisal Towarzystwu
Naukowemu w Getyndze sto tysiecy marek, które mialy byc wyplacone jako
nagroda temu, kto badz znajdzie ogólny dowód twierdzenia Fermata, badz wykaze
jego falszywosc na jednym chocby przykladzie. Mimo ze po 1918 roku nagroda ta
ulegla dewaluacji, wiele osób (przewaznie niematematyków) oglaszalo wlasnym
nakladem coraz to nowe, ale stale bledne dowody tego twierdzenia. hkkolwiek
zrozumienie, o co idzie w wielkim twierdzeniu Fermata, wymaga zaledwie
elementarriych wiadomosci z arytmetyki, nie wynika stad jednak, ze istnieje
elementarny dowód tego twierdzenia. F. Lindemann (ten sam, który w 1882 roku
udowodnil przestepnosc liczby n) opublikowal w 1901 roku l7-stronicowa rozprawe
majaca zawierac dlugo poszukiwany dowód. Gdy mu wskazywano zasadniczy
blad, Lindemann nie zrazony spedzil wieksza czesc nastepnych 7 lat na próbach
usuniecia blednej przeslanki, nie dajacej sie naprawic, i w roku 1907 oglosil
l3-stronicowy dowód, który jednak byl pozorny wskutek drobnej omylki na samym
poczatku.
Chociaz Kummer nie byl kandydatem do nagrody Akademii Francuskiej (zloty
medal wartosci 3000 franków), ufundowanej w 1849 roku za ewentualny dowód
"wielkiego twierdzenia Fermata", jemu wlasnie zostala ta nagroda przyznana za
zaslugi, jakie polozyl w dziedzinie liczb zespolonych.
Dickson w drugim tomie swej historii teorii liczb poswieca 46 stron druku samym
sformulowaniom róznych twierdzen zwiazanych z "wielkim twierdzeniem
Fermata", wymienia ponad 300 prac napisanych na ten temat. Wsród kilkuset
autorów (237) tych prac wystepuja nazwiska tak slawnych matematyków, jak:
Cauchy, Dedekind, Dirichlet, Euler, Fermat, Gauss, Hilbert, Kronecker, Kummer,
Lagrange, Lebesgue, Legendre, Lindemann, LiouvilIe, Lucas, Mertens, Mirimanoff,
Poincare, 'Van der Corput, Vandiver, Wieferich.
Sposród twierdzen o elementarnym sformulowaniu warto wymienic nastepujace
twierdzenia:
Twierdzenie Wiefericha (z roku 1909):
Jesli istnieja liczby naturalne x, y, z spelniajace równosc xP +yP = zP, gdzie p jest
liczba pierwsza > 2, (xyz, p) = l, wtedy p212P-2.
Twierdzenie Mirimanoffa (z 1910 roku):
Przy zalozeniach poprzedniego twierdzenia mamy p21Y - 3.
Wniosek z twierdzenia Fiirtwanglera udowodniony przez róznych autorów:
Przy zalozeniach twierdzenia Wiejericha mamy p21aP- a dla kazdego a mniejszego
od 44.
Korzystajac z tego wniosku i maszyn matematycznych, matematyk amerykanski
Lehmer udowodnil, ze w przypadku (xyz,p) = l "wielkie twierdzenie
Fermata" jest prawdziwe dla wszystkich p < 253 747 887.
Jesli xN+ yN = ZN, n > 2, to oczywiscie nie moze byc x = y,.bo wtedy 2XN = ZN,

co jest niemozliwe.
Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie Grunerta z roku 1856 (dowód
twierdzenia Grunerta byl tez tematem czwartego zadania na finalach dwudziestej
drugiej Olimpiady Matematycznej w 1971 roku):
Jesli liczby naturalne x, y, z, n spelniaja warunki:

~ +yN = ZN, n > 2, to x > n 1 y > n.
Dowód:

Nie uszczuplajac ogólnosci mozemy zalozyc, ze x ::::::;y < z.
Zatem wobec XN+yN = ZN mamy

xN = ZN_yN = (z-y) (ZN-l+ZN-2yl+ ... +yN-l) >
stad x > n, a poniewaz x ::::::;y wiec takze y > n.
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Rozwiazanie zadania M. 30

Zauwatmy najpierw, te szkola powinna byc

wybudowana na prostej przechodzacej przez A
i B, gdy t w przeciwnym przypadku, przy
umieszczeniu jej w punkcie S byloby

oczywEcie AS' < AS i S'B < SB, a wiec
i60AS'+90S'B < 60AS+90SB.

Nie moze tei ona lezec ze'n'natr.z odcinka AB.

Niech odleglosc AB wynosI a. zas odlegloSC

od A do szkoly - x. Wszystkie dzieci

przebywaja wiec w drodze do szkoly odleglosc
6Ox+90(a-x) ; 9Oa-30x ~f(x). Funkcja

/(x) jest malejaca. a wiec najmniejsza wartosc

przyjmuje dla motliwie najwiekszego x, to

znaczy dla x = a. Szkole' wiec nalezy
wybudowac we wsi B. Zauwazmy, ze gdyby

liczby dzieci mieszkajacych w obydwu

wioskach byly równe, to szkole mozna byloby

wybudowac w dowolnym punkcie miedzy A
iB.
Czytelnik zechce sie zastanowic, jak wyglada

rozwiazanie analogicznego zadania w

przypadku trzech wiosek.

Nierównosc y > n mozna dowiesc inaczej:

Poniewaz (1 + ~)n > 2 dla n = 2,3, ... , wiec

yn < xn+ yO < 2yo < (l + *-r .yO = (y+ ~ r, czyli

yO < ZO < (y+ .~ r, skad y < z < y+ ~ ' i gdyby Y ~ n, toy < z <y+l,cojest
niemozliwe, bo nie istnieje liczba naturalna miedzy dwiema kolejnymi liczbami
naturalnymi ..
Pomysl zastosowany w drugim dowodzie pozwala udowodnic nastepujace
twierdzenie:
Jesli xl+x~+ ... +xZ = tO, gdzie Xl' X2, ... , Xk, t oznaczaja liczby naturalne,
k;;" 2 i Xl < X2 < ... < Xk, to Xk > n.

Dowód:

Wobec Xl < X2 < ... < Xk jest:

(1) xk;;"k.

Przypuscmy, ze Xk ~ n. Wobec (1) mamy k ~ Xk ~ n, skad

(2) n-k+ l > O.

Wobec Xk ~ n, Xl < X2 < ... < Xk mamy:

(3) x~+x~+ ... +xZ ~ xZ+(xk-1)0+ ... + [xk-(k-l)]O = XZ[I+ (1- ~Jo+

( k - l )n] [ ( l )0 ' ( k _ l )n]+ ... + 1- ----x;:- ~ xZ 1+ 1- fi + ... + I--n .
x

Poniewaz eX > l +X, dla kazdego rzeczywistego X, wiec e ° > l + ~ ,skadn

eX > (1 + :) n dla n = l, 2, .,. ; n > - x.

Zatem (3) daje

° ° ° ° (I l l + l) ° (I l l ) _XI+X2+· .. +Xk < Xk + e + -;2' .. , + ek-1 < Xk + 2+4 + .. -

= 2Xk < (1 + *-r xl = (Xk + !:r
Zatem

i wobec
X~+X~+ ... +Xk = tO

mamy

skad

CI

Xk
Xk < t < Xk+-. n

Zatem wobec Xk ~ n jest Xk < t < Xk + l, co jest oczywiscie niemozliwe.
W zwiazku z ostatnim twierdzeniem zauwazmy, ze Euler w 1778 roku wyrazil
przypuszczenie, ze dla k i n naturalnych, spelniajacych nierównosc 2 < k < n,
równanie

X~+X~+ ... +xZ = xZ+1

nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych Xl' ... , Xk+l •

Przypuszczenie to zostalo obalone w 1966 roku.
Mamy mianowicie

275+845+1105+1335 = 1445•

Wynik ten zostal uzyskany przy pomocy maszyny OCD-66000, która to maszyna
sprawdzila tez, ze kazda piata potega mniejsza od 1445 nie jest suma czterech
piatych poteg liczb naturalnych. Przypuszczenie Eulera po 188 latach zostalo w ten
sposób obalone. A moze podobny los czeka "wielkie twierdzenie Fermata"? Nie
wiadomo.
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Jak odkrylismy hiperjadra atomowe

Pro! dr Jerzy PNIEWSKI, czlonek rzeczywisty PAN

i'
/p

Artykul ten oparty jest na
wspomnieniach przedstawionych
prz.eze mnie w jednej z audycji
telewiz.yjnych w roku 1971. Materialy
te udostepnilem rÓwniez wydawnictwu
Towarzystwa Naukowego Plockiego,
pt. Notatki plockie (3-1973)

•

Podobno w starozytnej Grecji przeoietny rzemieslnik znal sie na poezji. Przed paru
wiekami nie wypadalo nie znac laciny. W latach mojej mlQdosci kompromitowal
sie czlowiek, który nie znal na wylot dziel naszych romantyków. Dzis w wieku
atomu nie wypada nie wiedziec, ze jadra atomowe sa zbudowane z protonów
i neutronów; tlumaczenie tego faktu mam wiec z glowy i moge tylko dodac, ze
Heisenberg jako pierwszy ten poglad do opisu jadra wprowadzil w roku 1932.
Poniewaz w ciagu ostatnich dwudziestu paru lat fizycy odkryli wielka liczbe nowych
czastek uznanych za elementarne, chcialoby sie zadac pytanie, czy któras z tych
czastek na równi z protonem i neutronem nie moglaby równiez stac sie cegielka
materii jadrowej. Tak, dzis wiemy, ze to jest mozliwe, ale jak sie okazuje, moze nia
byc jeszcze tylko jedna czastka, zwana hiperonem lambda. Taki hiperon jest
ciezszy od protonu mniej wiecej 1/5 - 1/6 jego masy. Tak wiec mamy 3podstawowe
cegielki tworzace jadra atomowe, z tym, ze jadra zawierajace ów hiperon nazywane
sa hiperjadrami. Posiadaja one analogiczne nazwy jak zwykle jadra. Istnieja zatem
hiperjadra helu, wodoru, wegla. Wszystkie sa nietrwale oraz, powiedzialbym,
w pewien specjalny sposób promieniotwórcze i z tego wzgledu raczej zyjace krótko.
W roku 1952 liczba podówczas znanych czastek elementarnych nie byla jeszcze
duza, w istocie bylo ich zaledwie kilkanascie, znany juz byl jednak hiperon lambda,
z tym ze nazywano go wtedy czastka V zero. O czastkach elementarnych tak malo
wówczas wiedziano, ze nawet ich nazwy dobierano dosc przypadkowo.
Mozliwosc istnienia materii hiperjadrowej i pierwszy przypadek hiperjadra
wykrylismy wspólnie z Marianem Danyszem w tymze roku 1952. Wspólpraca
nasza rozpoczela sie dwa lata wczesniej w czasie pobytu za granica, w Anglii.
Pracowalismy tam wspólnie przez kilka miesiecy. Marian Oanysz wracajac w roku
1952 z Bristolu przywiózl blok emulsji fotograficznej naswietlonej promieniami
kosmicznymi w locie balonowym do stratosfery, zorganizowanym przez osrodek
bristolski. We wrzesniu tego roku po konferencji fizyków w Spale przegladalismy
wieczorem pod mikroskopem przywiezione przezen klisze, p.owiedzialbym niezbyt
systematycznie, raczej orientujac sie, jaki material jest do dyspozycji i co ciekawego
da sie zauwazyc.
W tej chwili nie jestem tego pewien, ale chyba byl to piatek, a zatem 19 wrzesnia,
kiedy pod mikroskopem ujrzelismy przypadek reprodukowany na zalaczonej
fotografii. Wysokoenergetyczna czastka promieniowania kosmicznego, znaczaca tu
swój slad niklymi plamkami, rozbija jadro bromu lub moze srebra, jakich jest
wiele w kazdej emulsji fotograficznej. Widoczny jest caly pek jakichs czastek,
równiez szybkich, oraz wiele czarnych torów czasteczek powolnych, na ogól
drobnych fragmentów uderzonego jadra. Jednak jeden z torów, bardziej czarny,
swym wygladem wskazywal, ze jest to slad fragmentu ciezszego, fragmentu, który
po przebiegnieciu drogi 90 mikronów (tzn. okolo 1/10 mm; na fotografii
mikroskopowej droga ta jest wielokrotnie powiekszona) zatrzymal sie i rozpadl
z wydzieleniem bardzo znacznej energii. Fakt ten wydal nam sie niezwykly. Kazdy
fragment rozbitego jadra jest równiez jadrem, tylko mniejszym; jesli ten przebiegl
droge 90 mikronów, to musial "zyc" co najmniej tyle czasu, ile potrzeba na
przebycie tej drogi, a ze sie prawdopodobnie zatrzymal, to mógl "zyc" nawet
znacznie dluzej, o czym nie mielismy juz zadnej informacji. Wszystkie znane
podówczas fakty fizyki jadrowej wskazywaly, ze wysoko wzbudzone jadra zyja co
najmniej miliard razy krócej.
Rozpoczelismy dlugie dyskusje prowadzone przez wiele dni w kazdej wolnej chwili.
Przede wszystkim zaczelismy zastanawiac sie, czy to nie jest zlosliwy przypadek
nalozenia sie dwóch niezaleznych zdarzen mamiacy nas swa niezwykloscia. Szybko
jednak oszacowalismy, ze taka przypadkowa koincydencja w warunkach owego
naswietlania bloku jest niezwykle malo prawdopodobna.
Wtedy wysunelismy druga hipoteze robocza. Czy mozliwe jest wyprodukowanie
fragmentu jadrpwego o takiej wewnetrznej strukturze, by byl w stanie przechowac
duza energie przez bardzo dlugi czas? Dzis dobrze wiadomo, ze jest to zalozenie
zgola nierealne, jednak podówczas niewiele wiedziano o procesach jadrowych
zachodzacych przy zderzeniach bardzo wielkich energii i a priori nie wolno nam
bylo odrzucic zadnej hipotezy, nawet niezwyklej, gdy sam przypadek byl tak
nietypowy. Mimo to nie moglismy znalezc zadnego rozsadnego modelu takiego
wzbudzenia jadra, mimo ze wrócilismy z konferencji, na której jeden z nas mial
referat o nowych modelach jadra atomowego.
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Pierwsze hiperjadro odkryte w roku
1952 w fotograficznej emulsji jadrowej
p - tor czastki pierwotnej (wysokiej
energii) promieniowania kosmicznego
A - miejsce oddzialywania z jadrem
bromu lub srebra napotykanym w
emulsji fotograficznej
s - pek torów kilku szybkich czastek
wtórnych
f - tory fragmentÓw rozbitego jadra
h - tor fragmentu hiperjadrowego
B -- miejsce rozpadu hiperjadra i wy
chodzace z niego tory produktów
rozpadu
Powiekszenie: 400 razy
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Dyskusje trwaly i jednoczesnie wykonywalismy pomiary, które podówczas nie
mialy tej precyzji, co obecnie, wobec niemoznosci sledzenia torów poza obrebem
jednego platka emulsji fotograficznej. W kazdym razie ustalilismy, ze nawet przy
niekorzystnym zalozeniu wydzielona energia jest co najmniej 10 razy wieksza niz
najwyzsze energie wzbudzenia spotykane w procesach jadrowych analizowanych
powszechnie.
W tej nie wyjasnionej sytuacji dwa razy dziennie chodzilismy na kawe do nowo
otwartej w Warszawie kawiarni na MDM, do "Niespodzianki". I wlasnie tam,
w tej "Niespodziance", przy którejs z rzedu kawie, nagle zaswitala nam mysl, ze
ta energia niewiele sie rózni od energii odpowiadajacej anihilacji masy spoczynkowej
mezonu pi, czastki elementarnej odkrytej pare lat wczesniej. Wtedy wzielismy pod
rozwage nowa hipoteze, ze mezon pi zwiazany silami elektrycznymi jak elektron
w atomie jest wyniesiony raZem z fragmentem, a nastepnie unicestwia sie wyzwalajac
wlasnie tak duza energie. Hipoteza byla niezwykle atrakcyjna, ale szanse wyniesienia
tak zwiazanego mezonu wydaly nam sie znów zbyt male, choc nie bylismy w stanie
tego wówczas dobrze obliczyc.
Od tej jednak hipotezy juz tylko krok dzielil nas od zalozenia, ze to hiperon lambda
rozpadajacy sie na mezon i proton jest niezaleznym trzecim skladnikiem jadrowym
w zaobserwowanym fragmencie. I tu otwarcie trzeba przyznac, ze zalozenie nasze
bylo ryzykowne, bo wedlug ówczesnych przewidywan sadzono, -iz ów hiperon, czy,
jak go wówczas nazywano, czastka V zero, wyprodukowany w szybkim akcie
zderzenia, powinien równie szybko rozpasc sie po znalezieniu sie w innym jadrze.
Znów przyznam sie, ze troche zlekcewazylismy te obawy, moze dlatego, ze tak
niewiele wiedziano wówczas o czastkach elementarnych, a moze dlatego, ze
wszystkie inne wyjasnienia wydawaly sie nam znacznie mniej sensowne.
Przygotowalismy raport do druku i ro:-eslalismy listy do czolowych fizyków kilku
krajów; nie pamietam juz do ilu, ale chyba do szesciu. Odpowiedzialo niewielu.
Pamietam trzy odpowiedzi. Heisenberg napisal po prostu: ,;To bardzo interesujacy
pomysl". Jeden ze znanych fizyków radzil, by w calej dyskusji skreslic pomysl
wiazania czastki V zero, z której to sugestii na szczescie nie skorzystalismy. Trzeci
napisal cieply list, ale dopiero po roku, gdy nasza hipoteze potwierdzaly juz 3 inne
obserwacje.
Powiem na koniec, ze slusznosc naszego zlekcewazenia mozliwosci szybkiego
rozpadu hiperonu znalazla wkrótce uzasadnienie w pieknych pracach Paisa
i Gellmanna, którzy zauwazyli, iz hiperony maja pewna specjalna ceche, nazwana
"dziwnoscia", chroniaca je od szybkiego rozpadu. To chyba zamyka historie,
która mialem tu przedstawic.
Sadze, ze to opisalem moze zbyt fachowo i ze niejednemu z Czytelników
przypomina to "Kobre", ale rzeczywiscie jak w "Kobrze" dosc czesto rozwiazanie
powaznego problemu fizycznego wymaga dlugiej i wielostronnej analizy,
eliminujacej kolejno rózne dopuszczalne interpretacje.

_Zadania
Redaguje mgr Andrzej M AKOW SKI
M 28. Udowodnic, ze jezeli x jest taka liczba naturalna, ze 2X2 +7 jest liczba pierwsza, to 'x jest
liczba zlozona.
Rozwiazanie na str. 16.

M 29. Niech a bedzie dana liczba rzeczywista rózna od zera. Udowodnic, ze jezeli funkcje
rzeczywiste zmiennej rzeczywistej l i g spelniaja warunek lex) +l(a - x) = xg(x) dla kazdej liczby
rzeczywistej x, to funkcja g przyjmuje dla pewnego x wartosc O.

Rozwiazanie na str. 7.

M 30. W wiosce A jest 60 dzieci w wieku szkolnym, w wiosce B - 90. Gdzie nalezy zbudowac
szkole (tylko dla dzieci z tych dwóch wiosek), tak by suma odleglosci przebywanych przez
'wszystkie dzieci w drodze do szkoly byla najmniejsza (odleglosc wewnatrz kazdej wsi pomijamy).
Rozwiazanie na str. 3.

Redaguje dr Andrzej ZIEMIN SKI
F 10. Wiadomo, ze na powierzchni przewodników panuje staly potencjal pola elektrostatycznego.
Dzieki tej wlasnosci, nawet nie naladowany przewodnik umieszczony w polu elektrostatycznym
wytwarza wokól siebie dodatkow6 pole pochodzace od ladunków indukowanych na jego
powierzchni. Rozwazmy na przyklad, jak zmieni sie jednorodne pole elektrostatyczne, jezeli
umiescimy w nim nie naladowany przewodnik o ksztalcie kuli. Wykazcie, ze w tym wypadku to
dodatkowe pole jest równe polu, jakie wytwarzalby dipol umieszczony w srodku kuli i skierowany
zgodnie z kierunkiem pola jednorodnego.
Obliczcie wartosc momentu dipolowego p, jezeli promien kuli równa sie ro, a natezenie pola
jednorodnego Eo.
Jak jest rozlozony ladunek indukowany na powierzchni kuli? Rozwiazanie na str. 15.
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Sztuka wygrywania

Mgr Tadeusz B. IWINSKI

Strategie mieszana mozna
np. rozumiec jako rozklad
prawdopodobienstwa na zb.iorze
strategii.

Profesor S. zazadal przed laty
usuniecia z tematów ustnego egzaminu
wstepnego z matematyki pewnego
zadania z zegarkiem w roli glównej:
"Pojecie $Zegareb do matematyki nie
nalezy i nie mamy prawa na egzaminie
z tego przedmiotu zadac od kandydata
jakiejkolwiek wiedzy o zegarkach" 
uzasadnil.
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Omawialismy dotychczas problemy trapiace Lesników i Drzewiarzy, troszczylismy
sie o dochody Dzialkowicza i odzieralismy z wszelkiego uroku pewna gre w zapalki.
Jak by na sprawe nie patrzec - nie byly to zagadnienia dajace sie bezposrednio
i w calosci zaliczyc do matematyki (patrz obok). Sila matematyki polega jednak
miedzy innymi wlasnie na tym, ze pozwala ona ogolocic pewne problemy czysto
praktyczne Z calej fabuly, rozwiazac je w sferze czystej abstrakcji, a otrzymane
rozwiazanie z powrotem przetlumaczyc na jezyk praktyki. Niezwykle czesto okazuje
sie przy tym, ze otrzymane rozwiazanie daje sie zastosowac do Znacznie szerszej
klasy problemów niz ten, który byl rozwiazywany.
Odlozywszy wiec na przyszlosc rozstrzygniecie problemu, czy i jak czesto oplaca
sie blefowac w pokerze, zajmiemy sie tym razem wylacznie matematyka:

Krótki kurs gier 2 x 2

"Gra 2 x 2" nazywamy opis takiej sytuacji konfliktowej, w której kazda ze stron
dysponuje dwiema strategiami. Wyborów strategii gracze nie uzgadniaja i dokonuja
ich niezaleznie. Ostateczny rezultat gry, zwany wyplata, zalezy tylko od tego, jaka
para strategii zostala wybrana. Zakladamy przy tym, ze wyplaty przekazuja sobie
gracze: wygrana jednego jest jednoczesnie przegrana drugiego. Wszystkie
informacje o grZe zawarte sa w "macierzy wyplat" - tabelce podajacej, jakie
wyplaty pierwszego gracza przyporzadkowane sa kazdej Z czterech mozliwych par
strategii. Na rysunku obok symbole Aj, Bj oznaczaja strategie graczy; symbole a,
b, c i d - wyplaty dla gracza A. Wyplatami dla gracza B sa, zgodnie Z zalozeniem,
liczby przeciwne: -a, -b, -c i -d.
Rozwiazanie gry polega na wskazaniu kazdemu z graczy takiej strategii, która
zapewnia mu najwieksza, mozliwa do osiagniecia wyplate - przy zalozeniu, ze
jego przeciwnik tez gra bezblednie.
Sposób budowania rozwiazania gry zalezy od postaci macierzy wyplat. Rozwiaz::1;iie
jest szczególnie proste w wypadku, gdy jeden z graczy dysponuje strategia
dominujaca· W pierwszym z podanych obok przykladów strategie taka posiada
gracz A: zastosowanie strategii A l daje mu wieksza wyplate niz zastosowanie
strategii Al, niezaleznie od tego, co zrobi przeciwnik. Zatem A na pewno nie
stosuje strategii dominowanej Al' Wiedzac to, gracz B nie moze zastosowac swej
strategii Bl, która przynosi mu przegrana 3. Rozwiazaniem gry jest wiec para
strategii (Al' Bl): gracz A musi przegrac l. W drugim z przykladów strategia l
jest dominowana przez Bl (pamietamy, ze wyplaty gracza B sa liczbami
przeciwnymi do umieszczonych w macierzy wyplat dla A). Rozwiazaniem gry jl"
wiec para zlozona z dominujacej strategii gracza B i najlepszej obrony gracza J.

para (Al, Bl). Wynikiem gry jest wygrana l gracza A.
Zupelnie inaczej wyglada sprawa w takich grach 2 x 2, które nie posiadaja strategii
dominujacej. Zadna para strategii nie jest rozwiazaniem takiej gry (zadanie l).
Tu krótka dygresja. Uwazny Czytelnik «Delty» zauwazyl zapewne, ze
w matematyce na ogól jest tak, iz jesli czegos nie ma, to sie to cos szybko
konstruuje: w zbiorze liczb wymiernych byly dziury - zatkano je liczbami
niewymiernymi (<<Delta»nr l); liczby rzeczywiste nie pozwalaly rozwiazac
równania Xl = -l, skonstruowano wiec urojonego sprzymierzenca (<<Delta»nr 3);
istnieja funkcje ciagle nie posiadajace pochodnej w zadnym punkcie 
skonstruowano wiec teorie pozwalajace "rózniczkowac" nawet funkcje nieciagle
(<<Delta»nr 4).
W teorii gier postapiono podobnie: skoro nie kazda - taka nawet jak tu
roZwazane - prosta gra posiada pare strategii stanowiacych rozwiazanie, trzeba
bylo tak rozszerzyc pojecie strategii, by wyeliminowac to zasmucajace zjawisko.
Wprowadzono wiec pojecie strategii mieszanych. Formalnie biorac strategia
mieszana w grze 2 x 2 jest para liczb (x,l-x), x E <0, l). Interpretacja strategii
mieszanej bywa, jak widzielismy, rózna. W grze "Morra" (<<Delta»nr 6) liczby x
oraz l-x oznaczaly czestosci, z jakimi gracz stosuje odpowiednio swa pierwsza
i druga strategie przy wielokrotnym rozgrywaniu. W problemie Dzialkowicza
(<<Delta»nr 4) strategia mieszana interpretowana byla jako czesciowe zastosowanie
kazdej z dwu strategii (w pojedynczej rozgrywce). Mozliwe sa inne jeszcze
interpretacje tego pojecia. Podstawowe (i jedyne) zalozenie dotyczace strategii
mieszanych jest nastepujace: jes:i gracz stosuje strategie mieszana (x, l = x), to
otrzymuje za nia czesc x (x E <0, l» wyplaty wynikajacej z zastosowania strategii
pierwszej i czesc l-x wyplaty wynikajacej z zastosowania strategii drugiej
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Ro"" iazan.c zadania M. 29

Niech funkcje f j g ,pelniaia warunek f(x) +
+!(a-x) - xJ/(x) dla kazdego x.
W szczcl\ólnosci dla x = O i dla x - a
ntrzymujemy {lO) +- {(a) - O. {(a)+ {(O) ~ ag(a).
Z Iych dwóch równosci ;vynika ag(a) - O

iwobec a # O otrzymujemy g(a) = O.

(zalozenie takie przyjmowalismy milczaco zarówno w przykladzie Dzialkowicza,
jak i gry "Morra"). Z zalozenia tego latwo wnioskujemy, ze jesli gracz A zastosuje
strategie (x, l-x), a gracz B - strategie (y, l-y), to wyriikajaca z zastosowania
tych strategii wyplata dla A wyniesie:

w(x, y) = axy+bx(1-y)+e(l-x)y+d(1-x)(1-y).

Sformulowana powyzej definicja rozwiazania gry nie traci sensu przy takim
rozszerzeniu pojecia strategii i pojecia wyplaty, mozna wiec dalej pytac o istnienie
rozwiazania; okazuje sie przy tym, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:
Podstawowe twierdzenie teorii gier 2 x 2. Kazda gra posiada rozwiazanie
(w strategiach mieszanych).
Szkic dowodu: Dla gier posiadajacych strategie dominujaca twierdzenie jest juz
udowodnione. Jesli gra nie posiada strategii dominujacej, to strategia optymalna
gracza A jest (p, 1-p), gdzie .

d-c
p= ,

a+d-b-e

a optymalna strategia gracza B jest (q, 1- q), gdzie

d-bq----- a+d-b-e'

Pozostaje sprawdzic, ze wskazana para strategii rzeczywiscie jest rozwiazaniem.
Sprawdzenie to jest trescia zadan 3 i 4. (Mozna tez dowodzic inaczej - metoda
analogiczna do zastosowanej przy rozwiazywaniu problemu Dzialkowicza).
Twierdzenie to zalatwia w zasadzie cala teorie gier 2 x 2, poniewaz umozliwia nam
rozwiazanie kazdej takiej gry. Mozna jednak spróbowac rozszerzyc te teorie
odrzucajac na przyklad zalozenie, ze obaj gracze graja bezblednie. Mozna by
wtedy spróbowac rozstrzygnac zagadnienie, które w podrecznikach teorii gier nie
jest na ogól omawiane: jak wygrywac na bledach przeciwnika. Problemem tym 
niezwykle interesujacym z praktycznego punktu widzenia - postaramy sie zajac
w przyszlosci.

Zadania

1. W pierwszym odcinku "sztuki wygrywania" (Delta» nr 2) wprowadzilismy
pojecie strategii minimaksowych. Wiemy równiez, ze jesli strategie minimaksowe
sa w równowadze, to stanowia one rozwiazanie gry. Udowodnic, ze jesli w grze
2 x 2 strategie minimaksowe sa w równowadze, to co najmniej jeden z graczy
posiada strategie dominujaca, a jest nia strategia minimaksowa.
2. Udowodnic, ze jesli gra 2 x 2 nie posiada rozwIazania w strategiach czystych,
to a+d =I b+e.
3. Sprawdzic, ze strategia (p, 1 -p) gracza A (p - zdefiniowane w tekscie) daje

. A l ad - be . l d . k . ( 1 )graczowI wyp ate v := d b meZa ezna o tego, Ja a strategIe y, -ye+ - -c
stosuje gracZ B. Wykazac równiez, ze w(x, q) = v niezaleznie od tego, jaka
strategie (x, l-x) stosuje gracz A.
4. Z wyników zadania 3 wywnioskowac, ze para strategii mieszanych (p, l-p)
i (q, l-q) jest rozwiazaniem gry.
Rozwiazania na str. 13.

Problem

Zbudowac algorytm (por. Algorytmy A. Skowrona) rozwiazywania gier 2 x 2.
Prosimy o nadsylanie pomyslów.

Jak wyznaczyc ~zas trwania blysku lasera impulsowego? Odpowiedz jest bardzo prosta. Istnieja
szybkie uklady elektroniczne i odpowiednie oscylografy pozwalajace na rejestracje zdarzen
trwajacych kilka nanosekund (I ns = 10-9 s). Co jednak zrobic jezeli w pracowni nie ma akurat
potrzebnego przyrzadu? Kupic - nie zawsze mozna zrealizowac szybko zamównienie, pozyczyc
tez jest to klopotliwe. W tej sytuacji dobry pomysl pozwala czasem na pokonanie
nieprzezwyciezonych na pozór trudnosci.
Oto historia z Zakladu Optyki Instytutu Fizyki Doswiadczalnej UW. W polowie 1973 r.
uruchomiono barwnikowy laser impulsowy (patrz «Delta» - 9). Dr Jerzy Krasinski imgr
Stanislaw Majewski chcieli okreslic od razu dlugosc trwania impulsu. Spodziewali sie czasów
trwania rzedu kilku lub kilkunastu ns. Potrzebnego urzadzenia nie bylo pod reka, mieli natomiast
aparat fotograficzny, pare zwierciadel, centymetr krawiecki oraz metalowy pret. To wystarczylo.
Pomyslcie przez chwile, zanim przeczytacie na czym pomysl polegal (c.d. na str. 11).
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Narzedzia fizyka-Elektromagnesy

Dr Zbigniew PLOCHOCKI

Rys. 1. Obraz pola magnetycznego
solenoidu (zwojnicy)

Rys. 2. Widok elektromagnesu
nadprzewodnikowego po wyjeciu
z kapieli helowej .

uz.wojen~e

na.dpuewo dz.a,ce

clektu hel

,.óznla.

Rys. 3. Idea budowy elektromagnesu
nadprzewodnikowego wytwarzajacego
pole w obszarze o temperaturze
pokojowej

'o.du

~zeDl.uI'l. sub5ta.ncjLtiltodz.«l;ej

Rys. 4. Zasad 1budowy cewki typu
Bittera. Rysunek pokazuje rozcietei rozsuniete dwa zwoje cewki

Od dawna fizyka bada wlasnosci materialów i budowe materii obserwujac miedzy
innymi rózne efekty oddzialywania cial i czastek z polem magnetycznym. Do tych
celów musi dysponowac przede wszystkim zródlami pola magnetycznego
o kontrolowanej indukcji. Pole magnetyczne Ziemi jest do tych celów za slabe 
jego indukcja waha sie od okolo 17 [J.Tdo niespelna 60 [J.T(mikrotesla to jedna
milionowa tesli, a Z kolei tesla to jednostka miary indukcji magnetycznej w -ukladzie
SI, równa 10 tysiacom gausów). Takze niezadowalajace sa magnesy trwale, bo
choc sa one zródlami pola silniejszego niz ziemskie pole magnetyczne, to jednak
praktycznie nie mozna ich regulowac; stosowane sa tylko sporadycznie.
Wytwarzanie silniejszych pól w sposób kontrolowany wykorzystuje magnetyczny
efekt pradu elektrycznego. Polega na tym, ze wokól przewodnika z pradem pojawia
sie pole magnetyczne o liniach obejmujacych przewodnik i indukcji proporcjonalnej
(w danym punkcie przestrzeni) do natezenia pradu w przewodniku. Zwojnice
z pradem wytwarzaja wiec pole magnetyczne (rys. l) proporcjonalne do natezenia
pradu plynacego przez uzwojenia i do liczby zwojów na jednostke dlugoscl
solenoidu.

Efekt mozna wzmocnic stosujac rdzen z miekkiego materialu ferromagnetycznego,
najczesciej z zelaza. Material taki silnie magnesuje sie w zewnetrznym polu
magnetycznym, a po usunieciu pola rozmagnesowuje sie praktycznie calkowicie
(w przeciwienstwie do tzw. twardych materialów ferromagnetycznych, które
zachowuja czesciowo stan namagnesowania po usunieciu pola). Wypadkowe pole
- zwojnicy i.namagnesowanego rdzenia - jest dzieki temu silniejsze od pola
samej zwojnicy. W praktyce rdzen w postaci pierscienia lub ramy ze szczelina
owija sie wielokrotnie przewodem; (dodatkowo stosuje sie specjalne nabiegunniki,
które ksztaltuja odpowiednio pole w szczelinie). Doswiadczenia przeprowadza sie
wlasnie w obszarze miedzy nabiegunnikami elektromagnesu.
Elektromagnesy z rdzeniem ferromagnetycznym pozwalaja bez trudu osiagac pole
magnetyczne o indukcji do kilku tesli (kilkadziesiat tysiecy gausów). W zakresie
silniejszych pól rdzenie ferromagnetyczne przestaja spelniac swoja role. Przyczyna
tego jest istnienie maksymalnego namagnesowania ferromagnetyków, zwanego
namagnesowaniem nasycenia. Rdzen niewiele juz wtedy pomaga, a znacznie
komplikuje budowe elektromagnesu. Dalsze zwiekszenie indukcji wymaga wiec
;>rzepuszczenia przez uzwojenia silniejszego pradu elektrycznego.
I tu pojawia sie pierwsza trudnosc. Im bowiem silniejszy prad, tym silniej grzeja
sie przewody. Trzeba je chlodzic. Wyjatek stanowia elektromagnesy o uzwojeniach
wykonanych z nadprzewodników, czyli metali, które oziebione do kilku (niektóre
kilkunastu, a ostatnio nawet do 23) kelwinów powyzej zera bezwzglednego przez
zanurzenie ich w cieklym helu - który pod normalnym cisnieniem wrze
w temperaturze nieco ponad 4 K, a pewne ostatnio odkryte nadprzewodniki
w cieklym wodorze, który normalnie wrze w temperaturze ok. 20 K - cechuja sie
oporem elektrycznym dokladnie równym zeru. W nadprzewodniku nie wydziela sie
wiec cieplo (przy przeplywie pradu). Elektromagnesy nadprzewodnikowe (rys. 2)
pozwalaja bez specjalnych trudnosci (rys. 3) wytwarzac pole o indukcji nieco ponad
10 T (sto kilogausów). Na drodze do uzyskania lepszych efektów stoja dwie
przeszkody. Stan nadprzewodnictwa niszczy nie tylko podwyzszona temperatura
(ponad okreslony poziom, inny dla róznych nadprzewodników), ale tez:
10 dostatecznie silny prad i 20 dostatecznie silne pole magnetyczne. Nadprzewodnik
staje sie wtedy zwyklym przewodnikiem, w którym przeplywowi pradu towarzyszy
wydzielanie sie ciepla.
Byc moze w przyszlosci zostana odkryte materialy nadprzewodnikowe, z których
bedzie mozna wykonac uzwojenia elektromagnesów wytwarzajacych silniejsze pole
magnetyczne. Do tego jednak czasu trzeba bedzie stosowac w tych celach zwykle
przewodniki i chlodzic je. Najprostszym wyjsciem z sytuacji jest zastapienie
drutów po prostu rurkami miedzianymi, przez które podczas pracy elektromagnesu
przeplywa woda. Rurki miedziane chlodzone woda nie stwarzaja jednak zbyt
wielkich perspektyw. Konieczna jest szczególna geometria cewki, tak by miala ona
maly opór elektryczny i dopuszczala intensywne chlodzenie. Najpopularniejszym
rozwiazaniem stosowanym obecnie sa tzw. cewki typu Bittera (rys. 4), które maja
mniejszy opór elektryczny niz cewki nawijane z drutu (o tej samej objetosci). Za
ich pomoca wytwarza sie pola o indukcji nawet do 20 tesli (200 kilogausów).
Udoskonalone cewki Bittera pozwalaja osiagnac nawet 25 tesli.



Rys. 6. Pole magnetyczne o indukcji
B dziala na czastke poruszajaca sie
z predkoscia V sila Lorentza F,
prostopadla i do wektora predkosci,
i do wektora indukcji magnetycznej.
Wartosc tej sily jest proporcjonalna do
wartosci obydwu poprzednich
wektorów, a zwrot zalezy od znaku
ladunku czastki
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Rys. 7. Odpychanie prawego przewodu
przez lewy to wynik dzialania sily
Lorentza F na elektrony poruszajace
sie w pewnym przewodzie (pionowa
strzalka)
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Rys. 8. Na kazdy element obwodu
kolowego z pradem dziala skierowana
od srodka obwodu sila
magnetodynamiczna

Rys. 9. Idea budowy glowicy
elektromagnesu implozyjnego, Strzalki
pokazuja charakter implozji

Rys. 5. Ogólny widok
elektromagnesu
Montgomery'ego

I to wydaje sie kresem tej metody. Jaka jest skala problemu, niech swiadcza liczby.
Najsilniejszy obecnie elektromagnes wytwarzajacy stale pole magnetyczne (rys. 5),
zbudowany przez D. B. Montgomery'ego w National Magnet Laboratory w USA,
to zespól cewek miedziallych o masie ponad 4 tony, o srednicy zewnetrznej 90 cm
i wewnetrznej niespelna 5 cm. W czasie pracy pobiera on moc 16 megawatów,
a chlodzaca go wode przepuszcza sie przez cewki Z szybkoscia 7,5 tysiaca litrów
na minute!
Trudnosci z szybkim chlodzeniem cewek mozna jednak ominac, gdy przez cewki
bedzie sie przepuszczac prad wprawdzie niezwykle silny, ale krótkotrwaly.
W praktyce wykorzystuje sie do tego duza baterie kondensatorów, naladowana
do napiecia rzedu kilku lub nawet kilkunastu kilowoltów. W czasie rozladowania
baterii przez zwarcie jej cewka elektromagnesu plynie przez cewke prad o natezeniu
dochodzacym do setek kiloamperów. W ciagu ulamków milisekundy cewka
wytwarza wtedy pole indukcji az do 70 tesli (0,7 megagausa). Cewkom nie grozi
stopienie sie wskutek wydzielajacego sie z nich ciepla, gdyz w sumie wydziela sie
go stosunkowo niewiele.
Jednakze i elektromagnesy impulsowe staja w koncu przed naturalna bariera, jaka
stanowia potezne sily magneto dynamiczne, rozsadzajace cewki. Dwa równolegle
przewody prostoliniowe, przez które plynie prad.w przeciwnych kierunkach,
odpychaja sie. Przyczyna tego odpychania jest sila Lorentza (rys. 6), jaka pole
magnetyczne jednego przewodu dziala na elektrony plynace drugim przewodem
(rys. 7). Sila magneto dynamiczna dziala tez na poszczególne odcinki kolowego
przewodu z pradem (rys. 8). Obwód kolowy jest wiec jakby rozsadzany od wewnatrz
przez swego rodzaju cisnienie magnetyczne. Im silniejszy prad plynie przez cewke,
tym wieksze jest cisnienie magnetyczne. Na przyklad sily magnetodynamiczne
dzialajace od srodka na cewke w elektromagnesie impulsowym, wytwarzajacym
pole o indukcji 50 tesli, sa równowazne cisnieniu wynoszacemu az okolo miliarda
paskali, czyli niutonów na metr kwadratowy (tzn. ok. 10 tysiecy atmosfer).
Cisnienie magnetyczne wzrasta proporcjonalnie do kwadratu indukcji magnetycznej
pola. Kiedy indukcja osiaga wartosc ok. 75 tesli, cisnienie magnetyczne przekracza
juz wytrzymalosc mechaniczna cewki. Material zaczyna odksztalcac sie plastycznie.
Przekroczenie tej granicy stalo sie mozliwe dzieki opracowaniu techniki implozyjnej
wytwarzania pola magnetycznego. Idea tej metody jest, w uproszczeniu, nastepujaca:
rure cylindryczna wielkosci mniej wiecej póllitrowej butelki oklada sie materialem
wybuchowym (rys. 9), calosc owija sie cewka z drutu. Przez cewke przepuszcza sie
impulsowy prad, który wewnatrz cewki wytwarza pole magnetyczne o indukcji
kilku tesli (kilkadziesiat kilogausów). Równoczesnie odpala sie material
wybuchowy: Powstaje silna implozja, czyli zbiezna ku osi urzadzenia fala uderzeniowa
biegnaca z szybkoscia kilku kilometrów na sekunde; fala ta w ciagu kilkunastu
mikrosekund zgniata cylinder wraz:Z "zawartym w nim" polem magnetycznym,
wytworzonym przez cewke. Cylinder metalowy przypomina bardziej sito niz
szczelne naczynie na pole magnetyczne. Jednakze przy bardzo szybkim zgniataniu
tego "sita" pole nie zdazy calkowicie zen wyplynac. Dzieki takiemu "sprasowaniu"
pola jego indukcja osiaga wartosc setek tesli (kilku megagausów)! W specjalnych
elektromagnesach implozyjnych, pracujacych w niewielu jeszcze laboratoriach na
swiecie, uzyskac mozna pole o indukcji nawet 2000 tesli! W Polsce elektromagnesy
implozyjne zbudowano w Wojskowej Akademii Technicznej w Warszawie.
Oczywiscie, metoda implozji jest skomplikowana i wymaga specjalnych warunków
laboratoryjnych. Jest wiec sens stosowac ja tylko wówczas, gdy supersilne pole
magnetyczne jest rzeczywiscie niezbedne. A taka wlasnie sytuacja powstaje
w badaniach majacych na celu przeprowadzenie kontrolowanej reakcji
termojadrowej. Panuje obecnie poglad, ze brak elektromagnesów wytwarzajacych
pole o indukcji co najmniej kilkuset tesli moze znacznie opóznic, a nawet wrecz
uniemozliwic przeprowadzenie reakcji termojadrowej w sposób kontrolowany.
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Laboratorium w domu Dr Jan A. GAJ

MINI - TERMOFOR albo ILF WYNOSI CIEPLO KRZEPNIECIA UTRWALACZA?

Doswiadczenie, które Wam tym razem proponuje, jest bardzo proste.
W odróznieniu od wiekszosci naszych poprzednich eksperymentów nie bedziemy
niczego budowac. Tak sie bowiem sklada, ze mini-termofory sa produkowane
fabrycznie, i to przez zaklad, który najprawdopodobniej nawet tego nie podejrzewa,
a mianowicie "Foton" Z Bydgoszczy. Tak, nie mylicie sie, jest to po prostu
utrwalacz fotograficzny, bo skad by sie inaczej wzial w tytule. Scislej mówiac,
chodzi mi o glówny skladnik utrwalacza: tiosiarczan sodu. Na pewno domyslacie
sie tez, co Z nim bedziemy robic: stopimy go mianowicie zanurzajac cala plastikowa
torebke (bez otwierania!) w goracej wodzie i ... termoforek gotowy. Dzieki duzej
wartosci ciepla krzepniecia torebka Z utrwalaczem bedzie pozostawala przez dluzszy
czas (do pól godziny) bardzo ciepla, dopóki caly tiosiarczan nie zestali sie.
Oczywiscie niewielkie rozmiary naszego mini-termofora ograniczaja jego
zastosowanie na przyklad do rozgrzewania okolicy bolacego zeba.

TO TYLKO TYLE?

- zapytacie rozczarowani. Nie, najciekawsze jeszcze przed nami. Otóz tiosiarczan
sodu, jezeli tylko jest wystarczajaco czysty, mozna latwo przechlodzic, to znaczy
obnizyc jego temperature ponizej punktu krzepniecia zachowujac go w stanie
cieklym. Taki stan nie jest stanem równowagi i wystarczy wrzucic do przechlodzonej
cieczy krysztalek lub wstrzasnac nia silnie, a zacznie sie gwaltowna krystalizacja.
W wyniku wydzielania sie ciepla krzepniecia, temperatura podniesie sie szybko do
punktu krzepniecia (+ 48°C) i bedzie utrzymywac te wartosc do calkowitego
zestalenia sie tiosiarczanu. A wiec wiemy juz, co nalezy robic. Po calkowitym(!)
stopieniu tiosiarczanu odkladamy woreczek w spokojne miejsce. Po ostygnieciu do
temperatury pokojowej zawartosc woreczka powinna pozostac w stanie cieklym.
W razie naglej potrzeby ulzenia cierpiacej osobie lub zademonstrowania sztuki
przed zgromadzona w tym celu publicznoscia bierzemy do reki woreczek
i wypowiadajac magiczne zaklecia potrzasamy nim silnie az do skutku, to znaczy
do rozpoczecia krystalizacji. Mini-termofor rozgrzeje sie sam! W razie kupienia
utrwalacza w innym opakowaniu lub jesli woreczek okaze sie nieszczelny, mozecie
przesypac tiosiarczan do butelki, najlepiej plastikowej, na przyklad po szamponie,
czysto wymytej. Kupujemy jednak tylko taki utrwalacz, który sklada sie z dwóch
czesci - ta wieksza to tiosiarczan sodu ..

A CO Z TYM CIEPLEM KRZEPNIECIA?'

- slysze juz pytanie. Jest duze, ale jakie? Spróbujmy je zmierzyc. W tym celu
potrzebna nam bedzie juz bardziej skomplikowana aparatura, a mianowicie
termometr (ze skala co najmniej do +50°C) i termos. Do termosu nalewamy
goracej wody i wkladamy torebke z tiosiarczanem, a nastepnie, w razie potrzeby,
zmieniamy goraca wode tak, aby osiagnac stopienie praktycznie calego tiosiarczanu.
Odrobina powinna pozostac tym razem nie stopiona, aby uniknac przechlodzenia.
Wkladamy termometr - temperatura zawartosci termosu bedzie równa
temperaturze krzepniecia. Zatykamy teraz wylot termosu wata, aby zmniejszyc
parowanie wody, i mierzymy, ile czasu tx uplynie do chwili calkowitego zestalenia
tiosiarczanu. Od tego momentu temperatura zacznie sie obniz~c (rys. l).
W czasie krzepniecia wydziela sie cieplv

Rys. 1

gdzie m jest masa tiosiarczanu, a Ck jego cieplem krzepniecia. To cieplo odplywa
z termosu do otoczenia. Gdybysmy znali szybkosc odplywu ciepla z termosu, czyli

ilosc odplywajacego ciepla na jednostke czasu ~; , moglibysmy obliczyc cieplo

krzepniecia Ck :
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Rys. 2

goraca woda, to znaczy zaleznosc jego temperatury od czasu (pamietamy
o zatkaniu jego wylotu wata). Wykres bedzie wygladal mniej wiecej jak na rys. 2.
Ilosc odplywajacego ciepla

LlQ = (mwcw+mtct)LlT,

gdzie mw, cw, mt oraz Ct oznaczaja mase i cieplo wlasciwe wody oraz wewnetrznej
czesci termosu. W takim razie okreslajac z wykresu szybkosc spadku

temperatury w punkcie krzepniecia ~~ mozemy znalezc szybkosc odplywu ciepla:

LlQ LIT
---::1t = (mwcw +mtct) ---=rt .

Szybkosc odplywu ciepla zalezy tylko od róznicy temperatur zawartosci termosu
i otoczenia. Znaleziona w ten sposób szybkosc odplywu ciepla jest wiec taka sama,
jak szybkoóc odplywu ciepla z termosu przy krzepnieciu tiosiarczanu, czyli jest
wartoscia potrzebna do obliczenia ciepla krzepniecia. Podstawiajac otrzymujemy:

TK ~-~T -Q
At

czo.,~ t

I-

tx LlQ tx ) LIT
Ck =-~ = -(mwcw+mtct~.m ~t m ~t

Cieplo wlasciwe wody i szkla znajdujemy w tabelach. Dla okreslenia masy
wewnetrznej czesci termosu wystarczy do naszych celów przyjac, ze jest ona równa
okolo jednej trzeciej calkowitej masy szklanego wkladu, który po rozmontowaniu
termosu mozemy zwazyc (ostroznie, grozi implozja!) na wadze w szkole lub
w sklepie.
Zycze Wam sukcesów w badaniach. O wynikach nie zapomnijcie mnie zawiadomic
listownie (adres Redakcji podajemy na II stronie okladki). Oczekuje tez, jak zwykle,
Waszych uwag krytycznych i propozycji co do przyszlej zawartosci naszej rubryki.

LASER

AZOTOWY

LASER

BARWNIKOWY

s
t = c' c:::: 300 tys. km/s

Dok. pom~siu

Oto schemat doswiadczenia. Wiazka impulsowego lasera azotowego pompuje laser barwnikowy,
który tym samym jest tez laserem impulsowym. Wiazke z lasera barwnikowego dzielimy przy

pomocy zwierciadla pólprzezroczystego na dwie czesci. Cz ••sc A ogniskujemy na powierzchni
metalu M. Czesc B prowadzimy po pokoju po dluzszej ale dobrze zmierzonej drodze i oswietlamy
nia z boku miejsce na metalu, na które pada zogniskowana wiazka A. Metal fotografujemy
aparatem P o otwartej stale migawce.
Kazdy impuls z lasera barwnikowego zogniskowany na metalu powoduje stopienie sie

i wyparowanie drobnych jego ilosci. Wokól punktu padania powstaje goraca plazma, której,
rozmiary zwiekszaja sie w miare trwania impulsu. Zmieniajac opóznienie (a wiec róznice dróg
przebytych przez wiazke B i A) mozemy fotografowac plazme, a wlasciwie figury interferencyjne
powstajace przy przechodzeniu przez nia wiazki B w róznych odstepach czasu od poczatku
impulsu.

Popatrzmy na zdjecia. Róznica dróg wynosi odpowiednio 108 cm, 248 cm, 400 cm, 630 cm,
950 cm, 1920 cm, co odpowiada opóznieniom czasowym 3,6 ns, 8,2 ns, 13,3 ns, 21 ns, 31,6 ns,
64 ns. Obserwujac rozmiary plazmy w funkcji czasu stwierdzamy, ze po poczatkowym wzroscie
rozmiary ustalaja sie. Ustalenie sie rozmiarów oznacza, ze do plazmy nie dostarczamy juz energii
a wiec, ze blysk sie skonczyl. W opisywanym przypadku rozmiary plazmy nie powieksza sie przy
opóznieniu powyzej 8 ns. Mozna wiec powiedziec, ze czas trwania impulsu laserowego jest rzedu
10 ns. Zmiana rozmiarów plazmy w powyzszych 10 ns pozwala ocenic szybkosc wzrostu na 100 km/s.
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Co mote maszyna Turinga, czyli o algorytmach (I)

Pro! dr Andrzej MOSTOWSKI, czlonek rzeczywisty PAN

Wedlug Malej Encyklopedii Powszechnej (PWN, Warszawa 1952, s. 18) algorytm
jest to "okreslona metoda postepowania w celu rozwiazania danego zadania
rachunkowego, np. algorytm znajdowania pierwiastków kwadratowych".
Slowo "algorytm" jest znieksztalconym nazwiskiem astronoma Muhammeda ibn
Musa Alchwarizmi, pochodzacego z Uzbekistanu; zyl on w pierwszej polowie
IX wieku, a dzialal na dworze kalifa w Bagdadzie. W roku 830 napisal on ksiazke
pt. Hisab al-djabr wa'l-mukabala (czyli nauka o redukcji i przeniesieniach), w której
wylozyl Znane wówczas wiadomosci o tym, co - pod wplywem jego ksiazki 
nazwano potem algebra. Ksiazka ta odegrala w historii matematyki duza role:
dzieki niej odkrycia matematyków hinduskich, a w szczególnosci uzywane
powszechnie dzisiaj cyfry oraz system dziesietny zapisywania liczb naturalnych,
przyjely sie w matematyce arabskiej i w konsekwencji - europejskiej.
Umiejetnosc wykonywania prostych czynnosci rachunkowych rozwijala sie wolno.
Znane i powszechnie dzis uzywane algorytmy, takie jak algorytm dodawania lub
algorytm mnozenia liczb zapisanych w ukladzie dziesietnym, przyjely sie dopiero
w wieku pietnastym ..
Dzis nie zaliczamy tych umiejetnosci do powaznej matematyki. Uczymy sie ich
w bardzo mlodym wieku i traktujemy je jako zupelnie oczywiste. W czasach
Alchwarizmiego bylo inaczej. Formulowanie prostych algorytmów bylo wtedy
powazna i potrzebna dzialalnoscia matematyka, glównie dlatego, ze system
dziesietny nie byl rozpowszechniony.
Niektóre algorytmy sa latwe i znane kazdemu, jak np. algorytmy dodawania
i mnozenia w ukladzie dziesietnym. Latwo je przeformulowac tak, by stosowaly
sie do ukladu dwójkowego lub jakiegokolwiek innego. Inne algorytmy sa troche
trudniejsze, jak na przyklad algorytm obliczania pierwsiastka kwadratowego albo
algorytm pozwalajacy z rozwiniecia dziesietnego przechodzic do rozwiniecia
dwójkowego. Ale prosze sie zastanowic nad algorytmem obliczania pierwiastka
kwadratowego Z liczby zapisanej w ukladzie dwójkowym. Na pewno trzeba sie
troche pomeczyc, zanim sie taki algorytm znajdzie (jest on opisany w ksiazce
I. Floresa, Arytmetyka maszyn cyfrowych, Warszawa 1970, WNT, ale kto ma
poczucie humoru i zna angielski, niech lepiej zajrzy do ksiazki: lan Synge,
Kandelman's Krim, A realisticfantazy, London 1957, Jonathan Cape, s. 104).
A oto jeszcze jeden niebanalny przyklad algorytmu: postepowanie pozwalajace
wyznaczac kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego liczby n. W zasadzie algorytm
taki znalazl juz Archimedes.
W wielu przypadkach nie wiemy, czy dane zadanie rachunkowe daje sie rozwiazac
przy pomocy algorytmu, czy istnieje "okreslona metoda postepowania",
pozwalajaca wyznaczac szukane wielkosci. Nastepujacy przyklad, w którym taka
metoda Zapewne istnieje, pochodzi od slynnego matematyka holenderskiego
L. E. J. Brouwera (1881-1966): wyznaczyc kolejne liczby n, takie ze w rozwinieciu
dziesietnym liczby n stoi jedna za druga n cyfr 7. Nie wiemy, czy np. 7 jest taka
liczba, i nie mamy pojecia, jak na to pytanie odpowiedziec.
Jakkolwiek przypuszczamy, ze nie ma algorytmu, który pozwalalby na wyznaczanie
tych liczb, to dowodu na to nie posiadamy. Jesli chcemy na serio odpowiedziec na
pytanie, czy jakies zadanie daje sie rozwiazywac przy pomocy algorytmu, musimy
najpierw podaÓoscislamatematyczna definicje algorytmu. Tym problemem
zajmowano sie intensywnie w trzydziestych latach obecnego wieku i zaproponowano
szereg definicji, które zreszta wszystkie okazaly sie równowazne. Naszkicujemy tu
pierwsza i chyba najbardziej znana definicje, pochodzaca od angielskiego
matematyka A. M. Turinga (1912-1954).
Przede wszystkim musimy uswiadomic sobie, ze kazdy algorytm jest przepisem na
przeksztalcanie wyrazen. Na przyklad algorytm dodawania liczb zapisanych
w ukladzie dwójkowym pozwala na uzyskanie z dwóch ciagów zer i jedynek
nowego takiego ciagu; podobnie jest dla wszystkich innych algorytmów
wspomnianych wyzej. Dlatego Turing opisujac abstrakcyjne pojecie algorytmu
wyobraza sobie dwustronnie nieskonczona tasme podzielona na pola, z których
kazde zajete jest przez pewien symbol. Dopuszczamy tylko skonczona ilosc symboli
So,.f1, ... , SN, przy czym So mozemy uwazac za symbol "pusty", tj. brak
jakiegokolwiek symbolu na polu uwazamy Za równoznaczne z tym, ze na polu tym
figuruje !>ymbolSo. W kazdej chwili tylko skonczona ilosc pól na tasmie jest zajeta

. przez symbole rózne od So.
Tasma jest czescia urzadzenia, nazywanego "maszyna Turinga". Maszyna ta
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Rozwiazania - gry

J. Jesli strategie minimaksowe sa
w równowadze, to istnieje taka wyplata. która

jest jednoczesnie najmniejsza w wierszu
i najwieksza w kolumnie. Przypuscmy. ze jest
nja Q. Wtedy c < a < b. Jesli teraz d > c, to Bt

jest d ominujaca (pamietamy. ze wyplaty dla

B maja przeciwne znaki): jesli c > d, to tym
bardziej b > d i A l jest dominujaca.

W pozostalych przypadkach - analogicznie.
2. Jesli o+d = b+c, to albo o < b i c < d,
albo o > b i c > d. W pierwszym przypadku

B1 jest dominujaca, w drugim - BI jest

dominowana, a z zalozenia nie ma takich

strategii.
3. w(p, y) ;= op + c(l- p)y +
+(bp+d(l-p»(I- y).
Latwo sprawdzamy, ze op+c(l-p) = bp+
+d(l-p) = v, stad w(p,y) = V· y+v(l- y)
= v. Dla w(x, q) - analogicznie.

4. Je"i B stosuje jakakolwiek strategie, to A

stosujac strateg e (p, I - p) moze zapewnic

sobie wyplate v i nie moze zapewnic wyplaty
wiekszej. Z drugiej strony B, stosujac strategie
(q, 1- q), zapewnia sobie to, ze A nie otrzyma

wyplaty wiekszej niz v.

dziala, wykonujac kolejno poszczególne kroki; w kazdej jednostce czasu maszyna
wykonuje jeden krok.
Turing zaklada, ze w kazdej chwili maszyna znajduje sie w pewnym stanie, przy
czym ilosc mozliwych stanów jest skonczona. Oznaczymy te stany symbolami qo,
q l' ... , q p. W konkretnej realizacji technicznej stany maszyny sa wyznaczone przez
wzajemne polozenia jej czesci, a wiec dzwigien, kól etc., lub tez przez stany
elektryczne albo magnetyczne tych jej czesci, które dzialaja na zasadach
elektromagnetycznych. Przy opisie abstrakcyjnym nie musimy sie zastanawiac,
czym konkretnie sa stany. Wystarczy wiedziec, ze w kazdej chwili maszyna
znajduje sie w pewnym stanie.
Zakladamy dalej, ze maszyna jest wyposazona w urzadzenie, zwane glowica, która
w kazdej chwili obserwuje jedno z pól tasmy. Pole to jest w tej chwili wyróznione.
Maszyna jest w stanie wykonywac nastepujace czynnosci: (L) - przesunac tasme
o jedno pole w lewo; (P) - przesunac tasme o jedno pole w prawo; (Dj) - usunac
symbol znajdujacy sie na polu wyróznionym i zastapic go symbolem sJ (j =
= O, 1, ... , N). Przy czynnosciach (L) i (P) nastepuje zmiana wyróznionego pola,
natomiast przy czynnosciach (Do), ... , (DN) to samo pole jest wyróznione po
dokonaniu czynnosci, jakie byly wyróznione przed jej wykonaniem.
Jakie czynnosci maszyna bedzie wykonywac i w jakim porzadku, zalezy od
instrukcji, które musimy ustalic przed uruchomieniem maszyny. Instrukcja sklada
sie z dwu czesci: warunku, który ustala, kiedy instrukcje mozna wykonac, oraz
instrukcji wlasciwej, Warunek ma zawsze postac: "jesli jestes w stanie qi, a na polu
wyróznionym jest symbol Sh'" instrukcja wlasciwa ma jedna z trzech postaci:
"wykonaj czynnosc (L) i przejdz do stanu qk" albo "wykonaj czynnosc (P)
i przejdzdo stanu qk'" albo "wykonaj czynnosc (Dj) i przejdz do stanu qk'"

Ostatecznie wiec kazda instrukcje mozemy zapisac w jednej z nastepujacych
postaci: qishPqb qishLqb qishSjqb przy czym dwa pierwsze symbole qiSh okreslaja
warunek wykonalnosci, a dwa ostatnie tworza instrukcje wlasciwa.
Dzialanie maszyny jest okreslone przez program, to jest skonczony zbiór instrukcji.
Instrukcje te nie moga byc zupelnie dowolne, nie mozemy bowiem udzielac
maszynie dwu sprzecznych instrukcji. Gdybysmy w programie mieli na przyklad
instrukcje qISILq2 oraz q1SIPq2, to maszyna znajdujaca sie w stanie ql z symbolem
SI na polu wyróznionym nie wiedzialaby, czy ma wykonac czynnosc (P), czy (L).
Zadamy zatem, aby w programie nie znalazly sie dwie rózne instrukcje o tych
samych warunkach.
Mozemy teraz opisac dzialanie maszyny. Umieszczamy najpierw na tasmie dowolne
symbole sposród So, SI' ... , SN, tak aby tylko skonczona liczba symboli byla rózna
od So. Ciag tych symboli tworzy tzw. poczatkowy stan tasmy, albo krótko:
"wejscie". Przyjmiemy umownie, ze stanem maszyny w chwili poczatkowej jest qo
i ze polem wyróznionym jest ostatnie pole po prawej stronie tasmy, zajete przez
symbol rózny od So.

Z chwila uruchomienia maszyny wyszukuje ona w programie instrukcje, która
moze zastosowac, tj. taka, ze jej warunki zgadzaja sie ze stanem, w jakim maszyna
sie znajduje, i z symbolem na polu wyróznionym.
Po wykonaniu czynnosci wskazanej przez instrukcje i przejsciu do nowego stanu,
wyznaczonego przez instrukcje, maszyna znów wyszukuje instrukcje, która daje
sie zastosowac, i powtarza to postepowanie tak dlugo, jak to jest mozliwe.
Moze sie zdarzyc, ze po wykonaniu pewnej ilosci poruszen maszyna nie znajdzie
juz instrukcji, która moglaby wykonac. W tym przypadku maszyna zatrzymuje sie·
Ciag symboli figurujacy na tasmie w koncowej chwili dzialania maszyny, czyli tzw.
"wyjscie", jest wynikiem algorytmu okreslonego przez maszYhe, zastosowanego do
wejscia. Jesli oznaczymy przez M maszyne, a przez w jej wejscie, to wyjscie
oznaczamy przez M(w).

Druga mozliwosc jest taka, ze maszyna Zawsze znajduje instrukcje dajaca sie
zastosowac. Nie zatrzymuje sie ona wtedy nigdy. Mówimy, ze algorytm opisany
przez maszyne nie daje sie zastosowac do wejscia, albo ze M(w) jest nieokreslone.
Jako prosty przyklad okreslimy maszyne opisujaca algorytm dodawania jedynki do
liczby zapisanej w rozwinieciu dwójkbwym. Algorytm ten jest, jak wiemy,
nastepujacy: jesli ostatnia cyfra jest O, to zastepujemy ja przez l, poprzednich zas
cyfr nie zmieniamy; jesli ostatnia cyfra jest 1, to zmieniamy ja na O i powtarzamy
opisane postepowanie z przedostatnia cyfra. Ten proces kontynuujemy az do
wyczerpania wszystkich cyfr.
Aby opisac ten algorytm przy pomocy maszyny Turinga, musimy miec 3 symbole:
So, O, 1 oraz 3 stany: qo (stan, w którym maszyna zmienia cyfre na polu
wyróznionym), ql (stan, w którym maszyna przesuwa tasme nip majac jedynki do
"przeniesienia"), q2 (stan, w którym maszyna przesuwa tasme majac jedynke do
"przeniesienia" ).
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Program maszyny sklada sie z 6 instrukcji:

aosoIa2, aoOI al, qoIOa2, qlOPql, qlIPat. Q20PqO·

Przypuscmy np., ze wejsciem maszyny jest ciag 1010. Stany maszyny i symbole na
tasmie sa wówczas nastepujace ("tlusta" czcionka oznacza pole wyróznione):

(1) 1010 qo, (2) 1011ql, (3) IOllql, (4) IOlla!, (5) lOlla!, (6)so IOllql'

Jesli natomiast wejsciem jest ciag 1111, to dzialanie maszyny przebiega nastepujaco:
(1) 1111qo, (2) 11lOq2, (3) lIlOqo, (4) 1100a2, (5) 1l00ao,

(6) 1000q2, (7) 1000qo, (8) OOOOq2, (9) So OOOOqo, (10) lOOOOq2'

Podany tu przyklad jest niezwykle prosty i nie daje pelnego swiadectwa tego, co
maszyna Turinga moze naprawde zdzialac. Czytelnik, który chcialby sie nauczyc,
jak z prostych czynnosci wykonywanych przez maszyny Turinga mozna skladac
dzialania coraz bardziej zlozone, musialby zwrócic sie do latwo zreszta dostepnych
opracowan powazniejszych (zob. np. B. A. Trahtenbrot, Algor((my i wyczislitelnyje
awtomaty, Moskwa 1974). Jakkolwiek jednak zlozone bedzie dzialanie wykonywane
przez maszyne Turinga, bedzie ono mialo zawsze charakter algorytmiczny:
wykonanie go nie bedzie wymagalo inteligencji, lecz tylko uwagi i sc:slego
przestrzegania instrukcji.
W dotychczasowej czesci artykulu star.alismy sie byc bardzo dokladni. W dalszej
czesci, w której nie mozemy juz prowadzic wykladu tak scisle, postaramy sie
opowiedziec, jak mozna skonstruowac zadanie rachunkowe, dla którego nie
istnieje rozwiazanie przy pomocy maszyny Turinga.

ównania rózniczkowe

Dr Henryk KOLAKOWSKI

Kazdy z czytelników spotkal sie niejednokrotnie z równaniami algebraicznymi postaci:

Równaniem typu (1) jest na przyklad równanie liniowe

Krzywa y = y(x), X E l nazywamy krzywa calkowa równania (2).

-Ax-C
y=--B

dY02 = f(x, y(x».dx

to (x, y(x» E Q,
to f(x, y(x» = O.

dy
"(fX = f(x, y),

jesli x E l,
jesli x E l,

jesli x E l, to

(2)

y = y(x)

okreslona na pewnym zbiorze l c (a, b), spelniajaca warunki:

gdzie f jest funkcja okreslona na prostokacie Q.
Rozwiazaniem równania (2) nazywamy kazda funKcje y = y(x) rózniczkowalr:a w przedziale l,
której wykres lezy w zbiorze Q i która spelnia warunek (2), to znaczy:

Rozpatrzmy jeszcze jeden przyklad:

x2+y2-1=0, xE(-l,l), yE~(-l,I).
Sposród rozwiazan okreslonych na 1= (-1, 1) ciagle sa dwa:

y = Vl-x' oraz y = -VI _x2•

Po tym krótkim wstepie przejdziemy do omówienia naj prostszych równan rózniczkowych.
Definicja: Równaniem rózniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego nazwiemy równanie:

Ax+By+C = O,

gdzie A, B, C sa liczbami rzeczywistymi i B # O. Wówczas jedynym rozwiazaniem jest funkcja

(I) f(x, y) = O,

gdziefjest funkcja rzeczywista okreslona na prostokacie Q = {(x, y): a < x < b, c < y < d},
tin. funkcja, która kazdej parze liczb (x, y) E Q przyporzadkowuje liczbe rzeczywistaf(x, y).

Rozwiazaniem równania (1) nazywa sie w szkole kazda pare liczb (p, q) E Q spelniajaca warunek:

f(p, q) = O.

Mozna na to spojrzec inaczej: rozwiazaniem równania (1) bedziemy nazywali funkcje
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przechodzaca przez punkt (O, l).

f(x)

g(y(x» .

(y> O)

dy
dx = x,

G(y)-G(yo)-F(x)+F(xo) = O,

(6) G(y(x» = F(x)-F(xo)+G(yo).

Poniewaz _d~;)= g(y) 1'=O, wiec istnieje funkcja G-l odwrotna wzgledem funkcji G. Zatem

(7) y(x) = G-l (F(x) - F(xo)+ G(yo».

Widac stad, ze y = y(x) jest funkcja rózniczkowalna. Rózniczkujac funkcje

h(x) = G(y(x»-G(yo)-F(x)+F(xo)

. k . , , . (6) - . ( ( » dy(x) f() O I' dy(x)lorzystaJac z rownoscl otrzymujemy g y x ---crx- - x = , czy l ---crx- =
Z równosci (7) wynika na koniec, ze y(xo) = Yo.
P r z y kla d l: Znajdzmy krzywa calkowa równania

dy x
dx =-y

(5)

(4)

(3)

l
wówczas y = '2 x2+c.

Jak widac, przez leazdy punkt plaszczyzny przechodzi krzywa calkowa równania (3).
Nasuwaja sie tu nastepujace pytania:
l) Jakie warunki powinna spelniac funkcjaf(x, y), aby przez kazdy punkt prostokata Q
przechodzila krzywa calkowa równania (2)?

2) Jakie warunki powinna spelniac funkcjaf(x, y), aby przez zadany punkt (xo, Yo) E Q
przechodzila dokladnie jedna krzywa calkowa równania (2)?
Wlasnie podanie odpowiedzi na wyzej wymienione pytania to jedno z zadan teorii równan
rózniczkowych zwyczajnych.
Udowodnimy teraz

Twierdzenie: Niech f: (a, b) -+ R i g: (c, d) -+ R beda funkcjami ciaglymi, przy czym g(y) 1'=O

dla kazdego y E (c, d). Niech F i G oznaczaja ustalone funkcje pierwotne dla funkcji f ig i niech
Xo E (a, ·b), Yo E (c, d).

Wówczas kazde rozwiazanie równania rózniczkowego

dy f(x)
dx- = -g(yf

Niech, dla przykladu,

spelniajace warunek y(xo) = Yo jest rozwiazaniem równania algebraicznego

k·· l··· (O) ds(O) O ·k d '. () l zz toreJ przy za ozemu, ze s = ---dl = , wym a o razu, JZ s t = T at .

Zauwazmy, ze rozwiazywanie równania rózniczkowego postaci

Ody

dx = g(x),

gdzie g jest funkcja ciagla w pewnym przedziale, sprowadza sie do obliczenia calki nieoznaczonej :

y = J g(x)dx+c.

d
czyli dx (G(y(x»-F(x» = O, a wiec G(y(x»-F(x) = c = const. Podstawiajac x = Xo

otrzymujemy stad c = G(yo) - F(xo); co oznacza, ze y = y(x) jest rozwiazaniem równania (5).
Niech teraz y = y(x) bedzie rozwiazaniem równania (5).
Wówczas

i na odwrót: kazde rozwiazanie równanla (5) jest rozwiazaniem równania (4).
Dowód: Niech y = y(x) bedzie rozwiazaniem równania (4) i njech y(xo) = Yo. Wówczas

dy(x)
g(y(x» dX = f(x) ,

gdzie a" ... , an, a sa funkcjami ciaglymi w pewnym przedziale l.
2° Oprócz równan zwyczajnych wazna role w zastosowaniach odgrywaja równania rózniczkowe
czastkowe, W których poszukiwana funkcja zalezy od dwóch lub wiecej zmiennych niezaleznych.
3° Potrzeba rozwijania teorii równan rózniczkowych wynika miedzy innymi z mozliwosci opisu
wielu zjawisk fizycznych za pomoca takich równan. Np. w ruchu jednostajnie przyspieszonym
droga s = set), gdzie t oznacza czas, spelnia równosc:

dZs

dtZ- = a = const,

Uwagi:
l ° W teorii równan rózniczkowych rozwaza sie równiez równania wyzszych rzedów. Przykladem
równania rózniczkowego zwyczajnego rzedu n jest

Czyli nie naladowana kula umieszczona
w jednorodnym polu wytwarza na zewnatrz
dodatkowe pole, równowazne polu

wywolywanemu przez dipol o momencie

dipolowym p - 4KtoEor~ (wewnatrz kuli pole
elektrostatyczne jest równe zeru).
Gestosc powierzchniowa ladunków,} równa
sie wartoSc:i wektora indukcji pola
elektrostatycznego: ,} = IDI = eolEi. Linie sil
pola sa prostopadle do powierzchni
przewodnika, czyli w naszym przypadku sa
równolegle do promieni kuli.
Dlatego:

,}= eo (- ddV) I = 3<oEocosO.r T = To

Gestosc ladunku na powierzchni kuli jest
funkcja cosO, to znaczy wszystkie punkty
Idace na OKregu O promieniu r sin O i osi
pokrywajace, SIez osill z maja taka sama
gestosc ladunku. Ladunki dodatnie
zgromadzone zostaly na prawej pólkuli
(O < 90°), natomiast ujemne na lewej

(90' < O < 180' l. Najwieksza gestosc ladunku
jest dla punktów le!acych na osi z.

Yj(P) = - Eoz.

Calkowity potencjal rozwazanego pola
elektrostatycznego w punkcie P wynosi:

Y(P) - ( - I _. J1 -Eo) z+ Yo,4Jlto ,3

Y4(P) = - o_!!!.- ,
4x!o ,3

Idzie z jest z-owa wspólrzedna punktu P,
a eo- stala dielektryczna prózni. Potencjal
pola jednorodnego równa sie ( z dokladnoscia
do stalej):

V(P) = (41 ~- -Eo) rcosO+ Yo.1l:Eo r

Z powyt.szego wzoru wynika. ze powierzchnia

kul. o promieniu '0 jest powierzchnia
ekwipotencjalna w rozwatanym problemie.
jesli

gdz,e Yo jest stala, skalujaca wartosc potencjalu .
.Ze wzgledu na walcowa symetrie problemu
wygodniejest wprowadzic kat O zdeflOiowany
jako kat miedzy prosta OP i osia z, liczony od
osi. Wówczas z = r cosO i

Szukamy powierzchni ekwipotencjalnych pola
elektrostatycznego ~dacego suma pól: dipola
elektrycznego w momencie dipolowym p

skierowanym wzdluz osi Zl umieszczonego
w poczatku ukladu wspólrzednych,
i jednorodnego pola Eo.
Potencjal pola dipola w dowolnym punkcie P
odleglym o r od dipola wynosi (z dokladnoscia
do stalej):

Rozwiazanie zadania F 10
Wprowadimy uklad wspólrzednych o poczatku
w srodku kuli i z osia z skierowana równolegle
do kierunku jednorodnego pola Eo (patrz
rysunek).
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Ciekawe-i nie tylko

Mozemy zastosowac udowodnione twierdzenie, biorac f(x) = - x i g(y) = y. Jako funkcje

1 1 1
pierwotne wezmy F(x) = - 2" x' i G(y) = 2" y'. Zatem F(xo) = F(O) = O, G(yo) = G(l) = 2" .

Czytelnik bez trudu sprawdzi (stosujac np. udowodnione wyzej twierdzenie), ze jedynym

rozwiazaniem naszego zadania jest funkcja y = m(l-e-kt).
O dalsze przyklady zagadnien prowadzacych do równan rózniczkowych nie jest trudno. Zetknac
sie mozna z nimi w wielu dziedzinach nauki i techniki.

(k - wspólczynnik proporcjonalnosci).dy = k(m-y),dt

O trudnosciach zwiazanych z uprawianiem fizyki we wspólczesnym swiecie najlepiej moga
swiadczyc bardzo skomplikowane urzadzenia badawcze, jakimi musza sie poslugiwac dzisiejsi
uczeni. «Physics Today», nr 1, 1974, przynosi opis dwóch wielkich komór pecherzykowych

urzadzen sluzacych do rejestracji torów czastek elementarnych wytworzonych przy pomocy
wielkich akceleratorów (komory sa wiec tylko jednym z ogniw calego lancucha narzedzi
badawczych wspólczesnego fizyka czastek elementarnych, lancucha, który zaczyna sie od
akceleratora i konczy sie dopiero na komputerze). Najwieksza komora europejska w CERN-ie
kolo Genewy ma 3,7 m srednicy, a tory czastek sa w niej odchylane przy pomocy pola

magnetycznego o natezeniu 4T(20 tys. Gausów). Najwieks~ komora amerykanska wspólpracuje
z poteznym akceleratorem rozpedzajacym protony do energii 300 GeV, znajdujacym sie w NAL
(National Accelerator Laboratory). Komora ta ma ksztalt gruszki o najwiekszym wymiarze 4,5 m.

Miesci sie w niej, zaleznie od potrzeb, 32000 litrów cieklego wodoru, mieszanki neonu z wodorem
lub deuteru. Czastki elementarne odchylane sa w. tej komorze przy pomocy elektromagnesu
dajacego natezenie pola rzedu 3T(30 tys. Gausów). Aby wytworzyc to pole, nalezy przez uzwojenie
elektromagnesu przepuscic prad o natezeniu 5 000 A. Cewka elektromagnesu ma 4,2 m srednicy
wewnetrznej i 5,1 m srednicy zewnetrznej. Energia zmagazynowana w nim wynosi 400 MJ.
Ten sam numer «Physics Today» przynosi równiez bardzo interesujacy artykul o falach
grawitacyjnych i nowych próbach potwierdzenia ich istnienia na drodze eksperymentalnej.
Okazuje sie, ze "stara" aparactura do rejestracji fal grawitacyjnych, jaka poslugiwal sie John Weber
i jego nasladowcy, miala czulosc pozwalajaca na zarejestrowanie odksztalcen bloku aluminiowego,
który pelnil w niej funkcje anteny, nie mniejszych niz "zaledwie" 10-15 cm. Dodajmy, ze typowy
wymiar jadra atomowego wynosi 10-13 cm. Obecnie sadzi sie, ze wlasnie ta ••niska" czulosc nie
pozwolila na bezsporne zarejestrowanie fal grawitacyjnych. W zwiazku z tym uczeni
z uniwersytetów w Luizjanie, Stanford i Rzymie buduja aparature zdolna do rejestracji zmian
dlugosci bloku - anteny rzedu 10-'0 na jednym metrze, co powinno wystarczyc do definitywnego
wyjasnienia zagadki fal grawitacyjnych.
Tematem zwiazanym z falami grawitacyjnymi jest temat "czarnych dziur", które moga byc jednym
ze zródel tych fal. Interesujacy przedruk z czesto w tej rubryce cytowanego «Physics Today»
i traktujacy o tych pelnych zagadek obiektach kosmicznych znalezc mozna w tegorocznym 3 nrze
«Problemów».

W roku biezacym mija 250-lecie zalozenia Akademii Nauk ZSRR. Wydarzeniu temu poswiecony
jest tegoroczny 1 nr miesiecznika «Priroda». Oprócz historii zalozenia samej Akademii w 1724 r.
przez Piotra Wielkiego znalezc w nim mozna takze bardzo interesujace artykuly ozyciu i pracach
najwybitniejszych czlonków tej instytucjL Z punktu widzenia matematyki i fizyki najbardziej
interesujace sa sylwetki Michala Lomonosowa, Leonarda Eulera i Igora Kurczatowa. Szczególnie
wart polecenia jest artykul o tym ostatnim uczonym i organizatorze nauki, który w latach II wojny
swiatowej poswiecil swój talent budowie radzieckiej broni atomowej, a w latach powojennych byl
jednym z pionierów prac nad kontrolowana synteza termojadrowa.

K.A.

1 1 1
Ze wzoru (5) mamy wiec: l y'- l + lX' = O, czyli x'+y'-l = O.

Jedynym rozwiazaniem tego zadania spelniajacym warunek y(O) = 1 jest funkcja

y=y1-x', gdzie xE(-l,l).

p r z y kla d 2: Cialo stale o masie ni zanurzone w cieczy rozpuszcza sie z szybkoscia
proporcjonalna do ilosci nierozpuszczonej substancji. Niech y = y(t) oznacza mase substancji
rozpuszczonej w czasie t. Jaka to funkcja, jezeli wiadomo, ze y(O) = 01
Otóz masa nierozpuszczonej substancji po uplywie czasu t jest równa m - y(t), szybkosc

.. dy . f k' ( ) l" .rozpuszczama wynosI (j( ,a WIeC un cJa y = y t spe ma rowname

Rozwiazanie zadania M. 28

Podstawiajac w miejsce x kolejne liczby
naturalne, otrzymujemy 9, IS, 2S, 39, S7, 79,
lOS, 135, 169,207,249,295, .. , widlimy wiec,

ie jeieli .x niC dzieli sie przez 3. to 2Xl + 7
dzieli sie pt7.CZ 3, co mozna latwo wykazac.
Jezeh bowIem x nie dzieh sie przez 3, to dla

pewnej. liczby calkowitej k uchodzi równosc
x = 3k • I, skad x' ., 9k' •. 6k + I i x' daje

przy dzieleniu przez 3 reszte 1, 2X2 + 7 zas
reszte O. Liczbe pIerwsza Jako wartosc

wyrazem.l 2X2 l' 7 mozemy wiec olrzy;-~c tylko
wtedy, gdy x jest podzielna przez 3. Poniewaz

2' 3' + 7 = 25 jest Iiezba zlozona, WIec jezeli

2x' + 7 jest liczba pierwsza, lo x jest podzielne

przez 3 1 witrksze od 'l, a w:\'C zlozone.
~ater-atycy wy~( wicdl.ieli hipot(:7~. z. kt)re~
wynika, te dla ni~kC1nclenie wiciu w&'I"t->sd

naturalnych x licz~a 2X2 .•. 1 jest pJCrWSl'.3,

jednak hipoteza ta jl.~t nicudowodniona.

-

1&



Jak zdeformowac prosiaka, czyli o graficznym
przedstawieniu pomiarów

Czesto stawiamy pytanie: "W jaki sposób wielkosc fizyczna Y zalezy od wielkosci X?". Szukajac odpowiedzi, wykonujemy pomiary
i otrzymujemy w wyniku szereg par wartosci (x,y). Pytanie moze na przyklad dotyczyc zaleznosci drogi S, przebytej przez cialo w swobodnym
spadku w polu grawitacyjnym Ziemi, od czasu lotu t. Otrzymane wyniki pomiarów obu wielkosci przedstawiamy graficznie na wykresie
odkladajac na jednej osi wspólrzednych wartosci x, a na drugiej wartosci y. Odkladamy to znaczy przyporzadkowujemy liczbom rzeczywistym
punkty na osi wspólrzednych i wybieramy te punkty, które odpowiadaja liczbowym wynikom pomiarów. Przyporzadkowywanie to mozna
robic na wiele sposobów. Dlugosc odcinka od poczatku skali do punktu reprezentujacego liczbe na osi moze byc:
- proporcjonalna do liczby (skala liniowa),
- proporcjonalna do kwadratu liczby (skala kwadratowa),
- proporcjonalna do logarytmu liczby (skala logarytmiczna).
Listy tej oczywiscie nie mozna wyczerpac, ale na szczescie w praktyce uzywa sie tylko ograniczonej liczby skal. Dodatkowe urozmaicenie
wynika stad, ze os rzednych i os odcietych moga miec rózne skale, np. liniowo-logarytmiczna, liniowo-kwadratowa itp. Dobór skali jest
pozornie malo wazny, wszystkie wykresy zrobione poprawnie zawieraja te sama informacje i zmieniajac skale nie mozemy jej wzbogacic
ani zubozyc. Mozemy natomiast zauwazyc prawidlowosci, które sa trudne do uchwycenia w innej prezentacji. Wrócmy do podanego
przykladu. Wyniki pieciu - zalózmy, ze bezblednych - pomiarów zestawiamy w tabelce podajac czas w sekundach, a droge przebyta
w metrach:
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Narysujmy wykres zaleznosci S od t w skali Iiniowo(S)-liniowej(t) oraz liniowo(S)-kwadratowej(t). W pierwszym wypadku trudno od razu
orzec bez dodatkowego sprawdzenia, jaki charakter ma badana zaleznosc. Krzywa, na której ukladaja sie punkty, moze byc parabola, ale
moze byc inna funkcja. W skali liniowo-kwadratowej wykresem badanej zaleznosci jest prosta. Mozemy stad od razu odczytac postac
funkcji s = At2•
Dobór wlasciwej skali moze byc trudny, w kazdej obraz badanej zaleznosci jest inny, i tylko przeslanki teoretyczne moga nam pomóc
w decyzji. Popatrzmy na sympatycznego, w skali liniowo-liniowej, prosiaka, którego komputer przerysowal w dwudziestu czterech innych
skalach. Nie stracilismy przez to zadnych informacji, nic nie zyskalismy poza uzyskaniem calego ogrodu zoologicznego. Sytuacje fizyka
mozna czesto przyrównac do kogos, kto nigdy w zyciu nie widzial prosiaka i patrzac na 25 obrazków usiluje odgadnac, który z nich oddaje
najlepiej cechy badanego zwierzatka (mówimy o cechach, a nie o ksztalcie, bo ten znamy).

PIERWIASTKOWA LOGARYT !1ICZNA LINIOWA

SKALA
WYKLADNICZA KWADRATOWA
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