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Laserowa kompresja i synteza termojadrowa plazmy

Prof. dr Sylwester KALISKI, czl. rzeczywisty PAN

Tak sie z angielska (pinch) nazywa
zjawisko skurczu plazmy, polegajace
na zwezaniu sie obszaru wyladowania
elektrycznego, w wyniku czego tworzy
sie swego rodzaju sznur plazmowy
(wskutek takiego samosciskania sie
plazmy wzrastaja jej gestosc, cisnienie
i temperatura). Zjawisko warunkuja
efekty magnetodynamiczne. Modelowo
mozna je wyjasnic po prostu
rozwazajac oddzialywanie
magnetyczne miedzy przewodnikami
w kablu, przez które plynie prad
elektryczny w tym samym kierunku.

l. Od 25 lat trwaja fascynujace zmagania fizyków i inzynierów z problemem
syntezy jadrowej. Jak wiadomo, przy rozszczepianiu ciezkich jader (uran, pluton)
oraz przy laczeniu lekkich jader (wodór, deuter, tryt, lit itd.) nastepuje znaczne
wydzielanie energii jadrowej.
O ile rozszczepienie bazuje na surowcach drogich, rzadkich, o tyle synteza
jadrowa, która jest nota bene energetycznie wydajniejsza, bazuje na surowcach
powszechnie dostepnych. Rozszczepieniu towarzysza szkodliwe promieniowania,
synteza jest pod tym wzgledem procesem na ogól czystym. Jest jednak znacznie
trudniejsza do urzeczywistnienia.
W latach piecdziesiatych, gdy Anglicy dokonali pierwszych eksperymentów
zpinczem, wydawalo sie, ze cel jest tuz, tuz. Potem okazalo sie, ze sznur plazmowy,
wytwarzany przy znacznych wyladowaniach pradowych prowadzacych do sciskania
i wysokotemperaturowego nagrzewania plazmy, jest niestabilny - rozlatuje sie.
I efekt syntezy na tej drodze jest dotychczas nieosiagalny.
Przez 20 lat budowano mozolnie coraz to wieksze systemy, bazujace na róznych
pulapkach magnetycznych, utrzymujacych nagrzana plazme w stanie skupienia. Do
najbardziej udanych w tym wzgledzie nalezy rodzina radzieckich "tokomaków",
opracowanych pod kierunkiem wybitnego fizyka radzieckiego Lwa Arcymowicza.
Na przeszkodzie do osiagniecia celu ostatecznego stanely i tutaj problemy
stabilnosci plazmy.
Podstawowym kryterium osiagniecia progu syntezy jest tzw. kryterium Lawsona:

m: ~ 1014(s/cm3),

gdzie n oznacza liczbe czastek w cm3 plazmy, a T - czas utrzymania jej w stanie
skupienia (w tokomakach czas ten jest rzedu 0,01 ~0,1 s).
Na poczatku okresu prac nad pulapkami magnetycznymi brakowalo trzech rzedów
wielkosci dla realizacji tego kryterium (1000 razy za malo). Przez 20 lat posunieto
sie naprzód o ponad 1,5 rzedu wielkosci. Dzis do spelnienia tego kryterium brak
jeszcze kilkadziesiatkrotnego zwiekszenia gestosci plazmy i czasu jej utrzymania
.w stanie skupienia.
2. Dokladnie 10 lat temu dwóch uczonych, niezaleznie, mianowicie Basow
(laureat nagrody Nobla) w ZSRR i Dawson w USA, zwrócilo uwage na mozliwosc
wykorzystania laserów do nagrzewania plazmy w bardzo krótkich okresach czasu,
wykorzystujac fakt, ze impulsem laserowym mozna dzialac na zestalona mieszanine
deuteru i trytu o gestosci n ~ 5' 1022 cm-3, co prowadzi do zadania, by T bylo
rzedu zaledwie 2· 1O-9s. Wtedy czynnikiem utrzymujacym plazme w stanie
skupienia bylaby bezwladnosc czastek - po prostu w tak krótkim czasie, mimo
ogromnych temperatur i cisnien, plazma nie zdazylaby sie rozleciec przed zajsciem
w niej reakcji termojadrowej.
Idea Basowa i Dawsona miala w 1964 roku charakter idei ogólnej, nie wchodzacej
szczególowo w mechanizmy mozliwosci realizacji tego procesu zarówno od strony
fizycznej, jak i technicznej. Pózniej okazalo sie, ze droga, o której poczatkowo
mysleli obaj uczeni, jest praktycznie nie w pelni realna.
Po prostu dlatego, ze przy gestosci n = 5, 1022 cm-3 i czasie rzedu 2· 10-9 s tylko
w znikomej czesci kulki (o masie rzedu miligrama) zdazy zajsc reakcja syntezy,
czas reakcji termojadrowej jest bowiem ponad 1000 razy dluzszy. W efekcie nie
odzyskalibysmy energii wlozonej do nagrzania takiej kulki do temperatury syntezy,
tj. okolo 100 mln K.
Czas ten stalby sie wystarczajacy, gdyby np. udalo sie przedtem scisnac kulke
zmniejszajac jej objetosc ponad 1000 razy (ze wzrostem gestosci zwieksza sie
predkosc reakcji syntezy). Ale nie tylko to stalo na przeszkodzie.
Obliczona energia potrzebna do nagrzania kulki zestalonej mieszaniny deuteru
i trytu (D-T) o masie 1 mg do temperatury 100 mln K wynosila 1010 J,
a istniejace wtedy lasery dawaly w impulsie nanosekundowym (1 ns = 10-9 s)
energie rzedu 0,1 J. Tym niemniej prace Basowa i Dawsona maja charakter
pionierski i dzis juz historyczny; otworzyly one nowa, fantastyczna perspektywe
realizacji syntezy termojadrowej za pomoca laserów.
Do osiagniecia celu wytyczonego przez Basowa i Dawsona brakowalo 11 rzedów
wielkosci, co w porównaniu z trzema w systemach pulapek magnetycznych
oznaczac moglo czekanie wiekami na osiagniecie odpowiedniego poziomu techniki
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W wyniku laczenia sie naj lzejszych
jader w ciezsze powstaja tez swobodne
neutrony, zwane neutronami syntezy
(dla odróznienia ich od neutronów
swobodnych powstajacych w efekcie
innych zjawisk). Powstawanie ich
wskazuje, ze zachodzi reakcja
syntezy jadrowej.

laserowej. Sa jednakze dziedziny nauki i techniki, które pokonuja normalny rozwój
okresu "wieków" w pare lat.
Od czasu pojawienia sie prac Basowa i Dawsona praktycznie do 1968 roku,
w literaturze naukowej bylo cicho. W 1968 Basow ze wspólpracownikami oglosil,
ze uzyskali oni za pomoca laserów temperature plazmy rzedu kilkunastu mln K
i pierwsze neutrony syntezy. Basow operowal wtedy juz laserem o energii 20 J,
zas dokladniejsze wyliczenia pokazaly, ze wystarczyloby do osiagniecia syntezy
energii lasera rzedu 109 J. A zatem w przeciagu trzech lat przeskoczono 3 rzedy
wielkosci.

Autor niniejszego artykulu pracowal od 1966/67 r. nad mozliwoscia wstrzeliwania
(metoda klasycznego wybuchu) ciezkich otoczek (o odpowiednio'dobranej gestosci)
do plazmy, proponujac wprowadzic impuls laserowy w momencie zblizonym do
momentu maksymalnego sprezenia plazmy.

Taki system powodowal znaczne wydluzenie czasu skupienia plazmy (dzieki
wstepnej kompresji i bezwladnosci otoczki). Energia potrzebna do osiagniecia
temperatur krytycznych spadla do lOS J, zas lasery w tym czasie (1969-1970), gdy
prace zostaly opublikowane, dawaly juz 100 J w impulsie nanosekundowym.
A zatem do celu zabraklo trzech rzedów wielkosci, zas 8 rzedów pokonano
w przeciagu pieciu, szesciu lat. Ale pokonanie "estatnich" rzedów wielkosci jest
zawsze trudniejsze i nie nalezy oczekiwac, ze mozna bedzie osiagac dalsze sukcesy
w czasie wynikajacym z ekstrapolacji osiagniec okresu ostatniego.
Trzeba tutaj dodac, ze metoda wstrzeliwanych dodatkowo otoczek, poza pewnymi
komplikacjami natury technicznej, dala równiez szereg niekorzystnych zjawisk
zwiazanych z promieniowaniem otoczek; jej praktyczna realizacja natrafila na wiele
dodatkowych niewiadomych.

Uczonych ciagle jednakze nurtowala mysl, ze gdyby udalo sie scisnac material
1000 do 10000 razy, wówczas przy nagrzewaniu kulki cala materia zdazylaby
przereagowac jadrowo i reakcja stalaby sie wydajna - oplacalna technicznie.
Ale aby scisnac deuter 104 razy, nalezaloby wytworzyc horendalne cisnienie
1017 paskali, czyli 1012 atm (l P = l N/m2 ~ lO-s atm) w centrum kuli. Dotad
metodami wybuchowymi (kumulacyjnymi) osiagnieto cisnienia kilkunastu
bilionów paskali, czyli kilkunastu milionów atmosfer, i zaledwie kilkakrotne
sprezenie. A zatem wydawaloby sie, ze sprawa jest utopijna. Przelom nastapil
w 1972 r.

Trzech autorów równolegle: Brueckner oraz NuckoIls i wspólpracownicy w USA,
a takze autor niniejszego artykulu w Polsce, opublikowali tzw. laserowa metode
kompresji plazmy. Na czym ona polega?
Wyobrazmy sobie kulke plazmowa (rys. 1) o srednicy okolo 0,1 cm, nagrzana
impulsami z koncentrycznego ukladu laserów tak, aby promieniowanie laserowe
wnikalo tylko na nieznaczna glebokosc pod powierzchnie kulki - rzedu mikrometrów
(nie mozemy tutaj wchodzic w mechanizmy, na bazie których tego typu efekt
mozna uzyskac). Wtedy gwaltownemu nagrzaniu podlega tylko zewnetrzna
warstewka kulki.
Do nagrzania tej warstewki trzeba znacznie mniejszej energii lasera. Zewnetrzna
warstewka podlega gwaltownej ekspansji i odrzutowi na zewnatrz (ablacji), oddajac
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potetny impuls sciskajacy ku centrum kulki. Powstal swego rodzaju silnik
odrzutowy. Laser dalej doprowadza energie do nastepnych warstw dopóty,
dopóki fala uderzeniowa wywolana cisnieniem odrzucanych warstewek nie dotrze
do centrum kulki. Energie lasera kontroluje sie tak, aby narastala w czasie (rys. 2).
Z teorii fal uderzeniowych wiadomo, te na froncie fali kompresja nie moze
przekroczyc okreslonej wartosci (dla naszej plazmy rzedu 4 razy). Wiadomo dalej,
ze kazda nastepna fala uderzeniowa o wyzszym cisnieniu propaguje sie szybciej
(Di > Di-1, gdzie Di - predkosc i-tej fali uderzeniowej) i powoduje nastepna
kompresje plazmy scisnietej przez fale poprzedzajaca ('" 4 razy itd.).
Jezeli profil impulsu laserowego dobrac tak, aby wszystkie fale uderzeniowe
spotkaly sie jednoczesnie w centrum kulki, wówczas kompresja w centrum kulki
rzedu 103-104 jest osiagalna za pomoca energii impulsu laserowego rzedu 104 J.
Scislej - energia potrzebna do uzyskania znacznie wiekszego odzysku energii
anizeli wlozona wynosi 104-105 J, zas energia potrzebna do pokonania tzw. progu
krytycznego, przy którym stosunek energii odzysku do energii wlozonej bedzie
wiekszy nit 1, jest rzedu tylko kilku tysiecy dzuli.
Metoda kompresyjna stanowi przelom w laserowej mikrosyntezie. W latach
1973-1974 zbudowano juz pojedyncze lasery na szkle neodymowym, o energii
1000 J w impulsie nanosekundowym. Podobne wyniki osiagnieto w roku 1974
w laserach gazowych na CO2•

Pierwsze operuja dlugoscia fali 1,06 {Jom,drugie 10,6 {Jom.W zwiazku z tym zasady
ich stosowania do mikrosyntezy sa odmienne. Oczywiscie do laserowej syntezy
mozna stosowac zespoly laserów (np. prof. Basow osiagnal za pomoca 20 laserów
po 100 J energie 2000 J i buduje obecnie uklad na 5000 J). Amerykanie buduja
laser gazowy na 10000 J. Tak wiec krzywe dostepnej energii impulsu laserowego
i energii potrzebnej do mikrosyntezy przeciely sie. Masa kulki D-T zredukowala

sie obecnie do rzedu (10-4 ..:.. 10-5) g. Energia uzyskiwana
z "wybuchu" takiej kulki wskutek syntezy termojadrowej
odpowiada w przyblizeniu energii wyzwolonej z okolo
kilograma materialu wybuchowego! 100 takich wybuchów

odzysku w ciagu sekundy to w procesie ciaglym odpowiednik
dywan elektrowni o mocy przekraczajacej l GW!

Tak wiec w przeciagu 10 .lat bariera 11 rzedów wielkosci
zostala teoretycznie pokonana. Takiego fantastycznego
postepu chyba nie zna dotad historia nauki. Sytuacje
scharakteryzuje rys. 3. "Laserowa droga" do syntezy
jadrowej jest wiec - jak wykazaly dotychczasowe badania
teoretyczne i doswiadczalne (jesli chodzi o zagadnienia
podstawowe) - mozliwa i fizycznie realna. Zadaniem
fizyków i inzynierów jest obecnie szczególowa realizacja
tego programu. Od strony technicznej, a równiez
i fizycznej nalezy pokonac jeszcze ogrom trudnosci;
pojawiaja sie nowe uboczne efekty, które podobnie jak
niestabilnosci plazmy w tokomakach moga w decydujacy
sposób wplynac na realizacje przedsiewziecia. Stad
koncowy efekt moze stac sie osiagalny w przeciagu kilku
lat, gdy trudnosci te nie beda zasadnicze, moze jednakze
tez znacznie sie oddalic.

Nie podlega jednakze kwestii, ze metody laserowe zbulwersowaly swiat i staly sie
jednym z podstawowych konkurentów w wyscigu do syntezy termojadrowej.
W latach 1972-1974 pojawilo sie szereg propozycji mutacji metody nakreslonej
wyzej; z braku miejsca nie omawiam ich tutaj. Dotad 6 panstw uzyskalo za
pomoca laserów takie temperatury (rzedu dziesiatek milionów kelwinów), iz
zachodzi mikrosynteza termojadrowa, przy której wydzielaja sie neutrony syntezy.
Sa to: ZSRR, USA, Francja w pierwszej grupie, w drugiej zas RFN, Polska
i Japonia. W Polsce eksperyment ten zrealizowano w Wojskowej Akademii
Technicznej. Pierwszy efekt neutronowy mikrosyntezy termojadrowej uzyskalismy
w Polsce w kwietniu 1973 r. Wszystkie efekty syntezy otrzymano przy wiekszym
wkladzie energii laserowej anizeli energia odzysku.
Obecnie, jak juz wspomnialem, idzie o taka eskalacje procesu, aby odzysk byl
najpierw dodatni, a potem - aby pokrywal wszelkie straty i aby mimo to
przewazal. O to toczy sie obecnie batalia.

1972197019681964
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Fot.2
Fot. l

Fot.3

Fot.4

Szczególowe omówienie zagadnien
przedstawionych w artykule znajdzie
Czytelnik w ksiazce autora Laserowa
mikrosynteza termojadrowa; ksiazka
ta ukaze sie w serii ••Omega".

Uklady laserowe i glowice pomiarowe, na których zrealizowano polski eksperyment
(energia lasera rzedu 40 1), pokazane sa na zdjeciach 1,2 i 3.
3. Budowa laserów o energiach rzedu 10 tys. J jest niezwykle kosztowna, idzie
w miliardy. Trudno byloby poniesc tak wielkie koszty w kraju naszej wielkosci .

., W zwiazku z tym pracujemy w Polsce nad systemem laser-focus, gdzie focus jest
to koncentrator plazmowy, skupiajacy wstepnie plazme, na która nastepnie
dziala sie impulsem laserowym. Pozwoli to obnizyc krytyczna wartosc impulsu.
Uklad focus pokazany jest na zdjeciach 4 i 5. Zostal zbudowany dla WAT w IBJ.
Niezaleznie od tego, autor niniejszego artykulu opracowal w 1973 r. metode
prekompresji wybuchowej plazmy, poprzedzajacej wstepnie kompresje laserowa·
Metoda ta, oparta na specjalnych technikach wybuchowych, za pomoca których
osiagnieto niezwykle wysokie, nieznane dotychczas efekty kompresyjne, pozwala
obnizyc krytyczna wartosc energii impulsu laserowego kilkakrotnie, tak ze
teoretycznie mikro synteza jest osiagalna przy poziomie energii impulsu rzedu
1000 J, co lezy juz w granicach naszych mozliwosci. Mozliwosci te poza tym
poteguja sie dzieki wspólpracy z ZSRR - z grupa prof. Basowa.

Fot. 5

4. Trudno powiedziec, jak potocza sie losy "drogi laserowej". Stala sie ona
jednakze juz dzis rewolucyjna. Trudnosci fizycznych i technicznych jest jeszcze
ogrom - dotyczy to w szczególnosci rozwiazan samych reaktorów mikro syntezy.
Gdyby jednak trudnosci te zostaly pokonane, wówczas skok w rozwoju ludzkosci
dalby sie porównac tylko ze skokiem, jaki spowodowalo odkrycie elektrycznosci.
Oznaczaloby to nie tylko wybawienie czlowieka od wszelkich kryzysów
energetycznych, ale daloby jeszcze mozliwosci sztucznego ksztaltowania klimatu,
ocieplania pól, nowe perspektywy komunikacyjne, w szczególnosci kosmiczne,
nowe perspektywy materialowe, badawcze, slowem - ogromny skok w rozwoju
ludzkosci. Najbli~ze lata winny rozstrzygnac ten frapujacy problem.
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Twierdzenie Gódla

Rozwiazanie zadania M43.

Zalózmy. te w czworokacie wypuklym ABCD
zacbodzi nierównosc

B

(l)AB;> AC.
Wówczas (zob. rysunek)
i: BCA •• i: ABC.
skad i: BCD > i: BCA. •• i: ABC > i: DBC
a wiec BD > CD. Dodajac stronami
nierównosc ostatnia i (I) otrzymujemy
AB+BD> AC+CD. Tak wiec wykazalismy
nie wprost zadane twierdzenie. Czytelnik
zechce si~ zastanowic. czy twierdzenie
pozostaje prawdziwe bez zalozenia wypuklosci
czworokata ABCD.

Dr Leszek PACHOLSKI

Jedna z najistotniejszych cech matematyki wspólczesnej jest powszechne uzywanie metody
aksjomatycznej. Chociaz metoda ta byla znana juz w czasach Euklidesa, dopiero na przelomie
wieków dziewietnastego i dwudziestego sformulowano ja jako zasade i stworzono podstawy jej
badania. Jeden z najwybitniejszych matematyków wszystkich czasów, D. Hilbert (1862-1943),
opisal podstawowe warunki, które powinien spelniac system aksjomatyczny, aby byl uzyteczny
i sluszny. On tez sformulowal program, zwany powszechnie programem Hilberta, sprowadzenia
calej matematyki do systemu aksjomatycznego. Mozliwosc realizacji tego programu stala sie
w naszym stuleciu przedmiotem intensywnych badan naukowych. Wykazaly one, ze programu
Hilberta nie uda sie zrealizowac. Wynika to z twierdzenia Churcha i Godla o niezupelnosci
i nierozstrzygalnosci arytmetyki.
Najstarszy system aksjomatyczny - geometrie Euklidesa - mozna poznac juz na lekcjach
geometrii. W systemie tym, podobnie jak w innych systemach aksjomatycznych, istnieja dwa
rodzaje prawd. Prawdy jednego rodzaju to te, których srodkami matematyki udowodnic nie
mozna. Nosza one nazwe aksjomatów lub pewników. Przyjmuje sie je za oczywiste. Sa one
fragmentem opisu pewnej rzeczywistosci fizycznej (np. aksjomaty geometrii sa opisem
przestrzeni, w której poruszaja sie ciala niebieskie). Inna grupa prawd to twierdzenia, czyli
zdania, które mozna z aksjomatów wyprowadzic.
Jednym ze starszych systemów aksjomatycznych jest aksjomatyka liczb naturalnych, stworzona
przez wloskiego matematyka G. Peano. Opisuje ona wlasnosci liczb naturalnych oraz dzialaó
na liczbach naturalnych: dodawania, mnozenia etc. Aksjomaty Peana sa oczywiste. Aby sie
o tym przekonac, wystarczy przejrzec ich liste:

x+l .;. O;

jesli x+l = y+l, to x = y;

x+O = x; x+(y+l) = (x+y)+l;

x' O = O; x(y+l) = xy+x.

Ostatni, nie wymieniony jeszcze aksjomat indukcji stwierdza, ze zawsze, jesli istnieje choc jedna
liczba naturalna o danej wlasnosci, istnieje równiez najmniejsza liczba o tej wlasnosci.
Mimo iz podana wyzej aksjomatyka jest bardzo uboga, wszystkie nawet najbardziej skomplikowane
twierdzenia teorii liczb mozna przy jej pomocy udowodnic.
Przypomnijmy, na czym polega dowodzenie twierdzen. Dowód twierdzenia mozna podzielic
na pewna liczbe elementarnych kroków. W kazdym z nich korzysta sie z aksjomatów, wczesniej
udowodnionych twierdzen, a takze ze zdan, które wyprowadzone zostaly we wczesniejszych
krokach dowodu. Na ich podstawie wyciaga sie wnioski, które powinny byc oczywiste. Wniosek
otrzymany w ostatnim kroku - to twierdzenie.
Podana wyzej definicja dowodu jest bardzo nieprecyzyjna. Niejasne jest bowiem, co to znaczy
"oczywisty". Aby te niescislosc usunac, wyodrebniono niewielka liczbe tak zwanych regul
wnioskowania. Regula wnioskowania to zasada, która orzeka, ze jesli pewne zdania zwane
przeslankami sa prawdziwe, to prawdziwe jest tez inne zdanie - wniosek. W kazdej z regul
liczba przeslanek i ich ksztalt sa scisle okreslone, a gdy przeslanki sa dane, wniosek jest
jednoznaczny. Przykladem takiej reguly jest regula odrywania. Mówi ona, ze zdanie B jest
prawdziwe, jesli prawdziwe sa: zdanie A oraz zdanie "jesli A, to B".
Obecnie mozemy podac bardziej precyzyjna definicje dowodu. Dowód jest to ciag
elementarnych kroków polegajacych na wypisywaniu zdan prawdziwych, przy czym za zdania
prawdziwe uznaje sie aksjomaty, wczesniej udowodnione twierdzenia i te zdania, które przy
pomocy regul wnioskowania mozna wyprowadzic ze zdan wypisanych wczesniej. W ten sposób
sprawdzenie poprawnosci dowodu sprowadza sie do przejrzenia listy regul wnioskowania,
aksjomatów i wczesniejszej czesci dowodu.
Moze nasunac sie pytanie, czy mozna zbudowac kompletna liste regul wnioskowania, to znaczy
taka, aby kazde twierdzenie posiadalo dowód przy uzyciu regul wnioskowania znajdujacych sie
na tej liscie. Odpowiedz na to pytanie jest pozytywna. Wynika to z twierdzenia K. Godla
o zupelnosci.
Aby reguly wnioskowania mogly precyzyjnie opisac metode dowodzenia, zdania, do których te
reguly stosujemy, musza byc wyrazone w mozliwie prostym i jednoznacznym jezyku. Na
szczescie jezyk matematyki jest taki; ponadto, gdy zachodzi potrzeba, jezyk uzywany na co dzien
przez matematyków mozna zastapic jezykiem formalnym, w którym mozliwe jest zapisanie
najbardziej skomplikowanych zdan wylacznie przy uzyciu symboli.
Podstawowym obiektem jezyka formalnego jest formula. Do budowania formul sluza spójniki
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Rozwiazanie zadania FIS.

Wprowadzmy uklad wspl>lrzednychjak na
rys. l i przyjmijmy, ze cialo o l,dunku Q

Z

y

znajduje sie w punkcie o wspl>lrzednyeh
x = z = O, Y = Yo. Cialo to indukuje na
wewnetrznych powierzchniach okladek
kondensatora ladunek powierzchniowy
o sumarycznej wartosci - Q. (Zgodnie
z twierdzeniem Gaussa). Ladunek na
okladkach jest rozlozony nierównomiemie.
Jednakze calkowity ladunek zgromadzony na
kazdej z okladek zalozy, przy ustalonych Q
i a. tylko od odleglosci ciala o ladunku Q
od danej okladki. Dla naszych eolów
wystarczy znaleZCte zaleznosc.
Zaodnie z zasad, superpozycji wypadkowe
pole elektrostatyczne poehodaeo od wielu
ladunków jest suma pól elektrostatycznych
wywolanych przez poszezcgólne ladunki.
Zastosujmy te zasade do n_o problemu.
Wynika z niej, zo np. umieszczonie
dodatkowego ciala o ladunku Q w dowolnym
punkcie plaszczyzny y - Yo, wewnatrz
kondensatora, podwaja ealkowity ladunek
powierzchniowy obu okladek. Mozna to
spostrzezenie uogólnic stwierdzajac, ze
calkowity ladunek indukowany na okladkach
nie zalezy od rozmieszczenia ladunków
w plaszezyzDiey - Yo wewnatrz kondensatora.
Zamiast wiec rozpatrywac skomplikowany
problem naladowancgo ciala punktowego
umieszczonego wewnatrz kondensatora,
mozomy rozwiazac zagadnienie równomiernie
naladowanego wycinka plaszczyzny
o powierzchni równej powierzchni okladek
i o sumarycznym ladunku Q. umieszczonym
w plaszczyznie y = Yo. Dla obu przypadków
calkowity ladunek na kazdej z okladek
kondensatora jest taki sam. Oczywiscie inny
bedzie rozklad powierzchniowy ladunku na
okladkach, ale to dla naszogo zadania nie ma
znaczenia. Poniewaz okladki kondensatora
sa polaczone drutem i maja równy potencjal,
wiec nowy uklad jest równowazny ukladowi
dwu równolegle polaczonych kondensatorów
plaskich. Ladunek zgromadzony na okladkach
jest proporcjonalny (przy ustalonej róznicy
potencjalów) do pojemnosci kondensatora.
czyli w przypadku kondensatora plaskiego
jest odwrotnie proporcjonalny do odleglosci
miedzy okladkami. Stad stosunek ladunków
na okladkach wynosi:

QI a-yo
Ch '" y;;-'

Poniewaz -Q - QI+Q., wiec

Q. _ Q Yoa

Przesuwajac cialo o ladunku Q o odcinek Ay

zmieniamy ladunek Q. o AQ. '" _ Q 1y •a

I taki wlasnie ladunek AQ. przeplynie przez
drut przy przesunieciu ciala naladowanego
o odcinek o dlugosci Ay.

logiczne. kwantyfikatory i formuly atomowe. Formuly atomowe sa rózne dla róznych teorii
matematycznych. W teorii liczb sa to sensowne wyrazenia utworzone z liczb. zmiennych. czyli
liter x. y. Z•••• , oraz symboli +.'. =, 0.1 (ew. innych, które uzywane sa w arytmetyce liczb
naturalnych). Spójniki logiczne to wyrazenia "oraz" (/I). "lub" (v). "nieprawda. ze" (,..,).
"jesli ...• to" (=». W nawiasach wypisane sa symbole, których uzywa sie zamiast odpowiednich

zwrotów w jezyku polskim. Kwantyfikatory sa to zwroty "dla pewnego a" (V) oraz "dla
. a

kazdego a" (1\). Formula to odpowiednio polaczony ciag formlll atomowych. spójników
a

logicznych i kwantyfikatorów. Jesli zmienna wystepuje pod kwantyfikatorem. nazywamy ja
zmienna zwiazana. Jezeli w formule wszystkie zmienne sa zwiazane, to formule taka nazywamy
zdaniem. Jesli pewna zmienna nie jest zwiazana. to nazywamy ja zmienna wolna. I tak na przyklad

w fOJ;muleV (yz = x) oznaczajacej, ze x jest podzielne przez y. z jest .zmienna zwiazana.
z

natomiast y i x sa zmiennymi wolnymi. W formule "dla kazdego y. jesli x jest podzielne przez y.
to x = y lub y = 1". która oznacza. ze x jest liczba pierwsza, x jest zmienna wolna. y natomiast

jest zmienna zwiazana. Ostatnia formule mozna zapisac uzywajac wylacznie spójników logicznych.
kwantyfikatorów i formul atomowych teorii liczb -1\ (V (zy = x) => x = y v y = 1). Jezeli

y z '

w formule wszystkie zmienne wolne zastapimy przez liczby. otrzymamy zdanie. Na przyklad

zdaniem bedzie formula 1\ (V (yz = 7) => 7 = Y V Y = 1). otrzymana z poprzedniej przez
y z

podstawienie liczby 7 w miejsce jedynej zmiennej wolnej x.
Reguly wnioskowania dla jezyka symbolicznego staja sie zasadami. wedlug których ciag symboli
(formule) uznajemy za "prawdziwy". jesli prawdziwe sa inne ciagi symboli. Mozna przy tym
reguly wnioskowania opisac w sposób na tyle precyzyjny. ze poslugiwanie sie nimi polega
na mechanicznym porównywaniu ich budowy. Rozumienie tresci formul jest tu zbedne. Czynnoscia
mechaniczna jest tez wypisywanie wniosków otrzymanych przy pomocy ustalonej reguly
dowodzenia z danych przeslanek. Mozna wiec wykonanie tych czynnosci przekazac maszynom
liczacym. Odpowiednio zaprogramowana maszyna jest w stanie stwierdzic. czy zadana formula
jest wnioskiem z innych formul. Potrafi tez podac wniosek. gdy ma dane reguly dowodzenia
i przeslanki.

Powszechnie znany jest sposób porozumiewania sie z maszyna liczaca. Programy, polecenia oraz
dane koduje sie za pomoca otworów na tasmie papierowej. Na takiej tasmie maszyna drukuje
tez odpowiedzi na zadane pytania. W podobny sposób mozna na tasmie zakodowac formuly.
Jezeli. tak jak sie to czesto robi. przyjmiemy. ze dziurka w tasmie oznacza jedynke. natomiast
brak dziurki oznacza zero, to kazdy kod na tasmie stanie sie rozwinieciem pewnej liczby
naturalnej w systemie dwójkowym. Wobec tego mozna utozsamic kod formuly z odpowiadajaca
mu liczba. Po to. aby otrzymac kod wniosku. gdy dane sa kody przeslanek i gdy dana jest
regula dowodzenia. która nalezy zastosowac, maszyna wykona pewna liczbe operacji
arytmetycznych. Z kazda regula dowodzenia zwiazana jest przeto funkcja calkowitoliczbowa
o tej wlasnosci. ze wartosc tej funkcji na kodach przeslanek jest kodem wniosku. Funkcje te
mozna wyrazic przy pomocy dzialan arytmetycznych +, '. etc.

Przyjmijmy dla uproszczenia. ze sa dwie reguly dowodzenia. kazda o dwóch przeslankach.
Niechfl.f2 beda funkcjami odpowiadajacymi tym regulom. Dalej niech ab ... , a. beda kodami
aksjomatów. Jesli zadany jest ciag formul o kodach bb ...• bk• to ciag ten jest dowodem, gdy

1\ (V (bl = aj) V V V (fl(b •• b,) = bl V f2(b •• b,) = bl».
i",ki",n s<it<i

Powyzszy wzór w sposób symboliczny opisuje to. ze kazdy element ciagu bb ...• bdest
aksjomatem lub tez wynika z wczesniejszych elementów na mocy jednej z regul dowodzenia.
Wyzej opisana formule. oznaczajaca. ze ciag bb ..., bdest kodem dowodu. oznaczamy przez
E'(bb ...• bk). Zadany ciag liczb naturalnych bb ...• bk mozna w prosty sposób zakodowac przy
pomocy jednej liczby naturalnej Pl hl '" Pkhk• gdzie PI jest i-ta liczba pierwsza. W ten sposób
nie tylko pojedyncze formuly, ale takze ciagi formul beda utozsamiane z liczbami naturalnymi.
Z formuly E' mozna w latwy sposób otrzymac formule E(x) oznaczajaca, ze x jest kodem ciagu
liczb. które sa kodami formul tworzacych dowód. Niech f oznacza funkcje taka, ze jesli x jest
kodem ciagu, to f(x) jest ostatnim elementem tego ciagu. Oznaczmy przez D(y) formule

V (E(x) /I f(x) = y). Nietrudno zauwazyc. ze D(y) oznacza, iz y jest kodem twierdzenia.
x

Oczywiscie to. ze sa tylko dwie reguly i skonczona liczba aksjomatów. jest duzym uproszczeniem.
Wypisanie formuly E oraz D bez tych uproszczen jest nieco bardziej skomplikowane. Zasada jest
jednak ta sama.

W czwartym wieku przed nasza era. w czasach gdy Kretenczycy byli slawnymi na caly swiat
klamcami. Eubulides, uczen Euklidesa. postawil pytanie: "Czy Kretenczyk Epimenides mówil
prawde. gdy mówil «klamie»?". Na to pytanie nie mozna udzielic poprawnej odpowiedzi. Jesli
bowiem mówil prawde. to prawdziwe bylo zdanie "klamie". a przeto prawdy nie powiedzial.
Jesli natomiast sklamal. to mówiac ·"klamie" mówil prawde. a wiec nie klamal.
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Gdyby liczba a = V2--V2 byla wymierna,
zadane twierdzenie byloby prawdziwe,
przyjelibysmy bowiem x = y = V2."
Pozostaje wiec do rozpatrzenia przypadek,
gdy liczba a jest niewymierna. Wówczas

liczba b = aV2 = (yT) vi" . V2 = (V2)2 =
= 2 jest wymierna i mozna przyjac

x == a,y:= V2:

Uwaga. Wiadomo, ze liczba a jest
niewymierna i przestepna, tzn. nie jest
pierwiastkiem zadnego wielomianu stopnia
dodatniego o wspólczynnikach calkowitych.

Przytoczone powyzej pytanie nosi nazwe antynomii klamcy lub paradoksu Epimenidesa i jest
jednym z wielu paradoksów, które od starozytnosci spedzaly sen z powiek filozofom
i zapladnialy ich wyobraznie, zmuszaly do nieustannych rewizji pogladów na znane i czesto
bardzo proste sprawy. Wsród antynomii mozna wyróznic bogata klase tak zwanych antynomii
semantycznych, do których nalezy antynomia klamcy. Istota tych antynomii polega na tym, ze
buduje sie je ze zdan autoreferujacych, to znaczy orzekajacych cos o sobie. "Klamie"
Epimenidesa stwierdza, ze zdanie "klamie" jest klamstwem.

Podam jeszcze jeden przyklad antynomii tego samego typu - oczywiscie nieznany
w starozytnosci. Przypuscmy, ze mamy do dyspozycji doskonala maszyne cyfrowa z olbrzymia
pamiecia, szybko dzialajaca i niezawodna. Na wyjsciu maszyny umieszczamy przyrzad, który
w chwili gdy maszyna drukuje odpowiedz "nie", wylaczaja z sieci, natomiast na inne sygnaly
nie reaguje. Podajemy maszynie informacje o dzialaniu tego przyrzadu i zadajemy pytanie "czy
po udzieleniu odpowiedzi na to pytanie zostaniesz wylaczona z sieci?". I cokolwiek maszyna
wydrukuje, odpowiedz bedzie bledna. Jesli wydrukuje "tak", przyrzad na te odpowiedz nie
zareaguje i maszyna nie zostanie wylaczona, jesli natomiast wydrukuje "nie", przyrzad zareaguje
i maszyna zostanie wylaczona wbrew temu, co wydrukowala.
Mozna takze zbudowac bardziej skomplikowana antynomie, z pomoca której mozna otrzymac
wspomniane na wstepie twierdzenie Churcha iGodla. Z twierdzenia tego wynika miedzy innymi,
ze program Hilberta zaksjomatyzowania calej matematyki nie moze zostac zrealizowany.
Jakikolwiek rozsadny uklad aksjomatów przyjmiemy, zawsze znajdziemy zdanie, kt6rego przy
pomocy tych aksjomat6w nie uda sie ani udowodnic, ani obalic.
Zbi6r aksjomat6w bedziemy nazywali niesprzecznym, jesli przy jego pomocy nie mozna
udowodnic zdan sprzecznych. Uklad aksjomat6w nazywamy zupelnym, jesli kazde zdanie mozna
przy jego pomocy udowodnic atbo obalic. Uklad jest obliczalny, jesli mozna tak zaprogramowac
maszyne, zeby umiala stwierdzic, czy dane zdanie jest twierdzeniem. Uzywajac przed chwila
zdefiniowanych pojec, mozna sformulowac twierdzenie Godla: zaden obliczalny i niesprzeczny
uklad aksjomat6w arytmetyki nie jest zupelny.

Istota obu cytowanych wczesniej antynomii jest wystepowanie w nich zdan auto referujacych.
Kody formul arytmetyki mozna utozsamic z liczbami naturalnymi. Zdania arytmetyki opisuja
wlasnosci liczb, moze sie wiec zdarzyc, ze formula orzeka o swoim kodzie, a wiec w pewnym
sensie o sobie. Fakt, ze formula jest twierdzeniem, jest równowazny z tym, ze po podstawieniu

jej kodu do formuly D otrzymamy zdanie prawdziwe. A wiec tu takze istnieje mozliwosc
zbudowania zdania autoreferujacego, wystarczy do formuly D podstawic kod tej formuly.
Gdy dana jest formula, odpowiednio zaprogramowana maszyna moze podstawic dowolna liczbe
w miejsce zmiennej wolnej. W szczególnosci za te zmienna maszyna moze podstawic kod tej
formuly. Majac dany kod x formuly X maszyna bedzie mogla wydrukowac kod zdania Y,
otrzymanego przez podstawienie liczby x do formuly X. Proces obliczania kodu y, gdy dany

jest kod x, opisuje pewna funkcje arytmetyczna. Oznaczmy ja litera F.

Niech A bedzie zaprzeczeniem zdefiniowanej wyzej formuly D. Wtedy A(x) oznacza, ze x nie
jest kodem twierdzenia. Z formuly A tworzymy nowa formule podstawiajac F(x) w miejsce
zmiennej x. Tak otrzymana formule oznaczamy litera B, jej kod natomiast litera b. Oczywiscie b
mozna obliczyc, gdy tylko dany jest kod/funkcji F oraz kod formuly A. Podstawiajac b w miejsce
zmiennej wolnej w formule B otrzymujemy zdanie C. Z definicji funkcji F wynika, ze kod c
zdania C jest równy F(b). Okazuje sie, ze zdanie C oraz zdanie A(c) sa r6wnowazne. Istotnie
A(e) to A(F(b», gdyz e = F(b). Natomiast C to B(b). Ale B(x) - to z definicji A(F(x»,
a wiec B(b) jest takze równe A(F(b». W ten sposób przez kolejne podstawienie do formuly
jej kodu, a wiec stosujac metode zasugerowana przez przytoczone antynomie, znalezlismy
dla danej formuly A zdanie samoreferujace B, kt6rejest równowazne ze zdaniem A(c).
Jesli uklad aksjomatów jest zupelny, C powinno byc twierdzeniem lub zaprzeczeniem twierdzenia.
Okazuje sie jednak, ze jest to niemozliwe. PrzypuSCmy bowiem, ze C jest twierdzeniem.
Wtedy zdanie A(c), które jest z nim równowazne, jest takze twierdzeniem. To znaczy
twierdzeniem jest fakt opisany przez A(c) - "e jest kodem zdania, które nie jest twierdzeniem",
a wiec C nie jest twierdzeniem. Z drugiej strony, jesli zalozyc, ze twierdzeniem jest zaprzeczenie
zdania C, to twierdzeniem bedzie zdanie "e nie jest kodem twierdzenia", czyli - A(c).
Ale A (e) jest równowazne z C, przeto C jest takze twierdzeniem. W obu przypadkach
z zalozenia, ze pewne zdanie jest twierdzeniem, wynika, ze twierdzeniem jest jego zaprzeczenie, co
jest niemozliwe, jesli tylko uklad aksjomatów jest niesprzeczny.

Tym samym pokazalismy, ze nie mozna podac takiego ukladu aksjomat6w arytmetyki, przy

pomocy którego mozna by rozstrzygnac prawdziwosc wszystkich zdan. W podobny spos6b mozna
tez udowodnic, ze nie ma algorytmu pozwalajacego na sprawdzenie czy zdania arytmetyki sa,
czy nie sa twierdzeniami arytmetyki Peana.

Przytoczone powyzej rozumowanie zawiera szereg luk. Przede wszystkim poslugiwalismy sie
pojeciem maszyny cyfrowej o nieograniczonych mozliwosciach. W dowodach podawanych
w podreczniku logiki uzywa sie w tym miejscu teorii maszyn Turinga (por. artykuly prof.
A. Mostowskiego, «Delta», 1974, 10, 11).
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XXV Olimpiada Matematyczna, czyli Turniej Mózgów
widziany oczyma uczestnika

Piotr ·SYRYCZYNSKI

Zadanie 1. (zawody stopnia 111)

W czworoscianie ABCD bok AB jest

prostopadly do boku CD i -l;ACB = -l;ADB.

Udowodnic, ze plaszczyzna wyznaczona

przez kraw~dz AB i srodek kraw~ CD jest
prostopadla do kraw~zi CD.

Zadanie 4. (zawody stopnia II)

W czworokacie wypuklym ABCD o polu S

kazdy z boków podzielono na 3 równe czesci
i poprowadzono odcinki laczace odpowiednie
punkty podzialu przeciwleglych boków w ten
sposób, ze czworokat zostal podzielony na
9 czworokatów. Dowiesc, ze suma pól trzech
czworokatów powstalych z podzialu 
zawierajacego wierzcholek A, srodkowego
i zawierajacego wierzcholek C - równa si~
S/3.

Rozwiazanio - kloceK

lak to pokazuje rysunek, ci~~.Jmytrzy razy
w plaszczyznach wzajemnie rrostopad/Ych td
aby kole:~.eci~le nic Drzecinalo S!Btl"

przcc,~c poprzedni,
Ni~ rac' rozw1a

o

l

7"'"""

c

)/

B

Stajac przed rokiem w szranki Olimpiady Matematycznej obawialem sie spotkania z dostojnym
areopagiem brodatych starców, którzy wnikliwie zanalizuja moje zdolnosci i wiadomosci. Duzym
wiec zaskoczeniem bylo dla mnie spotkanie wsród nich olimpijczyków sprzed 15, 10 czy zaledwie
8 lat - tych co "przecierali szlaki". Stanowia oni trzon obecnych komitetów. Znajac na wylot
wszystkie ciekawe zadania potrafia wymyslac takie, od których jeza sie wlosy na glowie.
Pierwszy etap zmagan okazal sie przyjemny dla osób lubiacych spokój i stateczny tryb zycia.
Otóz polegal on na rozwiazywaniu zadan przysylanych co miesiac do szkól. Start nastapil
1 pazdziernika. Lacznie w trzech rzutach oddano do naszej dyspozycji 12 zadan. Kazdy uczen
mógl pracowac nad nimi tam, gdzie bylo mu wygodnie. Ich pisemne rozwiazania przesylal
do swoich Komitetów Okregowych stajac sie w tym momencie autentycznym uczestnikiem
Olimpiady.
Szybko przelecialy ferie zimowe w oczekiwaniu na wyniki. Uff! Nadszedl upragniony list
kwalifikujacy do zawodów okregowych. Ich miejscem byly niektóre osrodki akademickie.
Podczas dwóch dni zawodów naszym celem bylo rozwiazanie szesciu zadan zaproponowanych
przez Komitet Glówny. Odbywalo sie to wszystko "w warunkach kontrolowanej
samodzielnosci" - jak brzmi § 16 regulaminu! Jedyna pomoca mogla nam sluzyc roznoszona
herbata oraz smaczne, dietetyczne kanapeczki.
Drugiego dnia wieczorem, po zakonczeniu zawodów, odbyla sie tradycyjna herbatka polaczona
z paczkami i analiza rozwiazanych (lub nie) zadan. Wsród nich najmocniej utkwil mi
w pamieci problem rozmnazajacego sie przez podzial czworokata.
Uczestnicy, którzy rozwiazali zadania wystarczajaco dobrze, zostali o tym powiadomieni juz nie
listem, ale pismem. Charakteryzowala je podwójna liczba podpisów i pieczeci. Jego posiadacze
maja wolny wstep na studia matematyczne. W przypadku ubiegania sie o przyjecie na inny
kierunek studiów sa zwolnieni z egzaminu z matematyki. Pismo to uprawnialo do udzialu
w nastepnym, ostatnim etapie.
Zawody III stopnia (ogólnopolskie) odbywaly sie w koncu kwietnia w Warszawie.
Olimpijczycy zjawiali sie ponurzy i markotni lub kryjacy swa treme nerwowa wesoloscia. Jednym
z najspokojniejszych byl kolega, który dobrnal na miejsce z ciezko chora noga.
Dwudniowe zmagania zakonczyly sie znana juz "herbatka". Najwiecej zacietych dyskusji
wywolalo zadanie z pulapka o rozmiarach dolu na hipopotama. Wpadl w nia tez autor
niniejszego artykulu.
Ci, którzy najlepiej przebrneli przez wszystkie trudnosci, spotkali sie w poczatkach czerwca na
uroczystym rozdaniu nagród. Medalami Komisji Edukacji Narodowej uhonorowani zostali
zasluzeni dzialacze Olimpiady. Nam, zwyciezcom ubieglorocznej, XXV Olimpiady, wreczono
dyplomy laureatów oraz nagrody ksiazkowe. Nie dla wszystkich byl to koniec pracy. Ósemka
uczniów wziela udzial w odbywajacej sie w lipcu Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej
w Erfurcie (NRD).
Po czerwcowym zakonczeniu XXV Olimpiady okazalo sie, ze dala ona najwiecej satysfakcji tym,
którzy traktowali ja jako piekna i pasjonujaca próbe swych sil.
Zadania - tak jak zwykle - nie byly latwe. W porównaniu z poprzednimi wymagaly nieco
mniej pracy. Musiala byc ona oczywiscie polaczona z intensywnym wysilkiem myslowym. Mnie
osobiscie Olimpiada i jej zadania sprawily duzo przyjemnosci i zadowolenia.

Gry - rozwiazanie.

Nasladujac rozumowanie przeprowadzone w tekscie stwierdzimy, ze macierz wyplat dla tak

zmodyfikowanej gry jest, po wykresleniu strategii zdominowanych.(nieoplacalnych), nastepujaca:

O B

( O 1)
O 1 4b
B 4 (8-b) O

Fakt, ze graczowi I nie oplaca sie blefowac, oznacza dokladnie tyle, ze w rozwiazaniu gry
u gracza I nie wystapi strategia B; strategia ostrozna tego gracza jest zatem dominujaca. A to ma

miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy -.!.. (8-b) ~ O, czyli b ~ 8. Przy tak duzym b blefujac4

rYzykuje sie za duze straty co czyni blef nieoplacalnym, a gre - nieciekawa.



mala della

2000~1000
Rozklad maxwellowski predkosci
czasteczek dla azotu w temperaturach
20°C i 500°C

o

Demon Maxwella jest oczywiscie zartem. Jest to jednak postac znana wsród
fizyków, ulatwia bowiem wyobrazenie sobie, na czym moglyby polegac tak
absurdalne zjawiska, jak np. samoistne zagotowanie sie wody w szklance,
zgromadzenie sie calego powietrza w jednym kacie pokoju, czy tez wyskoczenie
rozbitego samochodu z dna przepasci na szose. Jak pamietasz z poprzedniego
numeru «Delty», sa to procesYJmozliwe, lecz niewyobrazalnie malo prawdopodobne.
Wlasnie aby podkreslic male prawdopodobienstwo ich wystapienia, Maxwell
nadal fikcyjnej istocie, która moze je spowodowac, nazwe Demona. Jak wyglada
Demon Maxwella? Sadze, ze smialo mozemy uznac w tym wzgledzie autorytet
pana Tompkinsa**, jedynego, obok jego zony, czlowieka, który widzial Demona
Maxwella w akcji, a nawet z nim rozmawial. Otóz, wyobrazmy sobie istote tak
mala, ze atomy, których srednica wynosi okolo jedna dziesieciomilionowa czesc
milimetra, maja dla niej rozmiary pilek tenisowych. Jest ona poza tym tak szybka
i zreczna, ze bez trudu odbija swoja rakietka tenisowa atomy nawet bardzo
goracego gazu (jak wiesz, wysoka temperatura oznacza szybki ruch atomów).
Jednym slowem, jest to genialny zongler-tenisista w swiecie atomów i czasteczek.
Jego umiejetnosci pokaze Ci na jednym bardzo ciekawym przykladzie: Demon
Maxwella potrafi odwrócic naturalny kierunek przeplywu ciepla, tzn. spowodowac,
ze po zetknieciu dwóch cial o róznych temperaturach to cjeplejsze bedzie sie
ogrzewac coraz bardziej, czerpiac energie cieplna z ciala zimniejszego, które tym
samym bedzie sie stawac coraz zimniejsze.
- Cos takiego! Mozna zrobic jedno urzadzenie, które bedzie u dolu lodówka,
u góry kuchenka i w ogóle nie bedzie wymagalo zasilania z zewnatrz. To chyba
jest sprzeczne ze wszystkimi prawami fizyki!
- Nie ze wszystkimi, a tylko z jednym: druga zasada termodynamiki, która
wlasnie zabrania cieplu plynac od ciala zimniejszego do cieplejszego. Natomiast
zasady zachowania energii Demon Maxwella nie narusza. On tylko zmienia
kierunek ruchu czasteczek bez zmiany ich predkosci. Odbija je sprezyscie, jak to
sie mówi w fizyce.
Mam pewien pomysl. Stawiam ci Wielkie
Zadanie Konstrukcyjne. Zakladajac, ze udalo
ci sie namówic do wspólpracy Demona
Maxwella, zaprojektuj silnik cieplny. Dla
ulatwienia zadania przypomne ci, ze kazdej
temperaturze odpowiada okreslona srednia
predkosc atomów. Zawsze jednak istnieja
w ciele atomy duzo szybsze i duzo wolniejsze
niz te, które maja predkosc srednia. Przyjrzyj
sie rysunkowi obok i pomysl, jaka role móglby
odegrac Demon Maxwella w dzialaniu twojego
silnika.

Proponujemy Wam, Czytelnicy, rozwiazanie problemu:
Jak dzialalby silnik sprzeczny z druga zasada termodynamiki, czyli tzw.
perpetuum mobile drugiego rodzaju?
Jak zwykle, czekamy na listy.

• James Clerk Maxwell byl fizykiem angielskim. Zyl w latach 1831-1879. Jego prace dotycza
róznych dziedzin fizyki: elektromagnetyzmu, fizyki molekularnej, optyki, mechaniki i teorii
sprezystosci. W roku 1860 Maxwell podal prawo rozkladu predkosci czasteczek gazu, zwane
pózniej prawem rozkladu Maxwella .

•• Pan Tompkins jest bohaterem ksiazki wybitnego fizyka G. Gamowa Mr Tompkins. w Krainie
Czarów. Dzieki tej ksiazce otrzymal autor ufundowana przez UNESCO nagrode za wybitna
dzialalnosc popularqonaukowa. Ksiazke Gamowa wydawano wielokrotnie w Polsce. Zachecamy
do jej przeczytania,



ODGADYWANIE POMYSLANEGO WIERZCHOLKA SZESCIANU

Czy znacie gre \,W dwadziescia pytan"? Chodzi w niej o to, :teby odgadnac - zadajac przy tym jak najmniej pytan,
najwy:tej dwadzIescia - przedmiot lub osobe pomyslana przez drugiego z grajacych. Pytania musza byc tak sformulo
wane, aby mo:tna odpowiedziec na nie "tak" lub "nie". Innych odpowiedzi dawac nie wolno. A oto kilka prostych
odmian tej gry:

.
anIeody i kodo

Czy wiecie, co to jest szyfr? A mo:te pisaliscie zaszyfrowane listy, których
. niewtajemniczeni nie powinni odczytac?

Szyfr kojarzy sie z ukryta tajemnica - nie wszystkie jednak szyfry slu:ta do
ukrywania tajemnic. Sa równiez inne, bardzo pozyteczne szyfry. Pozyteczne, bo
usprawniaja przekazywanie informacji albo pomagaja rozwiazac skomplikowane
zadanie czy tez ulatwiaja porozumiewanie sie z maszyna. Takie szyfry nazywa
sie kodami. Alfabet, znaki drogowe, umowne oznakowanie tkanin (np. znak
przekreslonego :telazka mówi, ze nie wolno tej tkaniny prasowac) itp. - to
wszystko przyklady ró:tnych kodów.
Bardzo ciekawy kod znalazl zastosowanie w systemie kasowania biletów
warszawskich srodków komunikacji miejskiej. Kasujac bilet w kasowniku kodujemy
na nim cztery cyfry: pierwsze dwie z nich 'Y~kazuja dzien miesiaca, dwie ostatnie
natomiast - koncówke numeru wozu (niektóre kasowniki koduja jeszcze
dodatkowa, piata cyfre w srodku). Zamiescilismy rysunek kilku skasowanych
biletów z wyjasnieniem, jakie cyfry zostaly na nich zakodowane. Czy potraficie
rozszyfrowac zasade kasowania biletów?
Omówimy jeszcze jeden prosty kod, który mo:te sie przydac do gry opisanej na
wstepie zabawy.

WIERZCHOLEK SZESCIANU

Q''.
, ..

08-60

(U'-'~
~ :~~:

• -'\A

male dziurki maja
znaczenie
pomocnicze

17-55

Do gry potrzebny jest rysunek szescianu z widocznymi wszystkimi osmioma
wierzcholkami, które najlepiej jakos oznaczyc, na przyklad literami. Jeden
z grajacych wybiera którys wierzcholek i nie pokazujac go drugiemu notuje
na kartce odpowiednia litere. Drugi z grajacych, umiejetnie zadajac pytania, musi
odgadnac wybrany wierzcholek.

BADANIE ZEPSUTEJ. MASZYNY

Maszyna pokazana na rysunku dziala w taki sposób: jesli wcisniemy klawisze
(jeden lub kilka), a nastepnie przekrecimy przelacznik, powinno sie zapalic tyle
lampek, ile wcisnelismy klawiszy. Ponowne przekrecenie przelacznika gasi
wszystkie lampki. Jeden z klawiszy jest zepsuty i nie zapala lampki. Niestety nie
wiadomo, który. Jak wykryc zepsuty klawisz dokonujac mo:tliwie najmniej
manipulacji przelacznikiem? A w jaki sposób wykryc zepsuta lampke?

KORALIKI I KROPKI W PETLACH

Spróbujcie sami sformulowac przepisy
zgadywanek do narysowanych obok
koralików i kropek w petelkach .

[A~
l'~Q .g
~t~L;J0na: l-3
\ '-. ~
. '--Ls

tu sa zakodowane
dwie cyfry;
po lewej 2,
po prawej 8 (3 +5)

EJ, W·
.' ..

.. : .

Umówmy sie, ze sciane BCGF bedziemy nazywac prawa sciana szescianu,
sciane DCGH tylna sciana, a sciane EFGH - górna. Wybierzmy teraz dowolny
wierzcholek i postawmy nastepujace trzy pytania:
1. Czy wierzcholek lezy na prawej scianie? 2. Czy wierzcholek lezy na tylnej
scianie? 3. <!:zywierzcholek lezy na górnej scianie?
Zanotujmy odpowiedzi na te pytania przy pomocy zer i jedynek, piszac zero,
gdy odpowiedz brzmi "nie", a jedynke, gdy brzmi "tak". Otrzymamy ciag trzech
cyfr zapitzmy przy wybranym wierzcholku. Podobne ciagi umiescimy przy
pozostalych wierzchc,lkach szescianu.
Pamietajmy tylko, zeby pytania stawiac zawsze w tej samej kolejnosci. I to juz
koniec - z~\kodowalismy wierzcholki szescianu.
Domyslacie sie na rewno, jak wykorzystac ten kod do gry w odgadywanie
pomyslanego wierz::holka. Acha, jeszcze jedna uwaga! Grajac przy pomocy
naszego kodu sta\'liamy zawsze trzy pytania. Nie ma pewnego sposobu na
odgadniecie pomysl anego wierzcholka przy pomocy mniejszej liczby pytan.
Wprawdzie zgadujar. na chybil trafil mamy pewne szanse trafienia w szukany
witrzcholek juz za pierwszym pytaniem, ale równie dobrze mozemy zuzyc na to
sie(lem pytan (ósmego pytania nie trzeba juz stawiac!).
Motecie sami sprawdzic, ze gracz, który gra systematycznie, bedzie wygrywal
czesciej niz ten, który zgaduje na chybil trafil.
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TAJEMNICZA MASZYl iA

Zaczniemy od zakodowania klawiszy w sposób pokazany na rysunku. Do
wykrycia uszkodzonego klawisza wystarcza trzy próby. W pierwszej wciskamy
wszystkie te klawisze, których kody maja na pierwszym miejscu zero. W drugiej
te, których kody maja na drugim miejscu zero, i w trzeciej te, których kody maja
na trzecim miejscu zero. Wynik kazdej próby notujemy przy pomocy zer i jedynek:
zero, gdy zapalilo sie tyle lampek, ile wcisnelismy klawiszy, a jedynke, gdy lampek
zapalilo sie mniej, niz bylo wcisnietych klawiszy. Kod przeprowadzonej próby
bedzie sie zgadzal z kodem uszkodzonego klawisza (sprawdzcie). Pomyslcie tez,
jak uproscic podana tu metode postepowania. Czy mozna zmniejszyc liczbe
klawiszy, jakie wciskamy w poszczególnych próbach?
Natomiast uszkodzona lampke wykryc bardzo latwo. Wciskamy wszystkie
klawisze, przekrecamy przelacznik. Zapala sie wszystkie lampki oprócz ...
zepsutej.

Na zakonczenie mamy dla Was kilka pytan. Jak zakodowac koraliki, a jak
kropki w petelkach? Jakie pytania powinhismy postawic?
Jak radzic sobie z wykryciem uszkodzonego klawisza, gdyby maszyna miala ich
nie 8, lecz na przyklad 23?
Na rysunku obok do trzech petelek z gry w odgadywanie kropek dorysowalismy
czwarta w ten sposób, ze rozcina ona kazda z osmiu czesci na dwie. Czy
umielibyscie dorysowac w ten sposób piata i dalsze petle?

Opowiadanie czajnika
Rys. 1. Czasteczka wody'to uklad
trzech atomów. Jednego atomu
tlenu (duza kulka) i dwóch atomów
wodoru (male kulki). Odleglosc
pomied2:Y srodkami atomu tlenu
i atomu wodoru jest nieco mniejsza
od 1 angstrema. 1 angstrem (1 A jest

to • n MIn nM milimetra).
PARA WODNA

~

~
Ot ~

~~~~~c.~~
WODA

Rys. 2. Woda i para wodna. W wodzje
czasteczki znajduja sie bardzo blisko
siebie. W parze wodnej kazda
czasteczka porusza sie osobno,
odleglosci pomiedzy czasteczkami sa
znacznie wieksze

Ta para wyglada jak powietrze, jak zwykly gaz. A moze nie wierzysz, ze gdy woda
gotuje sie, to w czajniku jest juz tylko para wodna? Zdejmij pokrywke i wlóz
zapalona zapalke. Gasnie? A jak ma sie palic, skoro juz powietrza nie ma?
Gdy czasteczki pary wyleca juz dziobkiem na zewnatrz, zimno im sie robi,
niebozatkom. Z powrotem zbieraja sie razem i tworza male kropelki wody. Takie
same jak wtedy, kiedy jest mgla na dworze. Ludzie mówia, ze to para, ale
prawdziwej pary nie widac, póki sie nie skropli.
Skoro jestes juz taki madry, to zadam ci na koniec zagadke. Postaw na gazie
odkryty czajnik. Gdy w nim woda zagotuje sie, przyjrzyj sie dobrze, ile mgly
nad nim sie unosi. A teraz szybko zgas gaz. Dlaczego teraz mgla jest znacznie
lepiej widoczna?

O·

0:0
ó,

=
Rys. 3. W temperaturze pokojowej
parowanie zachodzi tylko
na powierzchni wody
Rys. 4. Kiedy woda wrze, pecherze
pary wodnej tworza sie na dnie
naczynia i sciankach

Jakaz jest ta dzisiejsza mlodziez! Przyjdzie taki, naleje wody, postawi na gazie
i leci przed telewizor. Ty dopiero wolaj na niego z kuchni. A on tylko w te durna
szybke patrzy, nie pomysli, co to jest woda i dlaczego ona sie gotuje.
A ta woda sklada sie z czasteczek. Czasteczki te - malenkie. Milion ich pod
sznurek ulozysz, a jeszcze milimetra nie bedzie. Kazda z trzech atomów zrobiona:
jeden atom tlenu i dwa atomy wodoru. Krzywo to jakos poszczepiane, jak uszy
u zajaca.
Nalejesz wody do czajnika, to trzymaja sie one jedna drugiej. Tylko caly czas
ruszaja sie jak mrówki, chwili spokoju z nimi nie ma. A poniektóra z wierzchu
nawet do góry ucieka. Inne ja trzymaja, ale - gdzie tam! Na dziobek trafi, to
w swiat pójdzie. A nie trafi, troche sie pokreci i do innych wraca.
Najgorzej, kiedy na ogien czajnik postawisz. Zaczynaja coraz szybciej sie ruszac.
Mówia: "Ty stary, ciagle bys w miejscu siedzial, a teraz inne czasy. Nie mozna
wciaz razem sie trzymac, kazda powinna poruszac sie osobno. Trzeba w stan pary
przechodzic" .
No i przechodza w ten stan pary, kazda zaczyna biegac w swoja strone. Nie
powiem - dalej sie przyciagaja, ale co z tego! Nie moga juz sie utrzymac, bo kazda
jak glupia leci przed siebie. Miejsca im ciagle malo. Najpierw iles ich tam
siedzialo w centymetrze szesciennym, teraz te same na caly litr sie rozlaza. A kiedy
juz zacznie sie wrzenie, takie sie robia niecierpliwe, ze od samego dna zaczynaja
sie rozpychac. Robia sie bable tej pary i uciekaja do góry. Cale powietrze
z czajnika wypedza.

~.o.c
. ~",. - .•...

. .• ~~•. l.••••\".'1:.' - I•. ,~.~••••·r

Rozwiazanie problemu Smieszka z poprzedniego numeru

ZwrÓCmyuwage np. na dzban grecki. Gdy znajda sie w nim 3 kule -:-obojetnie jakie - to szanse Smieszka wyniosa -}. Gdy dzbanie beda dwie kule biale, to - jak ustalilismy

- szanse Smieszka wyniosa { • Przy dwóch czarnych beda wiec r6wne 1- { = -:-. Przy jednej bialej i jednej czarnej - tet obliczalismy - szanse wynios'l

l kl' l . 'cd . k l' Dl b'al' . 1 l l 2 7 dl . 1 7 3 d d b' k" ,. k 12 . Rozpatrzmy z o CI WotcDlc l nel u I. a I cJ szansc wynIOSa2' + 2 . '5 = 10' a a czarnej - 10 = 10 .G Yw z aDlcgrec lmlcst WIecej u
nit trzy to w perskim jcst ich mnicj - liczymy wiec analogicznie. Rozpatrzylismy wszystkic motliwc rozwiazania. Motcmy wiec udzielic Smicszkomi rady: Wrzuc
do jednego dzbanka tylko jedna biala kule, a do drugiego reszte. Takic rozwiazanic daje ci najwieksza szanse bezbolesncgo przetycia tej ponurej zabawy l

Mala Delte« »opracowali: Jerzy Ginter, Maciej /zycki, Przemyslaw Nowicki i Daria Zieminska.
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Laboratorium w domu Dr Jan A. GAJ

KRÓTKI KURS PILOTAZU DLA CZAROWNIC

(:z~sr TEORETYCZNA: AERODYl-lAMIF A

Pozwólcie zaprezentowac sobie fragmenty obszerniejszej pracy, która ma sie
niebawem ukazac w druku. Fragmenty te, jak mi sie wydaje, moga zainteresowac
Czytelników naszej rubryki, takze spoza kregu, do którego adresowana jest calosc.

, DEFINICJE

[... ] Podstawowy Przyrzad Latajacy (P PL) znany jest pod potoczna nazwa
odkurzacza albo elektroluksu. Pewne starsze zródla utozsamiaja PPL z miotla.
Niniejszy podrecznik stoi konsekwentnie na stanowisku, ze prawdziwie
nowoczesna czarownica uzywa wylacznie odkurzacza [ ... ]

DOSWIADCZENIE

///"//',

Rys. l

Ciecz znana pod potoczna nazwa
denaturatu.

PRAWO BERNOULLIEGO

Umieszczamy PPL w stacjonarnym polu sil magicznych utrzymujacych go
nieruchomo w polozeniu pionowym wylotem w góre. Zakleciem nr 27/PPL
wprawiamy w ruch silnik przyrzadu. W strumieniu powietrza umieszczamy
pileczke pingpongowa. Obserwujemy, ze pileczka utrzymuje sie na pewnej
wysokosci nad PPL (rys. 1) wykonujac wieksze lub mniejsze wahania wokól
polozenia równowagi.
Wniosek: Na pileczke dziala najwidoczniej jakas sila sprawiajaca, ze przy
drobnych odchyleniach od osi strumienia powietrza pileczka jest wciagana
z powrotem w obszar najwiekszej predkosci [... ]

PREDKOSCIOMIERZ

Jest on waznym elementem wyposazenia PPL. Umozliwia on stala kontrole
predkosci w czasie lotu, co jest szczególnie wazne dla unikniecia przekroczenia
predkosci fal magicznych, co moze spowodowac utrate lacznosci z Centrala.
Predkosciomierz sklada sie z czujnika i manometru róznicowego. Czujnikiem sa
dwie rurki szklane: prosta i zagieta umieszczone w strumieniu powietrza, wzgledem
którego P P L sie porusza (rys. 2). Sa one polaczone przewodem z manometrem
róznicowym, którym jest odpowiednio zgieta rurka (rys. 3) napelniona woda
piekielna [... ]"
My uzyjemy predkosciomierza do pomiaru predkosci strumienia powietrza.

"OPÓR POWIETRZA.

W czasie lotu nie mozemy zapominac o wlaczeniu ochronnego pola sil magicznych
o oplywowym ksztalcie. W przeciwnym razie opór powietrza rosnacy proporcjonalnie
do kwadratu predkosci moze doprowadzic do oderwania mniej wprawnych
pilotek od PPL [... ]".
Tyle cytowany podrecznik. Na pewno wielu z Was zauwazylo, ze w opisanym
doswiadczeniu uzewnetrznia sie

/

f

,0/
\1/

. ,{1-e~
,il,e:

«0

Wierze, ze fizycy amatorzy poradza
sobie z tym bez uciekania sie do
praktyk magicznych.

-..:..,. ~
do manometru

róznicowego

Rys. 2

Daniel Bernoulli (1700-1782)
matematyk i fizyk szwajcarski. Prawo
Bernoulliego, jako forma zasady
zachowania energii, jest spelnione
scisle tylko w przypadku ruchu bez
zadnych oporów. W sytuacjach
rzeczywistych jest ono zawsze
przyblizeniem. Stosujac je musimy
wiec oceniac, w jakim stopniu to
przyblizenie jest sluszne.

Wyraza ono zasade zachowania energii w poruszajacym sie gazie lub cieczy:

l l
ep+ "2 ev2 = const;

p jest tu oczywiscie cisnieniem, e - gestoscia, a v - predkoscia. Wzdluz osi
strumienia powietrza, gdzie predkosc jest najwieksza, czlon energii kinetycznej

~ ev2 jest duzy, a zatem cisnienie p, reprezentujace energie potencjalna, jest

odpowiednio mniejsze niz poza osia, aby suma mogla pozostac stala. Pileczka jest
spychana do obszaru o najnizszym cisnieniu.
To samo prawo Bernoulliego rzadzi dzialaniem predkosciomierza. W rurce,
której wylot jest skierowany prostopadle do kierunku przeplywu gazu, panuje
cisnienie równe cisnieniu poruszajacego sie gazu. Inaczej z druga zgieta rurka;
zatrzymuje ona wpadajacy do niej gaz, a wiec, zgodnie z prawem Bernoulliego,
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Henri Pitot (1696-1771)-fizyk
i inzynier francuski.

przy 'V = O cisnienie w rurce bedzie równe sumie p + ~ ev2 gazu poruszajacego sie.

Manometr róznicowy wyznacza wiec ~ 'l'V2, a stad mozemy latwo okreslic

predkosc gazu. Taka zgieta rurka nosi nazwe rurki Pitota. Pochylenie rurek
manometru ma na celu zwiekszenie dokladnosci pomiaru (wieksze przesuniecia).
Oczywiscie przesuniecie poziomu denaturatu mierzone wzdluz rurki Xl wiaze sie
przy stalym przekroju rurki z róznica poziomów X mierzona pionowo, a wiec
bedaca miara cisnienia cieczy w obu ramionach rurki prosta zaleznoscia:
x = 2Xl sin IX (która latwo mozecie wyprowadzic), gdzie IX jest katem nachylenia
rurki do poziomu (rys. 3).

do czujnika

Mozna to zrobic wkladajac kawalki
drutu do malego otworka wykonanego
w pileczce.

Rys. 3

Sadze, ze potraficie zrobic sobie taki predkosciomierz i wyznaczyc nim zaleznosc
predkosci 'V strumienia powietrza wyplywajacego z odkurzacza od odleglosci od
wylotu y. Wyniki nanosimy na wykres.
A teraz wykonujemy inny eksperyment: zmieniajac ciezar pileczki notujemy
za kazdym razem, na jakiej wysokosci y unosi sie ona nad wylotem odkurzacza.
Ze sporzadzonego wykresu mozemy teraz odczytac, przy jakiej predkosci
strumienia powietrza ciezar pileczki i sila oporu aerodynamicznego równowaza sie.
Mozemy wiec ostatecznie sprawdzic, czy teza z cytowanego podrecznika, ze opór
powietrza jest proporcjonalny do kwadratu predkosci, jest prawdziwa. W praktyce
najwygodniej sprawdzic to przedstawiajac na wykresie sile oporu (ciezar) po prostu
jako funkcje róznicy poziomów z manometru. Jezeli zaleznosc kwadratowa jest
prawdziwa, powinnismy otrzymac prosta. Nieco wiecej na temat przedstawiania
wyników pomiarów w róznych skalach mozecie znalezc w pazdziernikowym
numerze «Delty» z ubieglego roku.
Zapytacie pewnie jeszcze, dlaczego czasem mówia, ze opór osrodka (na przyklad
wody dla plynacej lódki) jest proporcjonalny do predkosci, a czasem, ze do jej
kwadratu. Czy róznica tkwi w tym, ze raz mamy do czynienia z woda, a raz
z powietrzem? Zastanowimy sie nad tym wspólnie innym razem.

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 43. Udowodnic, ze jezeli ABCD jest czworokatem wypuklym i AC+CD ~ AB+BD, to
AB < AC.
Rozwiazanie na str. S

M44. Udowodnic, ze dla nieskonczenie wielu wartosci naturalnych n liczby n oraz 2"-1 nie sa
wzglednie pierwsze.
Rozwiazanie na str. 14

M 45. Udowodnic, ze istnieja liczby niewymierne dodatnie x i y, dla których xY jest liczba
wymierna.
Rozwiazanie na str. 7

Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

F lS. W zadaniach z elektrostatyki czesto stosuje sie metode zastepowania danego ukladu innym,

równowaznym ukladem, dla którego latwiej jest rozwiazac postawiony problem. Przykladem
takiego postepowania moze byc rozwiazanie nastepujacego zadania.
W przestrzeni miedzy dwiema okladkami kondensatora plaskiego zostalo umieszczone punktowe
cialo o ladunku elektrycznym Q. Okladki kondensatora zostaly polaczone drutem, a odleglosc
miedzy nimi wynosi a. Jaki ladunek przeplynie przez drut jezeli przesuniemy cialo o ladunku Q
o odcinek .1y w kierunku prostopadlym do powierzchni okladek kondensatora?
Rozwiazanie na str. 6



Sztuka wygrywania

-~---"~

Rozwiazanie zadania M44.

Dla" = 1,2,3,4,5 liczby 2"-1 sa równe
odpowiednio l, 3, 7, 15, 31 i sa wzg1~dnie
pierwsze z ". Najwi~kszy wspólny dzielnik
liczb 6 i 26 - l = 63 równy' jest 3. Dla
kazdej liczby naturalnej k liczby 6k i 26A: - l
maja wi~c wspólny dzielnik (niekoniecznie
najwi~kszy) równy 3, liczba 26k - l jest
bowiem podzielna przez 26 - l, co wynika
z tozsamosci

a"'-b'" = (a-b)(a"'-'+a"-2b+ +
+ab"-2+b"-')
zastosowanej dla liczb a = 26, b = l,,, = k.

Mgr Tadeusz B. IWINSKI

Czy i jak czesto warto blefowac? To pytanie postawilismy i pozostawilismy bez
odpowiedzi w poprzednim odcinku "Sztuki wygrywania" (<<Delta»,1974, 10).
Kazdy, kto zetknal sie z jakakolwiek gra, w której blef jest dopuszczalna strategia
(a zycie samo jest jedna z takich gier), wie dobrze, ze warto - ba, czasem nawet
trzeba - troche poblefowac. Byle nie za czesto. Czy mozna tu podac jakies zasady?
Rozwazmy nastepujaca prosta gre dwuosobowa. Dysponujemy talia, w której
sa tylko dwa rodzaje kart: "Wysokie" (W) i "niskie" (N). Kazdy z graczy
wchodzi do gry wplacajac do puli po 8 j.r. (jednostek rozliczeniowych) i otrzymuje
po jednej karcie, która staje sie jego "reka". "Rozdaniem" nazywamy wiec pare
kart; moga sie przy tym wydarzyc tylko cztery rózne rozdania: (W, W), (W,N),
(N, W) i (N,N).
Symbol (N, W) oznacza tu rozdanie, w którym pierwszy z graczy otrzymal karte
niska, a drugi - wysoka itd. Jesli przyjac, ze kart w talii jest duzo, a liczba kart
niskich - równa liczbie kart wysokich, to wszystkie rozdania beda jednakowo
prawdopodobne; kazde z nich bedzie wystepowalo przecietnie raz na cztery gry.
Po rozdaniu kart gracz I ma dwie mozliwosci: moze albo "sprawdzic", albo
"podniesc". Sprawdzenie polega na porównaniu obu "rak" - posiadacz wyzszej
karty wygrywa cala pule; jesli obie karty sa jednakowe, to gracze dziela sie pula
po polowie. Jesli I zdecyduje sie podniesc, to wplaca do puli 4 j.r. W tym
przypadku wkracza gracz II. Moze on albo zrezygnowac (wtedy gracz I bierze
wszystko, co jest w puli bez pokazywania reki), albo sprawdzic dokladajac
uprzednio do puli 4 j.r. I to sa wszystkie reguly tej gry. Zostala ona opisana przez
znanego teoretyka gier, A. W. Tuckera.
Na to, by móc zanalizowac te gre omawianymi w poprzednich odcinkach
metodami, musimy po pierwsze ustalic, jakie sa mozliwe strategie graczy; po
drugie - zobaczyc, jaka jest macierz gry, a nastepnie znalezc rozwiazanie (to
ostatnie okaze sie zreszta najlatwiejsze).
Jakie sa mozliwe strategie graczy? Jak pamietamy (<<Delta»,1974, 6) strategia
to nic innego, jak ustalona zasada postepowania we wszystkich mogacych sie
wydarzyc sytuacjach. Jedna z mozliwych strategii gracza I jest: "sprawdzaj, jesli
masz w reku niska karte, i podnos, jesli masz wysoka"; nazwiemy ja krótko
"strategia sprawdz-podnies" (w skrócie S-P). Nietrudno zauwazyc, ze gracz I
dysponuje dokladnie czterema róznymi strategiami; prócz S-P móglby on
jeszcze stosowac S-S (= "sprawdzaj niezaleznie od tego, co masz w reku"),
P-S oraz P-P.

Gracz II, o ile I dopusci go do decydowania o przebiegu gry, tez ma do
dyspozycji cztery strategie. Jedna z nich jest strategia "rezygnuj, jesli masz w reku
karte niska, i sprawdzaj, jesli masz wysoka"; oznaczymy ja symbolem R-S.
Pozostale strategie gracza II to R-R, S-R oraz S-S.
Zobaczymy, co by sie dzialo, gdyby I systematycznie stosowal S-P, a II
poslugiwal sie wylacznie strategia R-S. W-przypadku rozdania (W, W) gracz
pierwszy podnosi, a gracz drugi sprawdza, po czym obaj dziela sie po polowie
pula, do której kazdy z nich zdazyl wplacic po 12 j.r (po 8 j.r. na poczatku gry
i ponadto: pierwszy 4 j.r. za prawo podniesienia, drugi 4 j.r. za prawo
sprawdzenia). W efekcie kazdy odbiera tyle, ile wplacil, i wygrana gracza I
wynosi Oj.r.
W przypadku rozdania (W,N) zastosowanie tej samej pary strategii przynosi
graczowi I wygrana 8 (bo I podniesie, a II zrezygnuje, tracac w ten sposób 8 j.r.
wplaconych na poczatku). Analogicznie stwierdzimy, ze przy rozdaniu (N, W)
gracz I przegrywa 8 j.r., bo przyjeta strategia S-P nakazuje mu sprawdzac; przy
rozdaniu (N,N) gracz I sprawdza - i odbiera to, co wplacil.
Jak wspomnielismy wyzej, przy duzej liczbie gier kazde rozdanie bedzie
wystepowalo jednakowo czesto. Zatem gracz I bedzie równie czesto wygrywal
8 j.r. (na rozdaniach (W,N)) co przegrywal tyle samo (na rozdaniach (N, W)).
Zatem mozna oczekiwac, ze jego przecietna wygrana przypadajaca na jedna
rozgrywke wyniesie zero. Inaczej mówiac: oczekiwana wyplata gracza I przy
stosowaniu pary strategi~ S-P iR-S wynosi O.
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Por. "Krótki kurs gier 2 x 2",
«Delta», 1974, 10.

Wykazalismy przy okazji, ze reguly
gry faworyzuja gracza I. Gre - jesli
jest rozgrywana wielokrotnie 
mozna uczynic sprawiedliwa
przyjmujac dodatkowa regule, ze po
kazdej grze gracze zamieniaja sie
rolami.

Zobaczmy jeszcze, co by sie dzialo, gdyby I systematycznie stosowal strategie
P-S, a II - strategie R-S. Jesli wydarzy sie rozdanie (W, W) to pierwszy sprawdzi
i wycofa z puli swoje 8 j.r. Przy rozdaniu (W,N) tez sprawdzi i wygra 8. Przy
rozdaniu (N, W) pierwszy podniesie, drugi sprawdzi - i pierwszy przegra 12j.r.
Przy rozdaniu (N,N) pierwszy podniesie, drugi zrezygnuje, co da pierwszemu
wygrana 8. Poniewaz zas kazde rozdanie zdarza sie przecietnie raz na cztery gry,
to przy duzej liczbie gier gracz I moze oczekiwac, ze srednio na jedna gre
wypadnie mu wyplata:

l l l l-- '0+- '8+-(-12)+-'8= l4 4 4 4 '

a WieCmoze oczekiwac srednio z jednej gry wygranej l j.r.
W analogiczny sposób mozemy okreslic (z punktu widzenia gracza I) oczekiwane
wyplaty dla pozostalych par strategii. Otrzymamy macierz wyplat podana obok.
Zauwazmy, ze graczowi I nie oplaca sie nigdy stosowac strategii P-S, bowiem
strategia ta jest zdominowana przez strategie P-P, która daje zawsze niegorsze,
a czasem lepsze rezultaty, niezale:znie od tego, jaka strategie zastosuje gracz II.
Gracz I moze wiec w ogóle nie brac pod uwage strategii P-S.

Rozsadny gracz II z analogicznych wzgledów nigdy nie zastosuje strategii R-R,
przynosi mu ona bowiem zawsze nie mniejsze (a czasem wieksze) straty niz
strategia R-S; z tych samych powodów nigdy nie zastosuje on strategii S-R. Obaj
o tym wiedza i wobec tego obaj biora pod uwage tylko strategie nie odrzucone 
którym odpowiada podana obok macierz wyplat. Ale w tej sytuacji gracz I
zrezygnuje równiez ze stosowania strategii S-S, która jest dla niego mniej korzystna
niz kazda z pozostalych. Okazuje sie wiec, ze w rzeczywistosci beda gracze
rozgrywali gre, w której pierwszy dysponuje tylko strategia,mi S-P i P-P,
a drugi tylko R-S i S-S.

Strategia P-P jest najwyrazniej strategia blefowa: "podnos zawsze niezaleznie
od tego, co masz w reku". Równiez w strategii S-S drugiego gracza (sprawdzaj
zawsze, mimo ze moze cie to kosztowac) kryje sie element blefu. Strategie te
nazwiemy blefowymi. Z analogicznych wzgledów strategie S-P i R-S mozna
nazwac ostroznymi.

Zauwazmy: na poczatku podalismy reguly pewnej gry. Zalozylismy, ze gracze sa
ludzmi rozsadnymi i ze gre te rozgrywaja miedzy soba wiele razy. Z regul gry
i tych zalozen wywnioskowalismy, ze powinni oni rozgrywac gre nastepujaca

Ostro Blef

(~

a wiec gre 2 x 2 o bardzo prostej macierzy wyplat. Z latwoscia stwierdzamy, ze
gra ta nie posiada pary strategii czystych w równowadze, a rozwiazanie jej stanowi
para strategii mieszanych: kazdy z graczy powinien wykorzystywac strategie
ostrozna i strategie blefowa z czestoscia 1/2. Przez zastosowanie strategii
mieszanej (1/2, 1/2) gracz I zapewnia sobie to, ze w duzej liczbie gier bedzie
wygrywal przecietnie nie mniej niz 1/2 j.r. na jedna gre, a gracz II - ze nie bedzie
przegrywal przecietnie wiecej niz 1/2 j.r. na jedna gre. Zauwazmy przy tym, ze
realizacja strategii (1/2, 1/2) przez gracza I oznacza stosowanie przez niego
nastepujacej reguly: "jesli masz reke wysoka - zawsze podnos; jesli masz reke
niska - w polowie przypadków podnos, a w polowie sprawdzaj".
Uzyskalismy przy okazji odpowiedz na pytanie postawione na wstepie: sa takie
sytuacje, w których nie tylko mozna, ale powinno sie blefowac - i to z okreslona
czestoscia. Jak twierdzi J. Kemeny, amerykanski filozof i matematyk, jest to jeden
z najbardziej interesujacych wynjków uzyskanych w teorii gier.

Zadanie. Zalózmy, ze przy nie zmienionej wplacie poczatkowej (8 j.r.) wplaty za
podniesienie (gracz I) i sprawdzenie (gracz II) wynosza b j.r. Przy jakich b
graczowi I nie oplaca sie blefowac? (Rozwiazanie na str. 8).
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Chemia kwantowa, czyli maszyna cyfrowa, olówek i papier
narzedziami badania chemicznego

Dr Lucjan P/ELA
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Godna podziwu jest droga chemików, którzy od gmatwaniny zaklec, zabobonów
i wiedzy alchemii poprzez badania makroskopowe doszli do przekonania, ze swiat
zbudowany jest z atomów i molekul (czasteczek chemicznych). Chemia kwantowa
jest mechanika kwantowa atomów, molekul i ich zbiorów. Jej zadaniem jest
wyjasnienie tak frapujacych zjawisk, jak np. laczenie sie atomów w molekule.
Dlaczego dwa elektrycznie obojetne atomy wodoru przyciagaja sie i zblizaja do
siebie na odleglosc O,7A? CO przeszkadza im w dalszym zblizaniu sie? Jak to jest
mozliwe, by wiazanie chemiczne istnialo dzieki dwom elektronom, skoro odpychaja
sie one bardzo silnie? Jak w ogóle nalezy sobie wyobrazic wiazanie chemiczne?
Mozna zadac w chemii bardzo wiele takich prostych pytan. Odpowiedzi na proste
pytania sa, jak to i w zyciu bywa, najtrudniejsze i nie znajdziemy ich w starej
mechanice Newtona .
Koniecznosc powstania nowej mechaniki - mechaniki kwantowej - pojawila sie
na przelomie wieków dziewietnastego i dwudziestego. Tworzylo ja wielu Wielkich:
Planck, Bohr, de Broglie, Heisenberg, Schrodinger. Nowa mechanika rezygnowala
z pojecia toru czastki, a operowala pojeciem prawdopodobienstwa znalezienia
czastki w jakiejs czesci przestrzeni. Jesli prawdopodobienstwo znalezienia czastki
w jakiejs malej czesci przestrzeni podzielimy przez objetosc tej czesci
przestrzeni, to otrzymamy tzw. gestosc prawdopodobienstwa znalezienia czastki.
Otóz wedlug mechaniki kwantowej gestosc ta zalezy tak od polozenia czastki jak
funkcja Jtp12, gdzie tp oznacza tzw. funkcje falowa czastki. Funkcja ta jest funkcja
wspólrzednych czastki i czasu.
Jesli chodzi nie o jedna czastke, lecz o zbiór elektronów i jader, np. molekule, to
wedlug mechaniki kwantowej istnieje równiez taka funkcja tp polozen wszystkich
elektronów i jader oraz czasu, ze wielkosc !tpJ2 dla danych polozen tych czastek
i danej chwili czasu oznacza gestosc prawdopodobienstwa tego, iz poszczególne
czastki zajma w tej chwili czasu wlasnie takie polozenia .
Marzeniem chemika kwantowego jest znalezienie takiej wlasnie funkcji falowej dla
interesujacej go molekuly. Dlaczego funkcja falowa jest tak poszukiwana przez
badaczy molekul? Otóz znajac funkcje tp mozna wyliczyc wszystkie wlasnosci
molekuly, a wiec np. dlugosci wiazan, katy miedzy wiazaniami, moment dipolowy,
wyzsze momenty elektryczne itp. Znajac funkcje falowa ukladu np. HCI + NHJ
mozemy obliczyc energie wiazania tego ukladu, czyli - molekuly NH4Cl; mozemy
okreslic, jak podczas zblizania sie amoniaku i chlorowodoru zmieniaja sie dlugosci
wiazan N-H, H-CI itp.
Mechanika kwantowa podaje sposób znalezienia funkcji tp. W tym celu trzeba
mianowicie rozwiazac tzw. równanie Schrodingera. Równanie Schrodingera,
którego rozwiazaniem jest funkcja Jalowa, napisac jest bardzo latwo, o wiele
trudniej jest je rozwiazac. Scisle rozwiazanie otrzymac mozna jedynie dla
najprostszych ukladów. Dla interesujacych z punktu widzenia chemii obiektów
rozwiazanie scisle mozna uzyskac jedynie dla atomu wodoru. Mechanika kwantowa
zmusza nas do szukania funkcji falowej. Znajomosc tej funkcji umozliwia nam
bowiem obliczenie wielu interesujacych nas wielkosci fizycznych ukladu. Byc moze
istnieje prostsza droga, jako ze dla tych celów wystarczyloby nam cos znacznie
prostszego niz funkcja falowa, a mianowicie tzw. macierz gestosci drugiego rzedu.
Nie wdajac sie w glebsze rozwazania mozna powiedziec, ze funkcja falowa jest zbyt
szczególowa, zawiera wiele dla nas niepotrzebnych informacji. Ponadto, równanie
z którego ja otrzymujemy, jest bardzo trudne do rozwiazania. Jednakze mozemy
jedynie marzyc, by istnialo równanie na macierz gestosci drugiego rzedu i dawalo
sie latwo rozwiazac! _Dosc marzen, wrócmy do równania Schrodingera!
Dokladne rozwiazania tego równania (nie scisle, lecz z zadana dokladnoscia)
zostaly znalezione dla wielu, ale jedynie najprostszych molekul wielkosci
molekuly F 2' Przed nami rozciaga sie dzungla molekul czekajaca na eksploracje.
Jakie trudnosci stoja przed badaczami? Sytuacja wyglada mniej wiecej tak: jesli
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Sprostowanie
w rozwiazaniu zadania Fil «<Delta», 1974,
11) zostal popelniony blad, za co Czytelników
bardzo przepraszamy.
Mianowicie w rozumowaniu uwzgledniono
jedynie przenikanie fal padajacych
w pierwszej i drugiej strunie do trzeciej struny,
natomiast pominieto wzajemne przenikanie
fali z pierwszej struny do drugiej i odwrotnie.
Ponizej przytaczamy poprawne rozwiazanie
zadania.
Fala o amplitudzie A traktowana jako krótki
sygnal, biegnaca w pierwszej strunie, bedzie
ulegala czesciowemu odbiciu od punktu
rozgalezienia. Amplituda fali odbitej
wyniesie RA, gdzie R jest wspólczynnikiem
odbicia. Pozostala czesc fali bedzie przenikala
do drugiej i trzeciej struny wywolujac w kazdej

z nich fale o amplitudzie {- (1- R)A.
Analogicznie bedzie zachowywala sie fala
padajaca w drugiej strunie. Fale przechodzace
i odbite beda interferowaly ze soba
w odpowiednich strunach. Ostatecznie
w poszczególnych strunach beda poruszaly
sie fale o amplitudach:

I I
I struna: RA + '2" (1- R)A = 2" (1 + R)A,

I l
2 struna: 2" (1- R)A + RA = 2" (1 + R)A,

I l
3 struna: 2" (1- R)A + 2" (1 - R)A =
= (I-R)A.

Wartosc wspólczynnika odbicia Rwynosi -} ,

d . Z,-Z, d' Z . Z
zgo me ze wzorem Zl+Z2 t gZie il 2

sa odpowiednio impe<lancjami osrodka,
w którym fala sie porusza i od którego
nastepuje odbicie (tutaj Z. = 2Z,). Po
podstawieniu wartosci R okazuje sie, ze
w pierwszej i drugiej strunie beda poruszaly

sie fale o amplitudzie -} A i fazie zgodnej
z faza fali padajacej (a nie z faza przeciwna,
jak bylo w blednym rozwiazaniu), natomiast

. '. l' d' 4 A
w trzeciej st.•.'ume - o amp ItU zle"3 oraz

fazie równiez zgodnej z faza fali padajacej.
Oczywiscie prawo zachowania energii jest

spelnione, a suma amplitud fal poruszajacych
sie w 3 strunach jest równa 2A, tzn. wynosi
tyle, co suma amplitud fal poczatkowych.
Sugerujemy Czytelnikom rozpatrzenie
przypadków, gdy amplitudy fal w strunie
I i 2 nie sa jednakowe.

rozwój chemii kwantowej bedzie postepowal w dotychczasowym kierunku, to
trudnosci w obliczeniu funkcji tp beda wzrastaly gwaltownie, gdy przyjdzie ja
obliczac dla coraz wiekszych ukladów. Oczywiscie, chemia kwantowa posluguje sie
najnowoczesniejsza technika cyfrowa, ale liczba pojawiajacych sie w obliczeniach
calek jest tak ogromna, ze i naj szybsze maszyny musza kapitulowac juz przy
stosunkowo malych molekulach. Wystarczy powiedziec, ze liczba calek jest
proporcjonalna do czwartej potegi liczby elektronów w molekule. Czyli np. jesli
czas obliczen dla molekuly wody (10 elektronów) przyjmiemy za 1, to czas obliczen

" dla molekuly benzenu (42 elektrony) bedzie okolo 300 razy wiekszy. Dla
wyobrazenia sobie skali trudnosci podam, ze aby na przyklad uzyskac niezle
przyblizenie funkcji falowej dla molekuly wody, trzeba obliczyc ok. 3 milionów
calek szesciokrotnych. Na razie stosowane sa srodki polegajace z reguly na
zachowaniu metody obliczen, a udoskonalaniu techniki cyfrowej. Postep jest
widoczny. Najlepszym dowodem jest fakt, ze wykonano juz obliczenia dla
niektórych ukladów, w których liczba elektronów dochodzi do 300. Jest to wynik
imponujacy, choc trzeba podkreslic, ze stosowano w tych obliczeniach uproszczenia,
uzyskano wyniki niezbyt dokladne, a wykonanie obliczen bylo nieslychanie
kosztowne. Np. tego typu obliczenia wykonal Enrico Clementi dla asocjatu
guanina-cytozyna, czyli dla pary tzw. komplementarnych zasad wchodzacych
w sklad molekuly DNA, odgrywajacej kluczowa role w procesach dziedziczenia.
Wielki atak ze wszystkich frontów nauk przyrodniczych idzie na tajemnice
genetyki. Mamy tam do czynienia z ogromnymi molekulami. Czy chemia"kwantowa
jest wobec tak wielkich ukladów bezradna? Nie, lecz w tym polowaniu "na grubego
zwierza" nie moze niestety pozwolic sobie na zachowanie drobiazgowosci
i elegancji, a musi siegnac do wielu, czesto ryzykownych, uproszczen. Mowa tu
o tzw. pólempirycznych metodach chemii kwantowej. W wiekszosci z tych metod
przy rozwiazywaniu (zwykle zreszta przyblizonego) równania Schrodingera nie
liczy sie ani jednej calki, co usuwa najwieksza trudnosc metod dokladnych (tzw.
metod ab initio). Korzysta sie po prostu z tego, ze wiele calek przyjmuje bardzo
male wartosci, wiec zastepuje sie je zerami; inne calki traktuje sie jako parametry.
Parametry te dobiera sie tak, aby otrzymana przy ich uzyciu funkcja falowa
pozwolila uzyskac zgodne z doswiadczeriiem wartosci dla okreslonych wielkosci
fizycznych molekuly. Oczywiscie, nie mialoby sensu ustalanie takich parametrów
dla jednej tylko molekuly. Probierzem "dobroci" parametrów jest zgodnosc
wyników obliczen (wykonanych dla innych czasteczek z uzyciem tych parametrów)
z wartosciami doswiadczalnymi. Taka zgodnosc da sie w pewnym stopniu osiagnac .
Czasem jednak za zaniedbanie calek trzeba placic. Niemniej tego rodzaju
przyblizone metody obliczen oddaja wielkie uslugi w badaniach wiekszych molekul,
daja one bowiem przyblizony opis bardzo skomplikowanej sytuacji (bez nich nie
mielibysmy zadnego opisu), próbuja ujawnic glówne cechy ukrytego przed nami
obrazu. I najczesciej im sie to udaje.
Dzungla przed nami. Jestesmy na jej skraju i ten maly wycinek dobrze znamy.
Posuwamy sie powoli w jej glab. Wiemy, ze stosujemy poprawne, ale malo wydajne
metody eksploracji. Jedynie najodwazniejsi z nas wybieraja sie w glab puszczy.
Ich badania daja nam pewne pojecie o tym, co sie tam dzieje. Czasem jednak
przynosza wiadomosci o strachach, strzygach i potworach, w które trudno uwierzyc
i które po uruchomieniu naszej wspanialej "maszyny ab initio" rozwiewaja sie jak
mgla. Potrzeba chemii kwantowej nowych, skutecznych metod. Czekaja
pasjonujace problemy reakcji chemicznych, czeka wiek biologii.

Klocek

W jaki sposób wyciac laubzega z szesciennej kostki drewna (powiedzmy o krawedzi 5 cm) klocek

" 1
taki, jak na rysunku, czyli jak wyciac z szescianu szescian - calosci tak, aby "pozostalosc" byla8

w jednym kawalku? Klocka dokladnie takiego jak na rysunku uzyskac sie nie da, to znaczy
bedzie on musial byc nieco ponadcinany. Wobec tego proponujemy zastanowienie sie nad tym,
jak ciac, aby owo ponadcinanie jak najmniej oslabialo spoistosc otrzymanego klocka.
Nasze rozwiazanie na str. 8
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