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Profesor Doktor Andrzej Stanislaw Mostowski
ur. 01.11.1913 we Lwowie zmarl w trakcie podrózy naukowej
w Vancouver (Kanada) 22.08.1975.
Jeden z naj wybitniejszych matematyków polskich,
swiatowej klasy specjalista w dziedzinie Podstaw Matematyki,
Laureat Nagród Panstwowych I i II stopnia,
Czlonek Rzeczywisty Polskiej Akademii Nauk,
Czlonek Zagraniczny Finskiej Akademii Nauk,
Profesor Zwyczajny Uniwersytetu Warszawskiego,
Prezydent Sekcji Logiki, Metodologii i Filozofii Nauk
Miedzynarodowej Unii Historii i Filozofii Nauk.
Czlonek Komitetów Redakcyjnych wielu pism naukowych
krajowych i zagranicznych,
w tym uFundamenta MathematicaeU i "Annats of Mathematical Logic".

Artykuly Profesora drukowalismy w numerach
1974.2, 1974.3, 1974.10, 1974.11

Matematyka jaka uprawia kazdy Z nas jest zalezna od indywidualnych zdolnosci, pracowitosci
i cech charakteru twórcy. Oprócz pracy naukowej, której wyniki publikowane sa w czasopismach,
dzialalnosc matematyka moze przejawiac sie w rózny sposób; na przyklad nauczanie
- od przekazywania wiedzy elementarnej, az do najbardziej wyrafinowanych osiagniec mysli ludzkiej.
Matematyk obdarzony talentem inspiratora posiada jeszcze jedna umiejetnosc - potrafi
trafnie przewidziec, które zagadnienia okaza sie najbardziej istotne dla postepu wiedzy
w danej dziedzinie i, dzieki temu, ustalic najciekawsza problematyke badan dla siebie i innych.
Z trzech wskazanych (a sa i inne) form dzialalnosci przecietny matematyk uprawia zazwyczaj druga
lub pierwsza i druga. Sa ludzie - wizjonerzy - poswiecajacy sie przede wszystkim trzeciej.
Rzadko - bardzo rzadko - zdarza sie by wszystkie trzy nurty, na najwyzszym poziomie,
byly realizowane przez jednego czlowieka. Jesli wiec znajdzie sie ktos, kto jesto zdolny niesc
tak wielki ciezar i odejdzie od nas w pelni sil, kiedy zadania jego nie sa jeszcze wypelnione,
jesli przytem jest to czlowiek w pelnym tego slowa znaczeniu, madry, wrazliwy, zyczliwy ludziom,
to ogrom straty trudno oddac na kiIku kartkach papieru.
Profesor Andrzej Mostowski bez watpienia byl wlasnie uczonym najwyzszej rangi,
a dzialalnosc jego laczyla harmonijnie wspomniane trzy nurty aktywnosci matematycznej.
Od polowy lat trzydziestych, kiedy to ukazaly sie pierwsze Jego prace, do konca kazda Jego nowa
publikacja byla czytana i dyskutowana w glównych srodowiskach logików i matematyków
zajmujacych sie Podstawami, szereg tych prac inicjowalo nowe kierunki badan i bardzo wiele wyników
- co jest najwiekszym zaszczytem dla matematyka - stalo sie powszechnie stosowana
technika matematyczna, o autorstwie której wspominaja juz tylko wstepy i pierwsze rozdzialy
podreczników i monografii, nie odsylajac nawet do literatury.
Tak stalo sie z technika modeli permutacyjnych (zwana Metoda Fraenkela i Mostowskiego),
hierarchia arytmetyczna (hierarchia Kleene'ego i Mostowskiego),
technika kontrakcji relacji ufundowanych (Lemat Mostowskiego i Shepherdsona)
i szeregiem innych wyników. Tam gdzie dzialy sie rzeczy aktualnie w Podstawach Matematyki najwazniejsze,
wsród tych którzy pierwsi wskazywali kierunek dalszych badan zawsze znalezc mozna bylo
Profesora Mostowskiego. Harmonijne laczenie wlasnej pracy z inspirowaniem innych
- tak jak robil to Profesor Mostowski - moze byc uwazane za wzór.
Z drugiej strony dydaktyka. Niewielu czytelników tej noty mialo okazje sluchac Profesora
i niestety nigdy nie zobaczymy Go juz przy tablicy. Wyklady Jego, zawsze precyzyjnie przygotowane,
inspirowaly sluchaczy i - prócz technicznych wyników - wskazywaly mysl przewodnia przedmiotu.
Gama zagadnien, które Profesor wykladal w ostatnich latach, obejmowala prawie cale
Podstawy Matematyki. Specyficzna atmosfera tych wykladów i rzeczywisty dialog ze sluchaczami,
dyskusje na przerwach, a czasem i w trakcie wykladu, dygresje i bardzo zywy tok narracji
czlowieka który "przy tym byl" pozostawia niedosyt, kiedy sluchac bedziemy innych wykladowców.
Wspólpracownicy Szefa stracili jeszcze wiecej: godziny rozmowy w Jego gabinecie. Mial bowiem
Profesor Mostowski jedna jeszcze ceche wyjatkowa - potrafil sluchac i wlaczac sie w tok mySli
kolegów. Uczniowie Jego, doktoranci i magistranci wiedza jak wiele prac nigdy by nie powstalo,
gdyby nie pomoc Profesora - wlasciwy lemat wlasnie wtedy, gdy byl najbardziej potrzebny,
pomocna rada, badz wskazanie wlasciwej literatury przedmiotu ..
Zal moze móglby byc mniejszy, gdyby nie wyjatkowe cechy osobowosci Profesora. Prawy i zyczliwy,
zawsze gotów do przyjscia z pomoca, zawsze zainteresowany zyciem pozanaukowym swych wspólpracowników
Byl Profesor nieobojetnym na sprawy otaczajacego swiata, sklonny wlasny interes poswiecic
dla dobra innych i gotów bronic niepopulamej opinii wbrew zdaniu wiekszosci,
jesli tylko pewien byl slusznosci sprawy.
Ci, którzy z Nim wspólpracowali wiedza, ze swiat ich, ze Podstawy Matematyki
nie beda takie, jak wtedy, gdy byl z nimi Szef.



Twierdzenie o antypodach

Mgr Krzysztof NOWINSKI

Czy sklonny jestes, Czytelniku, uznac za oczywiste takie oto 3 fakty:
l) Rozplaszczywszy w dowolny sposób (nie rozdzierajac) gumowy balonik
znajdziemy na jego powierzchni conajrtmiej dwa punkty, które przed splaszczeniem
byly srednicowo przeciwlegle (antypodyczne), a po splaszczeniu upadly na siebie?
2) W kazdej chwili istnieja na ?:iemi 2 punkty antypodyczne, w których zarówno
temperatura jak i cisnienie sa jednakowe?
3) Kazda kanapke z maslem i szynka mozna jednym cieciem plaskiego noza
przekroic tak, aby przepolowic chleb, maslo i szynke?
Jezeli tak - gratulujemy wyobrazni. Jezeli nie - sprobujemy sie przekonac o ich
prawdziwosci, i co moze bardziej zaskakujace, o ich bliskim zwiazku.
Fakty te wynikaja z udowodnionego w 1937 roku przez znanych polskich
matematyków, Borsuka iUlama,

TWIERDZENIA O ANTYPODACH

Przestrzen euklidesowa - przestrzen, której
elementami sa uklady n liczb rzeczywistych
(x,•...•x.L odleglosc
Q«x" ...• x.). (y" ...• y.l) okresla sie wzorem

V(x,-y,)'+ ... +(x.-y.J2. a sfera nazywa
sie jak zwykle miejsce geometryczne punktów
odleglych o ustalona liczbe R od punktu Xo

(srodka).

mówiacego, ze:
Jezeli Sjest sfera w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej, a f-jej
przeksztalceniem ciaglym w plaszczyzne, to istnieje para punktów x i y
symetrycznych wzgledem srodka sfery S (antypodycznych) i takich, ze f(x) =f(y).
Widac juz teraz, ze pierwszy fakt jest po prostu "naiwnym" sformulowaniem
naszego twierdzenia. Z kolei traktujac powierzchnie Ziemi jako sfere, a temperature t
i cisnienie p jako wspólrzedne obrazu punktu x na plaszczyznie (czyli piszac
f(x) = (t(x), p (x» ), otrzymamy znów sytuacje opisana w twierdzeniu
o antypodach - ciagla zaleznosc temperatury i cisnienia powietrza w ustalonej
chwili od punktu na powierzchni Ziemi jest chyba oczywista. Fakt trzeci nie jest
juz tak bezposrednim wnioskiem, jego dowodowi poswiecimy druga czesc artykulu
Zanim zaczniemy dowód twierdzenia o antypodach, przypomnimy kilka faktów····
z artykulu Urojony sprzymierzeniec M. Skwarczynskiego (<<Delta»,1974, 3).
Plaszczyzne, o której mowa w twierdzeniu, bedziemy traktowac jako zbiór C liczb
zespolonych. W cytowanym artykule zostal zdefiniowany przyrost logarytmu
zespolonego na krzywej zet) okreslonej na przedziale a, b i o wartosciach
w plaszczyznie zespolonej z usunietym poczatkiem ukladu. Mozna tam znalezc
równiez definicje indeksu krzywej zamknietej zet). (Jest to scisla definicja liczby
obiegów punktu ° przez krzywa z(t»).
Podstawowa wlasnosc indeksu krzywej opisuje nastepujacy fakt: Jezeli w,(t) jest
ciagla rodzina krzywych zamknietych, taka, ze w,(t) :F ° dla kazdego r i t,
to ind w,(t) nie zalezy od r. Wlasnosc ta zostala tez zasygnalizowana
Ciwykorzystana przy dowodzie podstawowego twierdzenia algebry) w Urojonym
sprzymierzencu. Pokazemy jeszcze, ze jezeli wet) jest krzywa zamknieta, okreslona
na przedziale (0,2n), i taka, ze w(t+n) = -wet), to indw(t) jest liczba
nieparzysta.
Rozpatrzmy w tym celu krzywa zet) t E (O, n) taka, ze eZ(I) = wet) (patrz
Urojony sprzymierzeniec). Poniewaz eZ(") = _eZ(O), zen) = z(0)+(2k+l)ni.
Zauwazmy teraz, ze przedluzajac krzywa z na odcinek (n, 2n) wzorem
zet) = z(t-n)+ (2k+ l)ni otrzymamy
eZ(I) = eZ(I-,,)+(2k+I),,1 = eZ(I-,,) . e(2k+I),,1 = -eZ(I-,,) = -wet-n), co zgadza sie
z zalozeniem o krzywej w. Krzywa zet) okreslona na przedziale (O, 2n) spelnia
wiec warunek eZ(I) = wet) i wobec tego

. d () = z(2n)-z(0) = 2(2k+ l)ni = 2k lmwt 2' 2' +.nI nI

Mozemy juz teraz przystapic do dowodu naszego twierdzenia. Ustalmy przede
wszystkim uklad wspólrzednych tak, aby srodek sfery znalazl sie w poczatku
ukladu. Parami punktów symetrycznych wzgledem srodka sfery beda wtedy
po prostu pary postaci x i -x (czyli (Xl' X2, X3) i (-Xl' -X2, -x3». Zalózmy
teraz, ze teza naszego twierdzenia nie zachodzi. Oznaczaloby to, ze dla kazdego x
f(x) :F f( -x).
Wprowadzimy pomocnicze przeksztalcenie g okreslone wzorem
g(x) = f(x)-f( -x). Z zalozenia uczynionego wyzej wynika, iz g(x) :F Odia
kazdego x. Równoczesnie przeksztalcenie g jest ciagle i spelnia równosc
g(-x) = -g(x).
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Jezeli teraz okreslimy równik naszej sfery jako krzywa ret) = (Rcost, Rsint, O)
(dla t e (O, 2.n), R jest promieniem sfery) i zlozymy przeksztalcenie
r:(O,.n) -+ S z g:S -+ 0, to otrzymamy krzywa wet) zamknieta
(bo r(O) = r(2.n», nie przechodza przez ° (bo g(x) #: ° dla kazdego x e S),
i wreszcie taka, ze w(t+.n) = g(Rcos(t+.n), Rsin(t+.n), O) =
= g( -Rcost,-Rsint, O) = g( - (Rcost, Rsint, O» = -g(r(t» = -wet).
Wobec tego indw(t) = 2k+l #: O.
Ale wet) jest elementem ciaglej rodziny krzywych wl1(t) zdefiniowanych wzorem:

wl1(t) = g(y'R2-e2cost, yR2-e2sint, e)

(jest tu oczywiscie wo(t) = w(t»).
Warto przez chwile zastanowic sie nad geometryczna interpretacja rodziny wl1(t).

Otóz krzywa rl1(t) = (yR2-e2cost, Y R2-e2sint, e) jest równoleznikiem sfery
lezacym na wysokosci il nad równikiem, a krzywa wl1(t) opisuje "zachowanie sie"
przeksztalcenia g na tym równolezniku.
Pozostaje juz teraz tylko zauwazenie, ze z jednej strony ind WR(t) = ind wo(t) #: 0,
z drugiej strony jednak "krzywa" WR(t) = g(O, 0, R) ma obraz zlozony z jednego
punktu i wobec tego indwR(t) = O. Tak wiec z zalozenia, ze dla kazdej pary
punktów antypodycznych x, - x jest: f(x) ;ft f( - x), doszlismy do sprzecznosci 
wykazujac tym samym istnienie co najmniej jednej pary (x, -x) takiej, ze
f(x) = f( -x), czym zakonczylismy dowód.
Powiedzmy na zakonczenie slów pare o (trudnych juz w dowodzie)
uogólnieniach naszego twierdzenia. Jedno z nich, naturalne w swietle zadania
bedacego wlasciwie uproszczona wersja twierdzenia o antypodach i naszego
artykulu, brzmi tak:
Jezeli Sjest sfera w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej oraz f jest
przeksztalceniem ciaglym S w przestrzen n-l-wymiarowa, to istnieje para punktów
antypodycznych x i y takich, zef(x) = f(y).
Bardziej nieoczekiwane jest twierdzenie, w którego zalozeniach znika symetria.
Sformulujemy je w przypadku dwuwymiarowym. '
Jezeli h: S -+ Sjest przeksztalceniem ciaglym sfery na siebie takim, ze h(h(x») = x
dla kazdego x e S (przeksztalcenia takie nazywa sie inwolucjami: symetria jest
oczywiscie inwolucja) i f jest przeksztalceniem ciaglym sfery na plaszczyzne,
to istnieje punkt x taki, zef(x) =f(h(x».
Byc moze, ktos z Czytelników spróbuje udowodnic takie twierdzenie o okregu.
Uprzedzmy jednak, ze i w tym przypadku dowód jest dosc trudny.

__ Zadania

Redaguje dr Andrzej Zieminski

F23. Naczynie z woda o temperaturze bliskiej O°C zostalo umieszczone pod kloszem pompy
prózniowej o duzej wydajnosci pompowania. Opiszcie zjawiska jakie wystapia po uruchomieniu
pompy. Mozna przyjac, ze wszystkie procesy odbywaja sie bez wymiany ciepla z otoczeniem, tzn.

cal
adiabatycznie. Cieplo parowania wody w temperaturze O°C wynosi 596 - , cieplo krzepnieciag

cal cal
wody 79.8 - , a cieplo sublimacji lodu 677 - .

g g

(Zadanie II-go stopnia XII Olimpiady Fizycznej -1963 rok)
Rozwiazanie na str. 5

Redaguje mgr Andrzej Makowski
M67. Laczac srodki sasiednich boków pewnego czworokata otrzymano czworokat podobny
do wyjsciowego. Jaki to czworokat?
Rozwiazanie na str. 14

M68. Przeciac kwadrat na piec czesci tak, by mozna z nich bylo ulozyc dwa kwadraty.
Rozwiazanie na str. 10

M69. Wykazac, ze odleglosc dowolnego punktu cwiartki okregu od jego rzutu na jej cieciwe jest
srednia geometryczna odleglosci tego punktu od jego rzutów prostokatnych na styczne do okregu
poprowadzone z konców rozwazanej cwiartki.
Rozwiazanie na str. 8
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Jak powstal i jak sie rozwija
Instytut Radowy w Paryzu

Maria SKLODOWSKA-CURIE
W pierwszym numerze miesiecznika

«z Calego Swiata» z roku 1925 ukazal sie
artykul Marii Sklodowskiej-Curie Jak

powstal i jak rozwija sie Instytut Radowy
w Paryzu, z którego fragment obok
przedrukowujemy, zachowujac oryginalna
pisownie autorki.
Sadzimy, ze przypomnienie historii odkrycia
radu i poczatków powstania Instytutu
Radowego opowiedziane przez nasza Wielka
Rodaczke zainteresuje Czytelników.

Jak pow.stal i jak SIt; rozwija
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Pragne tu przypomniec, ze·odkrycie polonu i radu nie odbylo sie bynajmniej W jakiemkolwiek,
chocby skromnem laboratorjum fizycznym lub chemicznym. Towarzysz pracy i maz mój Piotr
Curie, byl wówczas profesorem fizyki w szkole technicznej paryskiej "Ecole de Physique et de
Chemie IndustrieIles", ksztalcacej inzynierów. Szkola ta nie posiadala pracowni naukowych, lecz
tylko urzadzenie dla robót praktycznych w zakresie programu studjów, a bylo to urzadzenie
o charakterze raczej pierwotnym, poniewaz szkola ta przez szereg lat po zalozeniu pomieszczona
byla prowizorycznie w starym budynku, który wypadlo pózniej zniszczyc i wedlug nowozytnych
wymagan calkowicie odbudowac.

W tych-to dawnych, zwykle przez studentów zajmowanych salach, Piotr Curie znajdowal miejsce
do osobistych swoich doswiadczen, i tam tez zaczelam pracowac po naszym zwiaa:ku. Wymagania
nasze byly bardzo skromne, a jezeli nam braklo srodków i wygody, natomiast malo co moglo
zaklócic nam spokój.

Odkrycie nowych cial promieniotwórczych, polonu i radu, w roku 1898, utrudnilo jeszcze te nader
skromne warunki. Okazalo sie bowiem po paru miesiacach pracy w nowym kierunku,
ze przewidziane pierwiastki istnieja w niezmiernie malej ilosci w rudzie uranowej, w której
zostaly odkryte, i ze dalsze ich badanie wymaga chemicznego przetworu znacznych ilosci rudy.
Tutaj zatem zaczela sie dla nas walka z brakiem srodków, od której juz nigdy nie bylo nam
przeznaczonem sie oswobodzic, gdyz rozmiary zadania wzrastaly o wiele predzej niz srodki.
Kilkoletnia praca, która okazala sie potrzebna, aby wydzielic z rudy uranowej czysta sól radu,
odbywala sie w dzis juz nieistniejacej szopie, na ten cel przez nas zdobytej. Przytaczam tu
kilka wspomnien z tego lokalu, podlug tekstu ksiazeczki mojej, poswieconej biografji Piotra Curie •
"Byla to szopa z desek, wylana asfaltem i pokryta oszklonym dachem, przez który w niejednem
miejscu deszcz przeciekal, a zaopatrzona jedynie w kilka zniszczonych drewnianych stolów
i krzesel, piec zelazny i czarna tablice, na której Piotr Curie chetnie pisallub rysowal. Nie bylo
tam kapy dla robót, przy których bywaja wydzielane szkodliwe gazy, nalezalo wiec wykonywac
te roboty na podwórzu, gdy pogoda na topozwalala, albo tez wewnatrz, zostawiajac okna
otwarte. Pracujac bez pomocy nad znaczna iloscia materjalu, wypadalo nam napelniac szope
owa wielkiemi naczyniami, zawierajacymi plyny i osady, przenosic je i mieszac godzinami

gotujace sie masy, nie bez wielkiego sil wydatku. Drobiazgowe krystalizacje skoncentrowanych
soli byly stale utrudniane przez pyl wegla i zelaza, od którego niepodobna sie bylo uchronic.
Cenne nasze preparaty, dla których braklo nam schronienia, znajdowaly sie zwykle na stolach
lub na pólkach, i gdy nam sie zdarzalo zajsc nocna pora do naszego królestwa witaly nas
zewszad swojem bladem swiatlem, i te rozproszone jakby zawisle w ciemnosciach swiatelka byly
dla nas zawsze nowem zródlem wzruszenia i zachwytu".

Jeden z szefów robót chemicznych w Sorbonie, wspominajac ten lokal w liscie, przeslanym mi
na 25-0 letnia rocznice radu, wyraza sie, jak nastepuje: "Przypominam sobie energie, z jaka
podejmowala pani przemyslowe opracowanie rudy uranu w stajni, dostepnej wszelkim wichrom".
Gdy okazalo sie, iz praca na jeszcze wieksza skale jest niezbedna dla otrzymania czystych soli
radu, zorganizowalismy ja na sposób fabryczny, dzieki uzyskanej z kilku stron pomocy, i to
pozwolilo mi cel osiagnac i w 1902 r. oznaczyc ciezar atomowy radu. Nie ulega jednak
watpliwosci, iz organizacja nasza miala powazne braki i nie pozwolila wyciagnac pelnej korzysci
z materjalu zawierajacego rad otrzymanego z ówczesnej Austrji.
Przy obchodzie 25-letniej rocznicy radu wspominajac tamte lata, wyrazilam sie, ze: "Odkrycie
radu mialo miejsce w trudnych warunkach, a szopa, która byla kolebka, otoczona jest dzisiaj
urokiem legendy. Ale nie nalezy myslec, aby ten romantyczny element byl pozadany: wyniklo
zen zuzycie sil i opóznienie rezultatów".

W roku 1900 Piotr Curie otrzymal posade w Sorbonie i niezwlocznie zaczal starania

o laboratorjum: poniewaz jednak nie bylo ono przewidziane w gmachu przy ulicy Cuvier, gdzie
odbywaly sie jego wyklady, niewiele mozna bylo uzyskac. Otrzymalismy pare czasowo
pozyczonych sal i utworzylo sie tam zaraz okolo nas male grono pracowników. Poniewazjednak
rozwój badan nad radem przepowiadal pelna nadziei przyszlosc, zarówno z punktu widzenia
czystej nauki,jakotez i w sferze zastosowania do terapji- nie przestawalismy zatem nalegac,
aby specjalny instytut zostal zalozony dla prac w tym kierunku, postanawiajac ofiarowac na rzecz
rad, który sie nam udalo przygotowac za pomoca srodków oraz stosunków osobistych jako tez
wlasna praca.

W roku 1904 Piotr Curie otrzymal nowoutworzona dla niego katedre wraz z posada dla mnie
i jednego pomocnika oraz kredytem laboratoryjnym. Wszelako projekt nowego instytutu
pozostawal w stagnacji.
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Po katastrofie, która w roku 1906 pozbawila nas Piotra Curie, prowadzilam nadal sama zabiegi
w celu utworzenia instytucji na czeSCjego pamieci. Nareszcie stanal uklad pomiedzy Rektorem
Akademji Paryskiej, Ludwikiem Liard, a dr. Roux, Dyrektorem Instytutu Pasteur'a: na mocy
tego ukladu obie instytucje mialy uczestniczyc w zalozeniu Instytutu Radowego, skladajacego sie
z 2 pracowni: jednej .dla prac fizyko-chemicznych nad cialami promieniotwórczymi (Laboratorium
Curie), drugiej dla prac biologicznych nad temiz cialami i dla ich zastosowan leczniczych,
(Lab. Pasteur'a). Plany pracowni tych zostaly przewidziane w bardzo skromnych rozmiarach,
Uniwersytet zas wydzielil pod nie czesc swego gruntu w bliskosci Panteonu. Pomimo nalegan,
nie udalo sie jednak otrzymac tego gruntu wiecej niz ca 2000 m. kw. Budowa trwala lat pare
i nie byla jeszcze zupelnie ukonczona, gdy wybuch(a wojna. W r. 1915.wypadlo mi przeprowadzic
dobytek laboratoryjny do nowego budynku. Przeprowadzka ta musiala byc dokonana bez
zadnych funduszów, za pomoca radjologicznych wozów, które wówczas organizowalam dla armji,
a zagospodarowanie sie w nowem otoczeniu odbylo sie posród niezmiernych trudnosci dla braku
pieniedzy i personelu. Mimo to, nowe laboratorjum stalo sie odrazu czynnym osrodkiem
dzialalnosci radjologicznej, skierowanej ku pomocy rannym i chorym; dzialalnosc zas naukowa
byla wstrzymana przez czas wojny.
Oto, jaki byl plan i zakres pierwotnego Instytutu:
Grunt, Instytutowi temu wyznaczony, dotyka do ul. d'UJm i do nowej ulicy, która otrzymala
imie Piotra Curie. Na tej przestrzeni stanely cztery budynki, pomiedzy niemi zas, jakotez od
strony ulic zasadzono niewielka ilosc drzew oraz nieco kwiatów.
Laboratorjum Curie sklada sie z dwu budynków: w glównym, dwupietrowym, miesci sie
amfiteatr do wykladów (miejsce dla 80 osób), bibljoteka, kolekcje, warsztat poza tern zas blizko
20, przewaznie: niewielkich, sal do pracy naukowej oraz mieszkanie dla mechanika. W podziemiu
jest warsztat mechaniczny, baterje akumulatorów, ogrzewaczów i aparatów Roentgena.
Na wyzszych pietrach sa sale dla personelu i dla pracowników; tam miesci sie równiez Sekcja
Miernicza. Budynek ten zajmuje okolo 500 m. kw.

mI Cp-=---
m Cp+Ck

Wartosc liczbowa tego stosunku wynosi:

~=~",,0882
m 675,8 - ,

Okazuje sie, te tylko okolo 12% wody wyparuje, natomiast reszta zamieni sie na lód.

mI Ct = (m-ml)c"

gdzie Ct i c" oznaczaja odpowiednio cieplo krzepniecia i parowania wody w temperaturze O·C. St"d:

__ Rozwiazanie zadania F13.Przed uruchomieniem pompy pod kloszem nad woda znajduja sie powietrze i nasycona para wodna. Ciecz i para
wodna sa w stanie równowagi dynamicznej, tzn. w jednostce czasu tyle samo czasteczek cieczy wyparowuje,
co czasteczek pary ulega skropleniu. Liczba wyparowanych (skraplanych) czasteczek zalezy od temperatury.
Pompa usuwa powietrze i pare wodna spod klosza, co powoduje zachwianie wspomnianej równowaai
dynamicznej.
Ciecz bedzie nadal parowac, natomiast liczba skraplanych czasteczek awaltownie zmaleje. 1ednoczesnie obniUnie
cisnienia panujacego nad ciecza mozc doprowadzic do wrzenia wody.
Warunkiem wrzenia cieczy jest bowiem, aby preznosc pary nasyconej byla co najmniej równa cisnieniu
zewnetrznemu. Niezbedna równiez jest obecnosc powietrza (gazu) w cieczy dla powstawania banieczek z par".
Powstawanie pary odbywa sie kosztem ciepla odbieraneao od reszty cieczy i od naczynia. Dlatego ciecz
gwaltownie oziebia sie i zaczyna krzepnac. Przez pewien mome"t wspólistnieja lód i przechlodzona woda·
Powstajacy lód sublimuje. Poniewaz proces ten odbywa sie tylko na powierzchni lodu oraz cieplo lublimac:ji lodu
jest duzc, przebieg tego procesu jest bardzo powolny.
Natomiast, poniewaz cisnienie pary nasyconej nad przechlodzona woda jest wyzsze nit nad lodem, czesc pary
powstalej z cieczy bedzie zestalala sie na powierzchni lodu.
Ostateczny rezultat opisanych powyzcj procesów jest taki, zc ta czesc wody, która nie zdaty wyparowac,
zestali sie.
Mozna, zaniedbujac wymiane ciepla z naczyniem, ocenic ilosciowo jaka czesc wody uleanie zamianie na lód.
Oznaczmy mase tej czesc:i wody przez m" natomiast mase wody w momencie rozpoczecia pompowania przez m.
Wówczas bilans cieplny dany jest równaniem:

• Waronkiem krzepniecia ciala w okreslonej
temperaturze jest obecnosc w cieczy
krystalicznych zarodzi tego ciala.
Gdy brak jest takowych, proces krzepniecia
mozc ulec opóznieniu, tzn. temperatura
cieczy mozc spaSCponizcj temperatury
krzepniecia,a mimo to ciecz nie zestali sie.
Taka ciecz nazywamy ciecza przechlodzona·
Okazuje sie np. zc w odpowiednich
warunkach wode motna ochlodzic do
temperatury nizszej niz - 20·C. Wystarczy
jednak wrzucic do przechlodzonej wody
kawalek lodu, aby szybko zestalila sie, a jej
temperatura wzrasta do O·C dzieki cieplu
otrzymanemu z procesu krzepniecia. Preznosc
pary nasyconej nad przechlodzona woda jest
wyzsza w danej temperaturze niz nad lodem
i w obu wypadkach maleje z obnitaniem
sie temperatury.
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Rozmawiamy z komputerell!

Dobry Polak poci sie przy drugiej cyfrze dziesietnej, przy piatej dostaje

goraczki, przy siódmej zabija go apopleksja.
Boleslaw Prus "Lalka"

Dr Waclaw PANKIEWICZ

Dowolny prostokatny (kwadratowy) uklad
liczb nazywamy macierza; np.

(O 3 2)l S 7

Dzis, przy koncu dwudziestego wieku, sytuacja nie jest az tak tragiczna; mamy
do dyspozycji komputery. Sa to automatyczne urzadzenia liczace, które "potrafia"
wykonywac setki tysiecy d7ialan w czasie jednej sekundy.
Nowy klopot natomiast polega na tym, iz polecen komputerowi nie wydajemy
glosem, a w formie pisanej. Takie napisane polecenie to program. Oczywiscie
program musi byc tak napisany, aby mógl byc "zrozumiany" przez komputer.
Czynnosc pisania programów nazywamy programowaniem. Napisany tekst
(program) jest kodowany na tasmie perforowanej (dziurkowanej) lub kartach
perforowanych i jest wprowadzany przez tzw. urzadzenie wejsciowe do pamieci
komputera. \
Popatrzmy jak przebiega proces rozwiazania prostego zadania z pomoca
komputera •.
Przypuscmy, ze chcemy dodac dwie macierze o n wierszach i m kolumnach.
Co powinnismy w tym celu zrobic?
Zastanówmy sie, co mamy otrzymac w wyniku? Oczywiscie macierz, o tej samej
liczbie wierszy i kolumn co macierze dodawane. Kazdy element macierzy
wyniku jest suma odpowiednich macierzy - skladników.
Mozemy to zapisac w postaci tzw. sieci dzialan:

jest macierza o dwóch wierszach i trzech
kolumnach.
Jezeli mamy dwie macierze o tej samej
liczbie wierszy i kolumn, to mozemy je
dodac i w wyniku otrzymamy trzecia
macierz, której kazdy element jest suma
elementów danych macierzy; stojacych na
odpowiadajacych sobie miejscach. Liczby calkowite ;' oraz j beda

nam sluzyly do liczenia
odpowiednio wierszy oraz
kolumn.

Dodajemy elementy macierzy
zgodnie z okresleniem sumy
macierzy. Numer zwiekszamy
o jeden ...

i pytamy: "Czy jest spelniony
warunek j ~ m?" jezeli tak,
to dodajemy kolejne elementy,
jezeli nie, to zwiekszamy numer
wiersza o 1...

i pytamy: "Czy j ~ n?n, jezeli

tak, to numer kolumny
ustalamy na l, jezeli nie, to
skonczylismy prace.
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st., 1(j).

co, 1(m).
jptl (pow 1) •

j pte (pow 1).
lo, 1(1.).
adt, 1,1._

st, 1(1).
co, 1ln).

jptl (pow).
jpte (pow).
jp ldodmac).
fin macro •

END

end

"czytaj macierze B, C"
"dodaj B i C, wynikiem bedzie A"
"pisz macierz A"

MAIN

READ

ADD

WRITE A

Napis to znacznie krótszy i przy znajomosci kilkudziesieciu slów angielskich moze
byc ,latwo zrozumialy dla Czytelnika. I co bardzo wazne - ten tekst jest równiez
zrozumialy dla wiekszosci komputerów zainstalowanych w Polsce.
Niektórzy uwazaja jeszcze i ten tekst (w ALGOLu) za zbyt skomplikowany. Tym
mozemy polecic "pakiet programów" MATLAN (od angielskich slów MATRIX
LANGUAGE).
Omawiany przez nas przyklad da sie w nim zaprogramowac w sposób
nastepujacy:

Opracowano oczywiscie i inne pakiety (czasem mówimy: jezyki
problemowo-zorientowane), np. do obliczen statystycznych, optymalizacyjnych itd.
To tylko drobna wzmianka o jezykach komputerowych, jezeli przy okazji czytania
tego tekstu pojawily sie u Was jakiekolwiek watpliwosci - prosimy PYTAJCIE.
Czy warto w ogóle bylo pisac programy dla tak nieskomplikowallego zadania?
O ile chcielibysmy dodac tylko dwie macierze, prawdopodobnie ukladanie
programów nie mialoby sensu. Ale tutaj, zauwazmy, napisany przez nas program
moze byc uzywany wielokrotnie i do obliczen znacznie bardziej skomplikowanych.

procedure dodmac n,m,a,b,c;
value n,m•.

integer n.,m;
array a,b,;

begin intege~ i ,j;
for i:= 1 step 1 until n do
for j:= 1 step 1 until m do

a [i,j] :=b [i,j]+c[i,j]

Taki rysunek stanowi udogodnienie dla programisty, niestety nie moze byc
bezposrednio wprowadzony do komputera. Patrzac na rysunek piszemy program
w jezyku komputera, którego uzywamy do pracy. Popatrzmy (obok) jak wyglada
program, realizujacy powyzszy schemat w jezyku ASSK-4.
Ten tekst jest dla nas niezrozumialy, ale zrozumialy dla polskiego minikomputera
K-202 i tylko dla niego, jest to bowiem tzw. jezyk wewnetrzny tego urzadzenia.
Gdybysmy mieli do dyspozycji inna maszyne, musielibysmy nauczyc sie jej
wewnetrznego jezyka. Jezyki wewnetrzne - to jakby jezyki narodowe
komputerów.
Pisanie w ten sposób programów jest bardzo uciazliwe i nuzace.
Aby ulatwic prace programistów opracowano jezyki zewnetrzne albo autokody,
tzw. jezyki wyzszego rzedu. Jezyki te sa niezalezne od typu komputera, aby jednak
efektywnie zrealizowac program zapisany w jezyku wyzszego rzedu, komputer musi
najpierw przetlumaczyc ten program na swój jezyk wewnetrzny, a nastepnie
dopiero wykonac obliczenia.
Przykladem jezyka wyzszego rzedu moze byc miedzynarodowy, uniwersalny jezyk
algorytmiczny ALGOL 60 (zainteresowanych odsylam do ksiazki R. Zubera
"Metody numeryczne i programowanie"). Przytoczony obok program przepiszemy
w jezyku ALGOL 60.

1.

1.

dodmae: maero

jpt., 7.n: •m: •a: .•b: .•c: •i: ...j: •r: •lot, 1,1.st, 1 (11.pow: lot, 1,1.st., 1 (j).pow 1: lo., 1(i).su, 1(1).ex (m) mplw.od., 1(j).su, 1(1).ex (3) mplw.st, 1 (r).mod
(r) ._

log, 1 (b..).mod
(r).

addf (c).m·od
(r 1._

stg, 1(a).lo,

1( j l.
adt, 1,1.

7



ilrl

II

\~I)I

~it"'~" __

Rys. Z. lujka

Rysie, króliki, wojownicze koty,
czyli o modelowaniu matematycznym procesów niefizycznych

Dr hab. Ewa SKRZYPCZAK

--
Rozwiazanie zadania M69.

Nalezy zastosowac twierdzenie: kat miedzy
styczna a cieciwa jest równy katowi
wpisanemu opartemu na luku zamknietym
ta cieciwa.

A

M~
C L B

Wowczas (patrz rysunek) <;'OAK= <l:OBL
i trójkaty prostokatne OAK i OBL sa
podobne. Stad

AO UK
1iO=0i:'

Analogicznie (trójkaty OAM i OBK)
otrzymujemy

Fizycy czesto posluguja sie równaniami matematycznymi, przy pomocy których zapisuja tresc
praw fizycznych lub - skromniej - charakterystyki badanego procesu. Jezeli interesuje nas
dynamika, przebieg jakiegos procesu, to zapis matematyczny ma zazwyczaj postac równania
rózniczkowego lub ukladu takich równan. Rozwiazaniem konkretnego zagadnienia jest wówczas
wyznaczenie zaleznosci czasowych dla zmiennych wystepujacych w równaniach.
Rozwiazania ukladu równan moze sie podjac oczywiscie matematyk, ale sformulowanie rówilaD,
oparte o pewne znane lub zalozone zwiazki charakteryzujace dane zjawisko, oraz analiza
fizycznego sensu rozwiazania stanowia, z natury rzeczy, pole dzialania fizyka.
Przy opisie zachodzacych w przyrodzie realnych procesów stosujemy z reguly pewne
upraszczajace zalozenia, idealizacje, która stanowi warunek efektywnego sformulowania równan
i ich rozwiazania. Ocena dopuSzczalnosci stosowanych uproszczen jest istotnym elementem
pracy nad danym problemem. Ambitny program "maksymalistyczny", polegajacy na próbie
uwzglednienia wszystkich mozliwych efektów w badanych procesach, prowadzi nieuchronnie
do ukladów równan trudnych lub zgola niemozliwych do rozwiazania. Dlatego znajomosc
i ocena wzglednej roli (hierarchii) poszczególnych efektów jest podstawowym warunkiem
skutecznej analizy problemu. Te podstawowa czesc zagadnienia bierze "na swoja
odpowiedzialnosc" specjalista z danej dziedziny, w szczególnosci fizyk.
Fizycy przyzwyczaili sie do takich zagadnien, z którymi przeciez stykaja sie na codzien w swojej
pracy. Prosty problem ruchu oscylatora harmonicznego, reprezentowanego np. przez ruch kulki
zawieszonej na sprezynie,jest klasycznym przykladem takiego podejscia.
Prosty, przejrzysty zapis równania ruchu, oparty na prawie Hooke'a, jest wynikiem swiadomego
pomijania wielu efektów, np. tarcia, oporu osrodka, zjawisk elektromagnetycznych (ruch
przewodnika w polu magnetycznym Ziemi) itp.
Wobec takich nawyków i wprawy, jaka nabyli fizycy, nie powinien dziwic i naturalny Wydaje sie
fakt, ze np. w badaniu ukladów biologicznych czy socjologicznych z zawodowymi specjalistami
w tych dziedzinach czestp wspólpracuja fizycy. Dzieje sie tak w szczególnosci w obszernej
i intensywnie rozwijajacej sie dziedzinie matematycznego modelowania procesów.
Podamy ponizej dwa przyklady z dziedziny ekologii celem zilustrowania procedury
konstruowania modelu i jego analizy.

). Pierwszy przyklad - to klasyczne zagadnienie "ofiary i drapieznika", przy czym "ofiara" x
(np. trawozerny królik albo zywiaca sie planktonem ryba czy czerpiaca soki z ziemi roslina)
ma pod dostatkiem pozywienia. Gdyby nie istnialy "drapiezniki" y (np. miesozerny rys, zywiacy
sie mniejszymi rybami szczupak czy niszczace rosliny owady), wówczas gatunek x rozwijalby sie
pomyslnie i nieograniczenie. Kazde jednak spotkanie z przedstawicielem gatunku y prowadzi
do zguby "ofiary" x. Gdyby nie istnialy ;,ofiary" x, to gatunek y musialby wymrzec z braku
pozywienia, i tylko spotkania z przedstawicielami gatunku x moga stanowic podstawe rozwoju
gatunku y, czerpiacego z tych spotkan pokarm.
Zadaniem naszym jest sformulowanie i analiza modelu matematycznego omawianych procesów.
Jezeli decydujemy sie na pominiecie wplywów zewnetrznych (istnienie i rola innych gatunków,
wplyw czynników atmosferycznych na ilosc zapasów pozywienia gatunku x, migracje gatunków
x i y (z - i na rozwazany teren), to zmiany liczebnosci x i y w czasie przedstawiaja równania:

AO OM
BO = OK' (la)

tlx
Iii = ax-rxxy,

i lacznie

OK OM
OL = OK

(lb) dy = -by+pxy;dt

a,b,cx,p> O.
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Rys. 1

y Pierwsze czlony po prawej stronie reprezentuja "przyrost naturalny" - dominacje narodzin
nad smiertelnoscia; w przypadku "drapieznika" gatunek ten, pozostawiony sam sobie, wyginie
z braku pozywienia - stad minus przy wspólczynniku b. Drugie czlony odpowiadaja skutkom
spotkan "drapiezników" i "ofiar", zgubnych dla "ofiary" (minus przy a.!) i korzystnych dla
"drapiezników" (plus przy P!).

Jakosciowa teoria równan rózniczkowych pozwala na podanie opisu ogólnych charakterystyk
dynamiki ukladu w oparciu o zwiazki (1), bez koniecznosci analitycznego rozwiazywania ukladu
(1). Nie wchodzac w szczególy takiego rozumowania zauwazmy tylko, ze wygodnie jest rozwazac
nasz problem na tzw. plaszczyznie fazowej (xy), gdzie kazdemu punktowi o wspólrzednych x i y
odpowiada okreslony stan ukladu, stan, w którym liczebnosci "ofiar" i "drapiezników" wynosza
odpowiednio x i y. Na plaszczyznie fazowej w rozwazanym przez nas zagadnieniu istnieja dwa
punkty osobliwe, w których dx/dt = O = dy/dt: (A) x = O, Y = O i (B) x = b/P, y = a/a..
Punkt (A) nie jest interesujacy (obydwa przedmioty naszego zainteresowania znikaja!), natomiast
punkt (B)jest punktem stacjonarnym, zwanym srodkiem. Widzimy ponadto, ze proste: x = b/P

(y dowolne, ale rózne od a/a.) i y = a/a. (x rózne od b/fJ) sa miejscem geometrycznym stanów,
w których zmienia sie tylko liczebnosc x i y - odpowiednio. Trajektoriami ukladu dynamicznego
o takich wlasciwosciach sa krzywe zamkniete, otaczajace punkt osobliwy, przypominajace swym
ksztaltem w poblizu punktu osobliwego elipsy, a coraz to bardziej zdeformowane w miare
oddalania sie od tego punktu. Takie zamkniete trajektorie, zwane cyklami, stanowia graficzny
obraz zachowania sie ukladu (w naszym przypadku - zmiennych x i y) w czasie. Latwo zauwazyc
(rys. 1), ze przy ustalonych wspólczynnikach a, b, a., P liczebnosci kazdego z gatunków ulegaja
periodycznym zmianom, przy czym ekstrema dla x i y sa wzgledem siebie przesuniete w fazie.

Ciekawym potwierdzeniem tego wniosku sa dane pochodzace od traperów kanadyjskich,
dostarczajacych skórki królików i rysi do punktów skupu (rys. 2).
Analiza naszego ukladu, przedstawionego na plaszczyznie fazowej, pozwala na otrzymanie
innych, napozór paradoksalnych wniosków. Okazuje sie, ze w celu zwiekszenia liczebnosci
królików (przynajmniej w pewnych momentach czasu) mozna albo odstrzeliwac rysie, albo je ...
importowac z innych terenów (!), przy czym dzialalnosc pierwsza nalezy przeprowadzac w fazie
(1) - na "dole" trajektorii, zas dzialalnosc druga w fazie (2) - na "górze" trajektorii. Mozemy
tez - co na pierwszy rzut oka jest zupelnie nieoczekiwane - odstrzelic pewpa liczbe królików,
ale wówczas musimy to przeprowadzic koniecznie w fazie (3) - w lewym krancu trajektorii.
Kazda z wymienionych procedur prowadzi do przejscia ukladu na trajektorie dalsza od punktu
srodkowego, co z kolei daje wieksza amplitude zmian liczebnosci królików.

II. Omówimy teraz krótko zagadnienie dwóch gatunków wzajemnie antagonistycznych, tj. takich,
ze spotkanie przedstawicieli tych gatunków prowadzi do ich obopólnej zguby. Wyobrazmy sobie
np. dwa gatunki kotów o róznej barwie siersci, ale poza tym identycznych, przy czym tak
wojowniczych, ze gdy tylko przedstawiciele jednego i drugiego gatunku spotkaja sie, walcza
ze soba tak zajadle, iz obydwaj gina. Zakladamy ponadto, ze obydwa gatunki maja pod
dostatkiem pozywienia, o które nie musza walczyc.
Model matematyczny dla naszego problemu ma postac:

króliki

rysie

L- __ •__ • •__ ._~)
1845 1865 1885 1905 1925 czas

Rys. 2

(13)
dx

.(fi = ax-a.xy,

(2b)
dy
(fi = ay-a.xy.

y

Rys. J

Proponujemy Czytelnikowi podjecie próby samodzielnej analizy modelu i wykreslenie trajektorii
dla rozwazanego ukladu na plaszczyzriie fazowej xy oraz sprawdzenie, czy przebieg ich jest
jakosciowo zgodny z przedstawionym schematycznie na rys. 3. Zauwazmy, ze po dostatecznie
dlugim czasie wszystkie trajektorie oddalaja sie od poczatku ukladu wspólrzednych, przy czym
opisywany uklad dazy do jednego z dwóch stanów stacjonarnych trwalych: x -+ 00, y -+ O,

lub x -+ O, y -+ 00, czyli z biegiem czasu jeden gatunek musi nieuchronnie wyginac, a drugi
rozwija swa liczebnosc nieograniczenie. Innymi slowami niemozliwe jest na dlUzsza mete
wspólistnienie takich antagonistycznych gatunków!

Zauwazmy dalej, ze symetryczny stan x = a/a. = y jest nietrwaly - najmniejsza fluktuacja,
dajaca przewage jednemu ·z gatunków determinuje dalszy bieg wypadków i stopniowe dazenie
do odpowiedniego stanu trwalego (zanik jednego z gatunków i rozrost drugiego).
Ciekawe i warte podkreslenia jest powiazanie miedzy przypadkowym charakterem poczatkowej
fluktuacji a deterministycznym charakterem dalszego przebiegu trajektorii.
Opisany tu model, poza zartobliwym i niezbyt realnym przykladem z sytymi, ale wojowniczymi
kotami, pozwala na analize i opis pewnych zjawisk, zwiazanych z ewolucja biologiczna,
a mianowicie uniwersalnoscia kodu genetycznego, czy z problemem asymetrii optycznej,
obserwowanej w optycznie czynnych czasteczkach wchodzacych w sklad zywych organizmów.
We wspólczesnej biofizyce teoretycznej rozwazane sa liczne modele matematyczne, przy czym
udzial takiego "fizycznego sposobu myslenia" (w konstruowaniu modelu i jego analizie) ma
zasadnic,ze znaczenie.
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Metody Monte Carlo (III) Dr Ryszard ZIELINSKI

TROCHE TEORII [ciag dalszy]

CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE, podobnie jak prawo wielkich liczb, podamy
równiez bez dowodu. Dow6d mozna znalezc w licznych podrecznikach rachunku
prawdopodobienstwa, ostrzegamy jednak, ze nie sa to dowody bardzo latwe.
Niech Xl , X2, ... , X., ... bedzie ciagiem zmiennych losowych niezaleznych, majacych jednakowy

rozklad, skonczona wartosc oczekiwana EX. = '" oraz rózna od zera wariancje D2X. = rP.
Wtedy

(1)
Iim P

n .•• 00

. n l
I

1 Xl-P

\In .2; .J- ~ X ~ "(xl,

i= 1 t' n ..•(J

gdzie e(x) jest funkcja okreslona wzorem

x 1

e(x) = V ~f e - '2 t' dt.
o

8ex)

0,9
0,95
0,99
0,999

x l

, •.. 1

2,5758 I
3.2905 l

I

L I I

__x_I_~~1
~,5 I ~,3829 I1,0 0,6827'

1,5 I 0,86642,0 0,9545

2,5 I 0,9876
3,0 0,9973

Kilka wartosci e(x) podajemy w tabelce obok.

Pokazemy, jak korzysta sie z tych twierdzen, na przykladzie rozwazanego poprzednio zadania
Buffona. Przypomnijmy, ze w zadaniu Buffona szacowalismy liczbe n rzucajac igle na
odpowiednio poliniowany st6l. Jezeli igla miala dlugosc l, odleglosc miedzy liniami byla równa
L i prawdopodobienstwo, ze rzucona na st6l igla przetnie któras z linii, bylo p, to n = U/pL
i zadanie sprowadzalo sie do szacowania prawdopodobienstwa p za pomoca czestosci
odpowiedniego zdarzenia w ciagu rzutów. Rozwazmy zmienne losowe X., n = 1,2, ... ,
zdefiniowane w nastepujacy sposób:

{l, gdy w n-tym rzucie igla przetnie jedna z linii narysowanych na stole,
X. = .

O w przeciwnym przypadku.

Mamy oczywiscie EX. = p, D2Xn = P(l-p), gdzie p = 2//rrL, wiec wszystkie zalozenia

(2)

-
Rozwiazanie zadania M68.

Mozna to zrobic jak na rysunku
Linie ciecia przechodza przez srodki boków
danego kwadratu, zas ich nachylenie jest
dowolne - mozna otrzymac 2 kwadraty
o dowolnie zadanym stosunku boków.

tQj

n

centralnego twierdzenia granicznego sa spelnione. Oszacowaniem p jest liczba P. = ~- .1; Xi •i = 1

Zajmiemy sie dokladnoscia tego oszacowania, czyli wielkoscia lp.-pl. Zauwazmy przede
wszystkim, ze poniewaz P. jest zmienna losowa, to równiez !P.- pl jest zmienna losowa i wobec
tego opinia na temat dokladnosci rozwiazania bedzie miala postac:

"z prawdopodobienstwem 1-Ci. róznica lp.-pl nie przekracza liczby 1:",

gdzie Ci. i e sa odpowiednimi, zwykle malymi liczbami dodatnimi; malymi, gdyz chodzi o to,
aby z duzym prawdopodobienstwem blad rozwiazania byl maly.

Przypuscmy, ze wykonalismy n = 1000 rzutów igla Buffona o dlugosci l = 1 na stól, na którym
odlegloscia miedzy liniami jest L = 2. Przyjmijmy, ze 1- Ci. = 0,99 i obliczmy E. Na mocy
centralnego twierdzenia granicznego dla duzych n mamy w przyblizeniu

{ lp.-pl _ }p ./----yn ~ x :::::e(x).t' p(l-p)
Dla e(x) = 1- Ci. = 0,99 odczytujemy w tabelce wartosc x = 2,5758 i otrzymujemy

;---- x VU-( --27)e =xl p(l-p)/Il = .r - 1- - ..,n nL nL
Podstawiajac podane wyzej wartosci otrzymujemy

e = 0,038.
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(3) p{l+ 2:X,-Jt/ ~ xV D;;'} ~ e (x).i ~ l
Widac, ze dokladnosc oszacowania zalezy tylko od liczby 11 eksperymentów i od wariancji D2X,

zmiennych losowych X,. Zeby wiec wyznaczyc te dokladnosc musimy znac, a przynajmniej umiec
oszacowac, wariancje D2X,. Zwykle jest to wielkosc nieznana i szacuje sie ja za pomoca tego
samego eksperymentu statystycznego, który sluzy do oszacowania ft. Oznaczymy to oszacowanie

przez S~; wyraza sie ono wzorem

Mozemy sformulowac nastepujacy wniosek: Jezeli rzucimy 1000 razy igla o dlugosci l = 1
na stól Buffona z odleglosciami miedzy liniami L = 2 i oszacujemy prawdopodobienstwo p

k
zdarzenia polegajacego na tym, ze igla przetnie któras z linii za pomoca wielkosci PIOOO = 1000'
gdzie k jest liczba zaobserwowanych przeciec, to z prawdopodobienstwem 0,99 blad !PIOOO-P/ nie
przekroczy liczby 0,038.
Formulujac powyzsze zdanie naJezy miec na uwadze fakt, ze jest ono tylko w przyblizeniu
prawdziwe, gdyz zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym e(x) jest wartoscia granicy
odpowiedniego prawdopodobienstwa we wzorze (1), a nie wartoscia tego prawdopodobienstwa"
dla skonczonych wartosci n, jak w przyblizonym wzorze (2). Okazuje sie jednak, ze juz dla
n rzedu kilkudziesieciu otrzymuje sie przyblizenie praktycznie zadowalajace. Czytelnik zechce sam
przeliczyc, jaki w powyzszym przykladzie otrzymuje sie blad maksymalny oszacowania liczby n.
Spójrzmy jeszcze raz na (1) i przepiszmy ten wzór w postaci:

100

1 '\'P100 = 100 L.J X, = 0,2,
i= l

gdzie P100 jest oszacowaniem prawdopodobienstwa zdarzenia, ze pilka upadnie na klomb
(ponownie odsylamy Czytelnika do artykulu o prawdopodobienstwie geometrycznym).
Odpowiedz na pierwsze pytanie jest wiec gotowa: Pole klombu wynosi 0,2' 500 m2 = 100 m2•

Zeby odpowiedziec na drugie pytanie, wykonamy rachunki wedlug wzoru (4). Otrzymamy

S:oo = 0,16 i w konsekwencji, 2S100/ YI00 = 0,08. Mnozac ten wynik przez pole ogródka
otrzymujemy 0,08' 500 m2 = 40 m2•

Odpowiedz: Pole klombu wynosi 100±40 m2•

Czytelnik zechce odpowiedziec na pytanie, ile razy chlopiec powinien rzucac pilke, aby blad
oszacowania nie przekraczal 1 m2•

W nastepnych odcinkach nasze60 artykulu o metodach Monte Carlo zajmiemy sie
powazniejszymi zastosowaniami tych metod.

2 1 ~ 2 (1 ~, )2Sn = li L.J Xi - Il ~ X, .
i=d i= l

(4)

W praktycznych zastosowaniach metod Monte Carlo postepuje sie zwykle w nastepujacy sposób.
Przyjmuje sie, ze 1- rL = 0,9545, uwazajac taki poziom prawdopodobienstwa za wystarczajaco
duzy. Dla e(x) = 0,9545 otrzymuje sie x = 2 (wlasnie ta "okragla" liczba 2 jest powodem
zgody na takie nieco dziwne 1-rL). Ze wzoru (3) odczytujemy wtedy, ze

n

(5) "z prawdopodobienstwem 0,9545 blad oszacowania Jt za pomoca ft. = ~ .2.: X,
i = l

nie przekroczy 2 y D2 X,I n" •

Zastepujac zwykle nieznana wielkosc D2X, jej oszacowaniem za pomoca S; otrzymujemy
ostatecznie sformulowanie:

(6) "z duzym prawdopodobienstwem (mniej wiecej 0,95) blad oszacowania Jt za pomoca Jt.

nie przekracza 2S./ yn".
Zatem wielkosc 2S./ yil charakteryzuje blad oszacowania metoda Monte Carlo. Podkreslamy,
ze tak okreslony blad ószacowania jest wielkoscia losowa i ze nalezy pamietac zawsze o
wszystkich konsekwencjach tego faktu.
Rozpatrzmy na zakonczenie jeszcze jeden przyklad. W telewizyjnej pogadance o metodach
Monte Carlo prof. Kazimierz Urbanik opowiadal o chlopcu, który mierzy pole powierzchni
klombu w ogródku rzucajac na chybil-trafil pilke do tego ogródka. Klomb ma nieregularne
ksztalty, a pole powierzchni ogródkajest znane i wynosi, powiedzmy, 500 m2• Chlopiec rzucil
pilka 100razy, a 20 sposród tych rzutów zakonczylo sie upadkiem pilki na klomb. Jakiejest pole
klombu?\Zjaka dokladnoscia zostalo ono oszacowane?
Niech X, = 1, ·gdy w i-tym rzucie pilka upadnie na klomb, i X, = O w przeciwnym przypadku.
MamywieC
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o metodzie Heaviside'a rozwiazywania liniowych równan
rózniczkowych zwyczajnych ze stalymi wspólczynnikami

Dr Tadeusz IWANlEC

Z pojeciem równania rózniczkowego mieli Czytelnicy okazje zetknac sie w artykule
H. Kolakowskiego (<<Delta». 1974. 10; 1975, 6). Zajmiemy sie pewna specjalna klasa równan
i podamy ciekawa metode ich rozwiazywania. pochodzaca od Heaviside·a.
Liniowym równaniem rózniczkowym zwyczajnym n-tego rzedu ze stalymi wspólczynnikami
nazywamy zaleznosc postaci

(1) u(n)(t)+a._lu<n-1)(/)+ ... +alu(1)(/)+aou(/) = 1(/).
w której ao. al, ...• a.-l sa danymi liczbami,/(/) jest znana funkcja. a u(/) jest funkcja
poszukiwana. (Symbolem u(I:)(/) (k = 1.2... 11)oznaczylismy tutaj kota pochodna funkcji U(/».

W praktyce okazuje sie. ze wygodniej jest rozpatrywac równania. w których wspólczynniki
ao. al'" a.-l sa liczbami zespolonymi. W tej sytuacji znana funkcja/(/) moze równiez
przyjmowac··wartosci zespolone. a funkcje U(/) znajdowac bedziemy w postaci zespolonej.
to znaczy w postaci

u(/) = Ul(1)+ ;u;1(/).

gdzie Ul(1) oraz u;1(/) sa niewiadomymi funk.cjami rzeczywistymi; kota pochodna u(I:)(/) funkcji
zespolonej u(/) rozumiemy jako funkcje dana wzorem

u(I:)(/) = Ul(k)(/)+;U;1(k)(/).

Takie ogólniejsze postawienie problemu jest konieczne. umozliwia ono bowiem stosowanie tej
metody rozwiazywania. która mam zamiar przedstawic. Z drugiej strony. jesli dane równanie jest
rzeczywiste i jesli potrafimy znalezc jego zespolone rozwiazanie u(/) = Ul(1)+ ;u;1(/). to funkcja
Ul (I) jest jego rozwiazaniem rzeczywistym. Istotnie. jesli bowiem

u(n)(/)+a._1U(n-1)(/)+ ... +01u(1)(/)+aou(/) = 1(/),
to

U1(n)(/)+a._l Ul(n-1)(/) + ... +al ul(1)(/)+«OUl (/)+

;[U;1<n)(/)+a._lu;<n-1)(/)+ ... +alu;1(1)(/)+aOu;1(/)] =/(/)+;' O.

Na mocy definicji równosci liczb zespolonych (równe musza byc zarówno ich czesci rzeczywiste.
jak i urojone):

u.l<n)(/)+0._lUl<n-1)(/)+ ... +alul(1)(/)+00U1(/) =1(/)
i dodatkowo otrzymujemy

U;1<n)(/)+0._lU;1<n-1)(/)+ ... +alu;1(1)(/)+aOu2(/) = O.

Oznaczmy symbolem Coo(R) zbiór funkcji zespolonych okreslonych na prostejR

i posiadajacych pochodne wszystkich rzedów. Na Coo(R) okreslamy operator
(przyporzadkowanie)
D: COO(R) -+ coo(R). który kazdej funkcji u e coo (R) przypisuje jej pierwsza pochodna u'.
To znaczy: Du = u' dla kazdej funkcji z tego zbioru. Uzywajac tych oznaczen najprostsze
równanie rózniczkowe

u'(/) =1(/)

zapisujemy w postaci operatorowej
(2) Du =1.
Równanie to zawsze posiada rozwiazanie. które zwykle oznacza sie symbolem

U(/) = ~/(/)dt+C.

gdzie C jest funkcja stala (parametrem). W pewnym sensie operator V(/) dl jest odwróceniem

operatora D. Dlatego wygodniej jest wprowadzic inne oznaczenie:

(D-II) (I) = V(/)dt+ C.

~k\
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W artykule ••O przestrzeniach
metrycznych (III)". wiersze 22-23 od I:óry,
nalezy skreslic ••(albo róznowartosciowa)"
lest to blad nie pochodzacY od Autorki,
która przepraszamy.

Zwrócmy uwage, ze operator D-l odwzorowuje element fE C'" (R) w cala klase funkcji
D-1fc C'" (R), w której kazdt dwie róznia sie o funkcje stala. Tak wiec rozwiazanie równania

(2) sprowadza sie do obliczenia calki. Z tego wzgledu zazwyczaj zamiast mówic "rozwiazac
równanie rózniczkowe" mówimy (i to w przypadku kazdego równania) "scalkowac równanie
rózniczkowe". CzynnoSC caIkowania funkcji (czyli obliczanie D-lf) nazywamy kwadratura.
Rozwiazac lub scalkowac równanie rózniczkowe oznacza wyrazic funkcje u(t) przy pomocy
skonczonej liczby kwadratur znanej funkcjif(t). W celu podania ogólnej metody calkowania
równania (1) spróbujmy rozwiazac równanie postaci

u'(t)- ).u(t) = f(t) ,

gdzie). jest dana liczba zespolona.
Zapisujemy je takze w postaci operatorowej

w W-~u=~
gdzie D - ). jest operatorem dzialajacym nastepujaco:

(D-).)u = Du-).· u.

Czytelnik moze latwo sprawdzic, ze powstaje tu wzór

«D- ).)u) (t) = ei.tD(e-).tu(t»,

wiec równanie (3) zapisuje sie w postaci

ei.tDe-J.tu(t) =f(t).

Stad otrzymujemy postac rozwiazania:

(4) u(t) def (D- ).)-lf(t) = ei.tD-1e-Uf(t).

Podobnie, jak w przypadku równania (2), operator (D- ).)-1 odwzorowuje kazdy element

fE C'" (R) w klase funkcji (D- ).)-lf c C'" (R) i wyraza sie za pomoca jednej kwadratury.
Przejdzmy teraz do mozliwie najbardziej ogólnej sytuacji. Dowolnemu wielomianowi
(). - zmienna zespolona)

p.().) = a.).n+a._l).n-l+ ... +al).+aO

przyporzadkowujemy w sposób wzajemnie jednoznaczny operator rózniczkowy

P.(D) = a.D"+a._lD"-I+ ... +alDl+aoDo,

którego dzialanie na funkcjach u E C'" (R) okresla formula

(P.(D)u) (t) = a.u(n)(t)+a._lu<n-1l(t)+ .. , +alu'(t)+aou(t).

Wielomian p.().), odpowiadajacy operatorowi P.(D), nazywamy symbolem operatora P.(D).

Sume i.iloczyn operatorów rófuiczkowych okreslamy nastepujacymi wzorami:

n n n

.2; a,DI+ .2; b,DI = .2; (a,+b,)DI,
1=0 1=0 1=0

n m n m

(~a,DI) (.2; bJDi) = .2;.2; a,bJDI+i.
1=0 j=O I=Oj=O

Widzimy, ze symbole sumy i iloczynu sa równe odpowiednio sumie i iloczynowi symboli. Mówiac
mniej scisle, skonstruowalismy dzialania na operatorach rózniczkowych podobne
do klasycznych dzialan na wielomianach. Umozliwia to przeniesienie wielu czynnosci
wykonywanych na wielomianach do operatorów rózniczkowych. Latwo jest równiez sprawdzic, ze
iloczyn dwóch operatorów rózniczkowych jest po prostu ich zlozeniem.
W przyjetych oznaczeniach równanie (I) zapisujemy w postaci operatorowej

(5) P.(D)u =f.
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Teraz przez analogie do równania (2) i (3) skonstruujemy wyrazajacy sie przez skonczona liczbe
kwadratur operator p.-1(D), który przypisuje funkcjom IE Cro (R) klase funkcji
p.-1(D)f c Cro (R) bedacych rozwiazaniem równania (S). W tym celu skorzystamy
z podstawowego twierdzenia algebry, które mówi, ze dowolny wielomian
p.O.) = A"+a._lA,,-I+ ... +alA+aO moze byc zapisany w postaci

P.(A) = (A-Al)<ll' (A-A%)<lz ... (A-Am)'m (0(1+0(%+ •• , +Cxm = n), w której Al. A%... Amsa
zespolonymi pierwiastkami wielomianu P.(A), a OCto ••• , OCm sa ich krotnosciami. W tym wlasnie
momencie widzimy, ze dziedzina rzeczywista jest nienaturalna dla naszych badan. Nawet gdy
równanie (1) byloby rzeczywiste, to i tak mogloby sie zdarzyc, ze liczby Ato A%•... Ambylyby
zespolone i zmuszeni byli bysmy rozwazac operatory zespolone. Równanie (S) jest teraz
równowazne nastepujacemu:

(D-Al)Q;I(D-A%)<zz ... (D-Am)<lmu =f.

Korzystajac ze wzoru (4) uzyskujemy wzór wyrazajacy rozwiazanie równania (S) przez calki
funkcji f:

(6) u(t) = (D-Am)-<lm .•. (D-A%)-<lz(D-Al)-<llf(t) =

= eAmtD-<lme-Amt ... eA1tD-ale-Atlf(t) def P.-1(D)f(t).

W ten sposób udowodnilismy istnienie rozwiazania równania (1). Nietrudno zauwazyc, ze ogólne
rozwiazanie, którejest okreslone wzorem (6), zalezy od n parametrów. Kazdy z nich pojawia sie
na skutek niejednoznacznosci operatora D-t, tj. jednej z kwadratur, których w iloczynie
po prawej stronie wzoru (6) mamy dokladnie OCl +oc%+ ••• +ocm = n.
Przytoczone powyzej rozumowanie najlepiej zilustrowac na przykladzie.
Zadanie. Podac wszystkie rozwiazania równania:

(*) u"'(t)-4u"(t)+Su'(t)-2u(t) == l.

--
Rozwiazanie zadania M67.

Na mocy tw. Talesa boki "nowego"
czworokata sa równolegle do przekatnych
wyjsciowego i, odpowiednio, o polowe
krótsze od nich. "Nowy" czworokat, jak
i wyjsciowy, sa wiec równoleglobokami
o katach równych katom miedzy
przekatnymi. Równolegloboki te maja
wspólny srodek. Motna je wiec przez obrót
wzgledem niego (lub byc mote przez
symetrie wzgledem prostej przez ten srodek
przechodzacej) ustawic tak, by mialy boki
i przekatne równolegle odpowiednio. Mamy
zatem (patrz rysunek)
~AOB = ~AOK+ ~KOB = ~BOL+
+ ~OBL = ~ABC ~ ~BOC,
czyli ~AOB = ~BOC = 90°.

A K B

~
D ~

Równolegloboki okazaly sie prostokatami
o prostopadlych przekatnych, a wiec
kwadratami.

Rozwiazanie

Wielomian A3-4A%+SA-2 rozkladamy na czynniki

l3_4J.2+ SJ.- 2 = (J.- 2) (J.-1)%.

Nastepnie równanie zapisujemy w równowaznej formie operatorowej

(D-2) (D-l)%u == l.
Rozwiazanie otrzymujemy z formuly (6):

u(t) = elD-%e-'e21D-le-2t = e1D:-%et( - +e-2t+c)=etD-ID-l (- '~ e-t+cet) =

=etD-l(~ e-t+cet+B)=et(- ~e-t+cet+Bt+D)= - ~ +Ce2t+(Bt+D)et.

Oczywiscie, jezeli dane jest jedno rozwiazanie równania (1), powiedzmy Uo E p.-1(D)f, to kazde
inne rozwiazanie rózni sie od Uo o rozwiazanie równania jednorodnego (z prawa strona równa
zero), to znaczy o pewien element z klasy P.-1(D) (O).
Klase funkcji P.-1(D) (O) mozna latwo opisac. Czytelnicy znajacy elementy rachunku calkowego
moga udowodnic - uzywajac kilkakrotnie wzoru na calkowanie przez czesci - ze elementy klasy
p.-1(D)(O) sa po prostu funkcjami postaci

w<ll(t)e<llt+waz(t)eazt + ... +Wam(t)e<l"",

gdzie W<ll' •••• Wamsa dowolnymi wielomianami stopni mniejszych odpowiednio od OCto oc%, ••• ocm•

Na przykladzie zadania l widzimy, ze funkcja uo(t) == - ~jest szczególnym rozwiazaniem2

równania (*). Natomiast pozostala czesc rozwiazania, to znaczy funkcja

Ce2t + (BH D) et,

jest rozwiazaniem równania jednorodnego. Wynik ten zgadza sie z wypowiedzianym powyzej
twierdzeniem.

Dla zapewnienia jednoznacznosci rozwiazania nalezy podac oprócz równania (1) dodatkowe
warunki na u(t). Przykladem warunków, które zapewniajajednoznacznosc,ajednoczesnie
istnienie rozwiazania, sa tzw. warunki poczatkowe Cauchyego.
Problem Cauchyego. Znalezc funkcje u(t) spelniajaca równanie (1) oraz nastepujace warunki

poczatkowe:

u(O) = Po, 11(0) = Pto ••• , U(,,-1)(0) = P.-l·

Przez odpowiedni dobór parametrów wystepujacych w ogólnym rozwiazaniu równania (1)
mozemy zawsze takie warunki spelnic, rozwiazujac n-równan z n-niewiadomymi.
Dla przykladu: Rozwiazaniem równania (*) spelniajacym warunki u(O) = l, u'(O) = 3,11'(0) = S

.iest funkcja

u(t) = - _~+(Hl)et+ !_e2t•2 2
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Pamietasz, skad sie u was wzialem? Kupiliscie mnie
w GSie, w czasie wakacji. Przyjechaliscie na nowe miejsce,
musieliscie sie urzadzic. W sklepie byly kosy, gwozdzie,
mydlo i nawet pralki. Ale kubki - tylko aluminiowe.
Nikt mnie nie lubil, bo przy piciu herbaty zawsze sobie usta
parzyliscie. Nazwaliscie mnie parzygeba i tak juz zostalo.
Bo ja sie rzeczywiscie do picia goracych rzeczy nie nadaje.
A wszystko przez elektrony. Nie wiesz? I czajnik i butelka
juz ci tlumaczyli, ze kazdy przedmiot na swiecie sklada sie
z atomów. Ale atomy tez skladaja sie z jeszcze mniejszych
kawalków. Kazdy ma w srodku ciezkie jadro. Ono jest
okropnie male, srednice ma 100000 razy mniejsza od
srednicy atomu! Wokól tego jadra znajduja sie elektrony.
Tak samo male, ale znacznie lzejsze. W atomie metalu
wiekszosc elektronów bardzo mocno trzyma sie swojego
jadra i trudno je oderwac. Ale kilka, zwykle jeden lub dwa,
trzymaja sie slabo. W normalnYJl1metalu, a wiec
i w aluminiowym kubku, sa one zupelnie oderwane
i biegaja jak glupie po calej objetosci. Kiedy jest zimno,
biegaja troche wolniej. A kiedy jedna strone podgrzac,
w tym miejscu bardziej sie rozpedzaja. Te szybkie
uciekaja w strone zimniejsza, ale inne ich tam nie chca
wpuscic. Wiec zaczynaja sie stukac i przepychac, az
w koncu wszystkie juz biegaja szybciej, chociaz grzeje sie
tylko jedno miejsce. To sie nazywa przewodnictwo cieplne.
Metale, które maja duzo swobodnych elektronów, maja
duze przewodnictwo cieplne. I ja tez mam, wiec kiedy
nalac do mnie herbaty, caly strasznie sie nagrzewam
i parze kazdego, kto mnie dotknie. Szklanka czy kubek
porcelanowy nie maja takich elektronów swobodnych, wiec
przewodza cieplo znacznie slabiej.
Z tych elektronów swobodnych jest jeszcze inny pozytek.
Atomy z oderwanymi elektronami - fizycy mówia na nie
"jony" - plywaja sobie jak w morzu pomiedzy szybko
biegajacymi elektronami. A jezeli metal scisnac, albo
mocno uderzyc, wtedy przesuwaja sie w wygodniejsze
miejsce i ukladaja w inny sposób. Elektrony i tak do nich
przybiegna. Mówia o nas, metalach, ze jestesmy kowalne.
Ani szklo, ani sól nie sa kowalne, bo nie maja swobodnych
elektronów. Kiedy je mocniej stuknac, rozpadaja sie na
kawalki. Dlatego z metali mozna robic czesci maszyn, bo
nie ma obawy, ze sie pokrusza.
Stoje tu u was w kredensie i nie narzekam. Dobre mam
zycie, spokojne. Czasem ktos we mnie jajko ugotuje. Jak
duzo gosci przyjdzie, to nawet uzywacie mnie do picia.
Ale czasem zal - moze lepiej byloby byc gdzies w skrzydle
samolotu. To by sie dopiero swiata zobaczylo!

Opowiadanie kubka-parzygeby

mala delta

Schematycznie przedstawiony staly metal. Jony
ustawione sa w regularna strukture przestrzenna,
pomiedzy nimi biegaja szybko oderwane elektrony.
Im temperatura jest wyzsza, tym ruch elektronów
szybszy.

Schematycznie przedstawiona budowa atomu metalu.
Atom sklada sie z jadra i przebywajacych w jego
otoczeniu elektronów. Blizsze elektrony zwiazane sa •
silnie, nie warto wiec sie nimi zajmowac, dlatego
nizej jadro razem z tymi elektronami narysowalismy
w postaci jednej kulki (jonu). Najdalsze elektrony
zwiazane sa slabo, to one odrywaja sie i w stalym
metalu biegaja po calej objetosci.
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Jakim dniem tygodnia bedzie 1 stycznia 2000 roku?

RQk 2000, Qd którego, dzieli nas juz niecale 25 lat, ciekawi i PQbudza wYQbraznie tak dalece, ze chcielibysmy wiedziec
Q nim jak najwiecej. Na przyklad, jakim dniem tygodnia rQzPQcznie sie rok dwutysieczny?
PrQPonuje na dzisiaj rozwiazanie tej kalendarzQwej zagadki. Niech sie jednak Czytelnicy nie Qbawiaja - nie bedziemy
przeliczac pracQwicie dzien po dniu blisko 9 tysiecy dni, jakie nas jeszcze dziela Qd daty 1 stycznia 2000 rQku.
Skorzystamy natomiast z PQmQcy matematyki, zeby rozwiazanie naszej zagadki jak najbardziej uprQscic.
Na poczatek siegnijmy do zadan latwiejszych. po, ich rQzwiazaniu bedziemy wiedzieli, jak uPQrac sie z naszym
Qbliczeniem.
Dzisiaj jest piatek. Jaki dzien tygQdnia wypadnie za 1000 dni?
Kolejne piatki wypadac beda za,7, 14, 21, 28, 35 itd. dni. PQszukajmy takiej liczby mQzliwie bliskiej 1000, która jest
calkQwita wielQkrQtnQscia siedmiu. Najlatwiej odszukac ja wykQnujac dzielenie z reszta:

142r6

1000:7
7

= 30
28

= 20
14

-= 6

tt
~'~lll"

~~~~
"')~'t_/,

Od kolejnego, piatku do, dnia tysiecznego, uplynie 6 dni, a wiec dzien tysieczny bedzie czwartkiem.
Dzisiaj jest piatek. Jaki dzien tygQdnia wypadnie za 15 miesiecy?
(9 sposród tych miesiecy bedzie liczylo, 31 dni, 5 miesiecy 30 dni i jeden miesiac 29 dni).
Nasze 15 miesiecy bedzie liczylo, 9·31+5·30+29 dni. Trzeba znalezc reszte z dzielenia liczby 9·31+5·30+29
przez 7. Znajdziemy ja nie wykQnujac wcale dlugich Qbliczen. Wystarczy Qbliczyc reszty z dzielenia przez 7 liczb:
9,31,30 i 29. Reszty te sa równe Qdpowiednio: 2, 3, 2 i 1. (Sprawdzcie ). A teraz bardzo proste rachunki (zamiast
liczb pQdstawiamy reszty z dzielenia tych liczb przez 7):

2·3+5·2+1.

WykQnujemy dzialania:
6+10+1 = 17.

Reszta z dzielenia 17 przez 7 równa jest 3.
Trzecim dniem po, piatku jest PQniedzialek, to, znaczy, ze za 15 miesiecy od dzisiaj wypadnie PQniedzialek.
Zapytacie z pewnQscia, jak uzasadnic te metode. •
PQpatrzcie na nastepujace Qbliczenia:

(A, B, C sa pewnymi liczbami calkQwitymi, niewazne jakimi).

9·31 =(7+2)'31 =7,31+2,31.

Pierwszy skladnik Qtrzymanej sumy dzieli sie przez 7. WQbec tego, interesuje nas tylko, drugi skladnik: 2·31.

2·31 = 2 '(28+3) = 2·28+2' 3.

I znów pierwszy skladnik otrzymanej sumy dzieli sie przez 7 (bo 28 to, 4· 7). A wiec wazny jest tylko drugi skladnik:
2·3, czyli 6.
Jest to, wlasnie reszta z dzielenia 9 . 31 przez 7. Otrzymalismy ja wydzielajac i Qdrzucajac z naszego, ilQczynu
wielokrotnQsc liczby 7: 7 . 31 Qraz 2· 28. -_
Zapamietajmy, ze obliczenie reszty z dzielenia ilQczynu 9 . 31 przez 7 (a takze innych ilQczynów) mozna sobie
uprQscic zastepujac iloczyn "duzych" liczb 9 i 31 przez iloczyn QdpQwiednich reszt. Tak wiec zamiast 9 . 31 bierzemy
do, Qbliczen 2 . 3.

A jak Qbliczyc reszte z dzielenia liczby
9 . 31 + 5 . 30 + 29 przez 7?

Reszte dla liczby 9·31 juz znamy: Lest nia 6.
Reszta dla liczby 5 . 30 jest 3. (Sprawdzcie l).
Reszta dla liczby 29 jest 1.
Mozemy to zapisac tak:

9·31 = 7·A+6,
5·30 =7·B+3,

29 = 7· C+l.

Wobec tego,: 9·31+5·30+29 = 7· A+6+7· B+3+7· C+1.
Pierwszy, trzeci i piaty skladnik tej sumy dziela sie przez 7. W Qbec tego, interesuja nas tylko skladniki: drugi,
czwarty i szósty:

6+3+1 = 10.
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Jl):
Reszta z dzielenia 10 przez 7 jest 3. I to jest wlasnie szukana reszta z dzielenia przez 7 liczby 9 . 31+ 5 . 30 + 29.
Teraz mozemy sie juz zabrac za nasza kalendarzowa zagadke. Zaczac trzeba od sporzadzenia bilansu dni, jakie nas
dziela od daty 1 I 2000.
Liczyc mozemy od dowolnej, znanej daty, na przyklad od soboty 1 listopada 1975 roku.

A oto nasz bilans

Okres
I

Jednostki

I
Dnikalendarzowe

Od 1 listopada 1975

30 dni listopada30+31
do 1 stycznia 1976

oraz 31 dni grudnia

Od 1 stycznia 1976

pelne 24 lata, w tym
do 1 slycznia 2000

6 lat przestepnych
(beda to lata:

24·365+6
1976, 1980, 1984, 1988, 1992, 1996._--~

Od soboty 1 listopada 1975 roku do 1 stycznia 2000 roku uplynie lacznie dni:
30+31+24· 365+6.

Zastepujemy "duze" liczby odpowiednimi resztami.
(Zauwazmy, ze liczby 350, 357, 364 dziela sie przez 7.
Wobec tego reszta z dzielenia 365 przez 7 jest równa 1.
Reszty z dzielenia przez 7 liczb 30, 31 i 24 sa odpowiednio rówm: 2, 3 i 3):

2+3+3 ·1+6.
Obliczamy:

2+3+3+6 = 14.
14 dzieli sie przez 7 bez reszty. A wiec 1 stycznia 2000 roku bedzie tym samym dniem tygodnia, co dzien 1 listopada
1975 roku. Rok 2000 rozpocznie sie zatem w sobote.
Na zakonczenie proponuje Czytelnikom samodzielne rozwiazanie takiego zadania:
Wyprawa arktyczna przenosi sie z jednej bazy do drugiej. Polaczenie zapewnia samolot. Rejs samolotu z przelotem
w obie strony, przerwa na zaladunek i rozladunek, tankowanie paliwa i zmiane zalogi trwa 27 godzin. Cala
przeprowadzka wymaga 7 takich rejsów. Akcja rozpoczela sie o godzinie 13 zaladunkiem samolotu. O której godzinie
zakonczy sie ona powrotem samolotu do macierzystej bazy po ostatnim rejsie?

(Zob. równiez art. M. Brynskiego Szesc zadan -jedno rozwiazanie, «Delta», 1974, l).

MIKROKONKURS

Czy cien moze byc ciekawy?
Czy przygladasz sie swemu cieniowi? Sadze, ze raczej rzadko. Wtedy, gdy naprawde nie ma nic do roboty i nudzac sie
usilujesz czyms zabic czas. Spróbuj jednak spojrzec na cien czy to swój, czy to przedmiotów jeszcze raz, moze dojrzysz
cos ciekawego. Pominmy nawet sprawe ksztaltu. Cienie przedmiotów odpowiednio oswietlonych przybieraja niekiedy
tak niezwykle formy, ze mozna sie dopatrzec w nich podobienstwa do dowolnych nawet bajkowych postaci. Popatrzmy
jednak na cien okiem fizyka. Oto dwa z wielu mozliwych pytan, na które mozecie spróbowac znalezc odpowiedz.
Czy do obszaru cienia docieraja promienie swietlne i jezeli tak to skad? Innymi slowy czy w obszarze cienia jest
calkiem ciemno i od czego to zalezy?
Jezeli nie wiesz jak na to pytanie odpowiedziec spojrzyj na ostatnia strone okladki. Na górnym zdjeciu widac cienie
rzucane przez pojazd kosmiczny Apollo 11 i kosmonaute Armstronga podczas pierwszego kroku na Ksiezycu.
Przypominamy, ze Ksiezyc pozbawiony jest atmosfery. Zdjecie ponizej pokazuje cienie rzucane przez drzewa w lesie
w zwykly sloneczny zimowy dzien. Obejrzyj uwaznie oba zdjecia i przeczytaj Mala Delte z numeru lipcowego 
zrozumiesz wtedy dlaczego na Ziemi w cieniu jest wzglednie jasno a na Ksiezycu w cieniu panuje calkowity mrok.
Drugie pytanie jest trudniejsze. Wymaga zbadania doswiadczalnie cienia w zaleznosci od odleglosci przedmiotu
od ekranu. Proponujemy wykonanie badan w swietle slonecznym (wiazka promieni jest równolegla) cienia jaki rzucaja
rózne przedmioty (olówek, igla itp.) na ekran, którego odleglosc od przedmiotu bedziecie zmieniac. Zanotujcie swoje
spostrzezenia, ulózcie pytania co jest w tych zjawiskach dla was niezrozumialego i przyslijcie wraz z odpowiedzia
na pierwsze pytanie na adres Redakcji do dnia 31 grudnia 1975. Wsród autorów najciekawszych wypowiedzi
rozlosujemy nagrody ksiazkowe.

Mala Delte opracowali: Jerzy Ginter, Tomasz Ho/mokl, Przemyslaw Nowicki iDaria Zieminska.

17


