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Z kompasem i mlotkiem na Spitsbergenie

Dr Maria Bogna JELENSKA

Spitsbergen - glówna wyspa archipelagu Swalbard - zawsze kojarzyla mi sie
z surowa przyroda Arktyki, bialymi przestrzeniami pól snieznych i blekitem
lodowców. Przywodzila na mysl wielka przygode. Tymczasem, kiedy w koncu
wyjechalam na Spitsbergen jako jedna z uczestników Polskiej Wyprawy Polarnej
w lecie 1975 r., cel mojego wyjazdu byl zupelnie konkretny. Mialam pobrac próby
skal do badan paleomagnetycznych (O wlasnosciach magnetycznych skal i
badaniach paleomagnetycznych pisalismy w "Delcie" nr 2/1976). Dlaczego
wybralam do moich badan rejon Spitsbergenu zamiast ograniczyc sie do obszaru
Polski?

W ciagu ostatnich lat odzyla koncepcja kontynentalnego dryftu Wegenera
w zwiazku z teoria rozszerzania sie dna oceanicznego. Wedlug tej teorii dno
oceanów rozszerza sie wzdluz grzbietów oceanicznych, powodujac rozsuwanie
sie plyt kontynentalnych. Rozszerzanie sie dna oceanicznego miedzy
Grenlandia a archipelagiem Swalbard spowodowalo powstanie pólnocnego
Atlantyku. Towarzyszyly temu ruchy Grenlandii i Swalbardu, a wiec i Spitsbergenu.
Badania paleomagnetyczne skal ze Spitsbergenu moga dostarczyc dowodów
przemawiajacych za ta teoria. Na podstawie krzywych wedrówki bieguna
paleomagnetycznego wykonanych na Spitsbergenie, w Europie i w Ameryce
Pólnocnej mozna zrekonstruowac polozenie Spitsbergenu w dawnych epokach
geologicznych i przesledzic ewolucje basenu pólnocnego Atlantyku. I dlatego
znalazlam sie na Spitsbergenie.
Nie ominela mnie jednak przygoda. Baza polskich wypraw znajduje sie
w Hornsundzie, w Zatoce Bialych Niedzwiedzi, na poludniowym koncu
Spitsbergenu. Chociaz to poludniowy koniec, jest tu zimniej niz w czesci srodkowej
i czesto prad oceaniczny niesie ze soba kry, które tarasuja wejscie do
Hornsundu. Wlasnie tym razem, kiedy polski statek "Jan Turlejski" wiozacy
XV Polska Wyprawe Polarna zblizyl sie do Spitsbergenu, wielkie pole lodowe
zablokowalo nam wejscie do Hornsundu. Statek stal trzy dni na skraju pola
i czekal az sprzyjajacy wiatr oczysci wode z kry. Niestety, kazdego ranka
ogladalismy ten sam widok. Daleko na horyzoncie biale szczyty gór
otaczajacych nieosiagalny Hornsund, a przed nami iskrzaca sie w sloncu
niebieska przestrzen lodowa. A "Jan Turlejski" musial wracac do kraju. W koncu
wyladowalismy w Barentsburgu, radzieckiej osadzie górniczej, skad po dwóch
tygodniach czekania radziecki statek odwiózl nas do Hornsundu.
Wyladowalismy w polskiej bazie - dlugim pomaranczowym baraku, zbudowanym
w 1957 r. przez jedna z wypraw Miedzynarodowego Roku Geofizycznego,
kierowana przez St. Siedleckiego.
Byl czerwiec, na Spitsbergenie trwal dzien majacy sie skonczyc dopiero w drugiej
polowie sierpnia. Kilka pierwszych dni po przyjezdzie zeszlo nam na
porzadkowaniu bazy, która stala pusta od poprzedniego roku, i innych
czynnosciach gospodarczych, jak zakladanie doplywu wody, znoszenie
zapasów zywnosci, urzadzanie pokoi sypialnych, swietlicy itp.
Po wykonaniu tych najpilniejszych prac kazdy z uczestników wyprawy zabral sie
do swojej roboty. Ornitolog biegal obserwowac ptaki, klimatolodzy ustawiali swoje
przyrzady, gleboznawcy i geolodzy wyruszali w teren. I ja takze przygotowalam
plecak, mlotek i kompas i w towarzystwie jednego z geologów, który mial mi
pomagac w pracy, poszlam zbierac próby.
Na poczatku mialam pracowac na odslonieciu skal wylewnych zwanych
dolorytami, polozonymi w poblizu bazy, po drugiej stronie lodowca Hansa.
O tej porze roku lodowiec byl jeszcze przysypany sniegiem i szczeliny
w srodkowej jego czesci byly niewidoczne.
Postanowilismy przedostac sie na druga strone lodowca przy jego czole, gdzie
szczeliny byly wprawdzie wieksze, ale za to widac je bylo wyraznie. Poczatkowo
przechodzilismy przez boczne moreny, brzydkie usypiska zwiru i kamieni,
przypominajace wielkie haldy. Nastepnie weszlismy na martwy lód, poprzecinany
drobnymi plytkimi szczelinkami, którymi plynela woda, przysypany drobnymi
kamyczkami a miejscami pokryty blotem. Stopniowo szczeliny zaczely sie poglebiaciposzerzac.
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PI
F = T,- T, = P,I-P'/= - T· x,

czyli jest wprost proporcjonalna do
wychylenia deski z polozenia równowagi.

Równanie F = - W1x, adzie (Ol' = PI,I
opisuje ruch harmoniczny z predkoscia
katowa w. Uwzgledniajac warunki
poczatkowe (I = O), ze x = Xo oraz

dx I .dl 1=0 = O otrzymujemy

x = xocoswl, w = V i .

Rozwiazanie zadania F 35.
Gdybysmy umicscili deske tak, aby jej
srodek ciezkosci znajdowal sie akurat
w polowie drogi miedzy rolkami, to nie

wystapilby zaden ruch, poniewaz sily tarcia
pomiedzy poszczególnymi rolkami a deska
bylyby jednakowe, lecz przeciwnie
skierowane. Jednak w przypadku
niesymetryczneao umieszczenia deski nacisk

deski na jedna z rolek bedzie wiekszy.
Wskutek tcao, zgodnie z prawami tarcia,
sila tarcia miedzy deska a ta rolka bedzie
proporcjonalnie wieksza i bedzie
przeciwdzialac zwiekszonemu naciskowi
deski. Jezeli przyjmiemy, ze polozenie
poczatkowe bylo takie, jak na rysunku, to
deska zacznie sie poruszac w lewo. Gdy
deska osiagnie polozenie równowagi, bedzie
juz miala pewna predkosc skierowana
w lewo, wiec bedzie nadal poruszac sie
w tym kierunku, zblizajac sie do drugiej
rolki i zwiekszajac na nia nacisk. Wkrótce
jednak sily tarcia na drugiej rolce
zatrzymaja deske i ruch zacznie sie
w przeciwnym kierunku. Tak wiec deska
bedzie poruszac sie to w prawo, to w lewo.
Latwo opisac dokladnie ruch deski. Niech
odleglosc miedzy osiami rolek wynosi 21,
polozenic srodka ciezkosci deski w danej
chwili oznaczmy przez x (poczatkowe xo).
Wówczas naciski na poszczególne rolki
spelniaja zaleznosc:

P, I+x .
1';= l-x' czyli (P,-P,)/=Px.

Wypadkowa sila dzialajaca na deske
w kierunku poziomym wynosi:

*
N2

2
rxIV'Q

p 1

Przy czole lodowca tworzyly juz system równoleglych spekan, które
rozgalezialy sie lub laczyly ze soba. Musielismy kluczyc w tym labiryncie, szukac
przejsc. W wezszych miejscach przeskakiwalismy na druga strone, czasami most
sniezny byl dostatecznie mocny, zeby mozna bylo ryzykowac przejscie po nim.

Lód z lodowca ma blekitna barwe, miejscami bardzo intensywna. Nigdzie poza
Spitsbergenem nie widzialam lodu o takim zabarwieniu. Totez, o ile w czasie
niepogody lodowiec jest smutny i monotonny, to w sloncu staje sie niezwykle
kolorowy. Po przejsciu strefy szczelin wkroczylismy znów na martwy lód.
I jeszcze tylko skok przez rzeke lodowcowa, która plynela na skraju lodowca
i dostalismy sie w miekkie, muliste bloto, w którym nogi grzezly do kostek. Dwa
poszarpane grzbieciki, cel naszej wyprawy, wydawaly sie juz blisko, minelo jednak
jeszcze pól godziny zanim do nich dotarlismy. Powietrze na Spitsbergenie jest
bardzo przejrzyste i stad niezwykla widocznosc, która myli przy ocenie

. odleglosci. Wydawalo sie, ze góry widziane przed nami sa tuz, tuz, a tymczasem
dzieli je od nas odleglosc 30 km.

Skaly, które mialam przed soba, byly mocno potrzaskane, wiec nie powinno
byc klopotu z pobieraniem prób. Z drugiej strony w przypadku takich skal
istnieje niebezpieczenstwo, ze pobierze sie próbe, która jest zmieniona. Przy
pobieraniu prób do badan paleomagnetycznych zwraca sie uwage na dwie rzeczy:
po pierwsze skaly powinny byc niezmienione chemicznie, po drugie powinny
pozostawac w tym samym polozeniu, w jakim byly w czasie ich powstania. Jezeli
zostaly poruszone to powinnismy móc okreslic (odtworzyc) ich pierwotne
polozenie.

Procesy wietrzenia wywoluja zmiany chemiczne w skalach, powoduja tez
przesuwanie sie jednych partii skaly w stosunku do drugich. Dlatego nalezy
wybierac takie partie skaly, które sa nieporuszone i "swieze".

Znalazlam kawalek skaly, który wydal mi sie mocno zwiazany z calym
kompleksem i dosc latwy do wybicia mlotkiem. Teraz nalezalo próbe
zorientowac w przestrzeni, tzn. okreslic jej azymut i upad (Azymut - kat
pomiedzy kierunkiem pn. a wybranym kierunkiem, upad - kat narhylenia skaly
w stosunku do poziomu), napisac numer próby i numer odsloniecia. Wreszcie
mozna bylo przystapic do wybijania próby. Nie zawsze jest to latwe. Czasami
trzeba na to stracic 30--40minut. Czesto tez w poszukiwaniu skal swiezych
i nieporuszonych trzeba sie wspinac wysoko po piargach lub scianach skalnych.
Pobralam 5 prób, które zostaly zaladowane do plecaka. Jedna próba wazy
przecietnie 5 kg, razem stanowily wiec niemaly ciezar, jak na to, ze trzeba go
bylo niesc na wlasnych plecach. Na dodatek czekalo nas przejscie przez lodowiec
i pokonywanie szczelin, totez wrócilam z tej pierwszej wyprawy porzadnie
zmeczona. A przeciez to byl dopiero poczatek. Wlasciwa praca zaczela sie, kiedy
wyruszylam z bazy lodzia na pólwysep Treskelen polozony w glebi fiordu 
pobierac próby skal osadowych. W poprzednim roku polscy paleontolodzy
zbudowali tu maly domek na wzór husów. Husy - male domki traperów
norweskich sa rozsiane po calym Spitsbergenie. Obecnie wiekszosc zwierzat na
Spitsbergenie zostala objeta ochrona, calkowita lub okresowa i traperzy
przeniesli sie w inne rejony. Zostaly po nich male, drewniane domki,
wykorzystywane czesto przez rózne wyprawy. Domki te sa zaopatrzone w prycze
do spania, zelazny piecyk, niezbedne garnki, naczynia i inne sprzety. Przewaznie
jest tez w nich zapas drzewa i wegla, zapalki oraz zywnosc, tak aby zglodnialy
i zmeczony przybysz mógl w takim domku ogrzac sie, przenocowac i posilic. Ja
mieszkalam w trzech prawdziwych husach i w domku polskich paleontologów.
Program mojej pracy obejmowal formacje skalne rozsiane w róznych punktach
po obu stronach Hornsundu. Doplywalismy do nich lodzia i zamieszkiwalismy
w najblizszym husie. Czesto trzeba bylo pobierac próby ze skal wystajacych tuz
nad woda, dostepnych tylko w czasie odplywu lub wspinac sie po drobnych
uciekajacych spod nóg piargach wysoko w góre. Próby znosilismy w plecakach do
husa i po zakonczeniu pracy w danym rejonie lodzia przewozilismy je do bazy.

Byla to ciezka praca, wymagajaca duzego wysilku, ale jednoczesnie umozliwiala
poznanie wielu nowych miejsc i obejrzenie ciekawych i piek.nych zakatków.

W bazie próby starannie opisane i owiniete w papier zostaly zapakowane
w skrzynie i statkiem przewiezione do Polski. A ja, mierzac teraz male kamienne
szescianiki, które zostaly z tych prób wyciete, mysle, ze moja praca na
Spitsbergenie to byla takze przygoda.
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div[rot(grad tp)] o

y moze byc zbiorem innych jeszcze

obiektówJ np. tensorów, ale nie b~dziemy

sie tu nimi zajmowac (o tcnsorach-
w przyszlym roku).

Umawiamy sie przy tym, ze wektor

przyporzadkowany punkto'wi jest zaczepiony
w tym wlasnie punkcie.

Mgr Marian GRUDNICKI

Zagadnienia wywodzace sie z nauk przyrodniczych i wchodzace w zakres badan matematyków
charakteryzuja sie tym, ze przestaja byc jasne intuicyjnie, ale zyskuja na przejrzystosci
matematycznej. Wynika to z wprowadzenia dosc duzego stopnia abstrakcji, pozwalajacej na
scisle i poprawne formulowanie waznych definicji i dalsze badania za pomoca aparatu
matematycznego. Taka sytuacja jest np. w geometrii,która wywodzac sie z czysto praktycznej
wiedzy, stala sie obecnie dyscyplina zupelnie niezalezna od praktyki.
W mechanice klasycznej zwiazki ze swiatem "rzeczywistym" sa nieco silniejsze, ale obecnie
nalezy ja równiez traktowac jako dzial matematyki, a nie fizyki. Na bazie modelu fizycznego
zostala tu bowiem stworzona teoria matematyczna i przy jej rozwijaniu mozna obejsc sie
bez odwolywania sie do intuicji fizycznej. Jednakze czasem znajomosc interpretacji pewnych
pojec jest niezwykle cenna. Dlatego tez chcialbym przypomniec sens fizyc.zny niektórych
definicji, wystepujacych w teorii pola.

Polem w mechanice nazywamy funkcje rp: Q --+ Y, gdzie Q jest pewnym zbiorem punktów
przestrzeni (lub plaszczyzny), natomiast Y moze byc zbiorem liczb rzeczywistych lub zbiorem
wektorów. W zaleznosci od Y otrzymujemy pole skalarne lub pole wektorowe. Tak wiec pole
skalarne jest funkcja, która punktom przyporzadkowuje liczby, a pole wektorowe - funkcja
przyporzadkowujaca punktom wektory. Jezeli w przestrzeni (na plaszczyznie) wprowadzony
jest uklad wspólrzednych, to kazdemu punktowi mozna przyporzadkowac uporzadkowana
trójke (pare) liczb i pole staje sie funkcja trzech (dwóch) zmiennych liczbowych. Jednakze
prz)' przechodzeniu do innego ukladu wspólrzednych funkcja ta ulega zmianie. Zeby
podkreslis, ze pole nie zalezy od wprowadzonego ukladu wspólrzednych zachowuje sie nazwe
"pole" zamiast funkcji. Przykladem pola skalarnego moze byc pole temperatury atmosfery,
pole gestosci masy jakiegos ciala, pole wysokosci nad poziom morza itd. Przykladem pola
wektorowego moze byc pole predkosci cieczy w kanale, pole sily ciezkosci itd.

Dla ulatwienia opisu wprowadzmy i ustalmy pewien prostokatny uklad wspólrzednych
kartezjanskich.

Niech wektor r zaczepiony w poczatku ukladu wspólrzednych i koncu w punkcie p, ma
skladowe x, y, z (na plaszczyznie odpowiednio r = [x, y]). Poniewaz istnieje
odpowiedniosc wzajemnie jednoznaczna miedzy r i punktem p o wspólrzednych x, y, z

(lub x, y), bede w dalszym ciagu uzywal wektora r dla okreslenia punktu p mimo, ze sa to
zupelnie inne pojecia geometryczne. '

Na poczatku zajmiemy sie polem skalarnym rp(p). Oznaczmy

def def
rp(P) = J(X, y, z) = J(r).

Pole skalarne mozna calkowicie scharakteryzowac podajac zbiór powierzchni (linii
w przypadku dwuwymiarowym), na których ma ono stala wartosc oraz podajac wartosc
odpowiadajaca danej linii. Taki sposób jest czesto stosowany w przypadku dwuwymiarowym
np. przy okreslaniu poziomic na mapie.

Gradient

Poniewaz lewa strona tej równosci nie zmienia sie przy przejsciu do innego ukladu
wspólrzednych, wiec musi zachowywac sie takze prawa strona. Zatem trójka liczb

oj oj oj d kl d' k " k' kl d k-, -. - oznacza w anym u a Zle artezjans lm s a owe pewnego we tora
OX oy oz

w punkcie x, y, z. Wektor ten nazywamy gradientem pola skalarnego i oznaczamy symbolem

[oJ oj OJ]
gradtp: gradrp = gradf= -. -, - .

ox oy oz

W celu badania pola skalarnego metodami analizy matematycznej wygodnie jest wprowadzic
pochodna kierunkowa pola rp. Pochodna kierunkowa pola w punkcie p i w kierunku wektora
jednostkowego I nazywamy (o ile istnieje) liczbe

Iim fjl(PI)-rp(P) c!,;f drp ,
h-->O h dl

gdzie hjest odlegloscia miedzy punktami Pl i P oraz punkt Pl lezy na pólprostej
o kierunku wektora I, wychodzacej z punktu p. Pochodna kierunkowa w mysl definicji nie zalezy
od wyboru ukladu wspólrzednych, ale mozna ja w danym ukladzie wspólrzednych zapisac

drp dJ . J(r+hl)-J(r)
-=-=hm -----.
dl dl h ...•O h

Jezeli J(r+ hl) bedziemy traktowac jako funkcje zlozona zmiennej h, to

dJ = df(r+hl) I = oj 1",+ oj 17+ oj I. = [ oJ, oJ, oJ] '1,dl dh h=O OX oy oz ox oy oz
gdzie I = [I"" 17.,I.].
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Nie podajemy tu scislej definicji calki
powierzchniowej. Przyblizona wartosc takiej
calki - o ile calka ta istnieje - mozna
znalezc wpisujac w powierzchnie S
wieloscian o bardzo ma~ych powierzchniach
scian, zakladajac, ze funkcja podcalkowa
jest stala na kazdej ze scian, a nastepnie
obliczajac wielkosc Q zdefiniowana
poprzednim wzorem. (Warto przy tym

zauwazyc, ze f f l dS jest wobec tego!/'
polem powierzchni !/'.)

n (Pol\
Po

n( PI)

Latwo zauwazyc, ze w innym prostokatnym ukladzie wspólrzednych kartezjanskich,

k • (P) r () di . kl d oft ofl 0/1 ( ...w torym '1' = J. '. gra ent ma mne s a owe: --, --, -- tzn. nIe zmlema
OXl 0Yl oz.

sie sposób ich obliczania). Operacje obliczania gradientu zapisuje sie czasami za pomoca

(O o O)
symbolu \l = -, -, - .

ox oY oz

Pochodna funkcji mozna interpretowac jako szybkosc zmiany tej funkcji, np. pochodna
drogi wzgledem czasu jest szybkoscia zmiany drogi tzn. zwykla predkoscia. Zatem pochodna
kierunkowa w punkcie p oznacza szybkosc zmiany pola w tym punkcie w kierunku

wektora I. Ze wzoru d'1' = I. grad'1' oraz definicji iloczynu skalarnego wektorów
dl

Igrad'1' = /lllgrad'1'lcoslX = Igrad'1'lcoslX

(IXjest katem miedzy wektorem I i grad'1', pionowe kreski oznaczaja dlugosci wektorów i III = 1)
wynika, ze gradient pola skalarnego wyznacza kierunek naj szybszej zmiany pola w danym
punkcie, ajego dlugosc okresla szybkosc tej zmiany.
Zauwazyc nalezy jeszcze, ze jezeli wektor I lezy w plaszczyznie stycznej do powierzchni

'1' = const, to d'1' = O, co oznacza, ze gradient jest wektorem prostopadlym do I, a wiec do
dl

tej powierzchni. Jezeli powierzchnie (lub linie) jednakowej wartosci pola zageszczaja sie
w poblizu jakiegos punktu, to w tym punkcie wartosc gradientu jest wieksza niz w punkcie,
w poblizu którego powierzchnie (linie) sa w wiekszej odleglosci (rysunek obok).
Jak widzimy pole skalarne wyznacza pewne pole wektorowe (pole gradientu) dosc
dokladnie je charakteryzujace.

Pole wektorowe A, które mozna traktowac jako pole gradientu pewnego pola skalarnego '1',
nosi nazwe pola potencjalnego, zas pole '1' nazywamy wtedy potencjalem pola A.

Przykladem pola potencjalnego moze byc pole sily grawitacyjnej. Potencjal w tym przypadku
nazywa sie energia potencjalna masy jednostkowej.

Dywergencja
Majac pole wektorowe A mozna zwiazac z nim pole skalarne, stanowiace pewna
charakterystyke danego pola wektorowego. Przykladem takiego pola jest dywergencja.
Zacznijmy od przykladu fizycznego. W pewnym obszarze dany jest stacjonarny przeplyw
cieczy niescisliwej (gestosc e jest stala). Predkosc w kazdym punkcie tej cieczy okresla
pewne pole wektorowe V. Jezeli w tym polu umiescimy powierzchnie S, to mozemy badac
ilosc m = !?Q cieczy przez nia przeplywajacej. Jezeli mozna powierzchnie podzielic na k
elementów o polach SI, i = 1, 2, ... , k, na których Vnt (skladowa wektora V w kierunku
prostopadlym do i-tego elementu) ma stala wartosc, to objetosc cieczy przeplywajacej
przez powierzchnie S w jednostce czasu wynosi:

k k

Q = 1:VntSI = 1:(V' nt)SI,
;~l ;=1

gdzie nt jest wektorem jednostkowym prostopadlym do i-tego elementu powierzchni.

W ogólnym przypadku zamiast sumy nalezy stosowac calke powierzchniowa Q = f f V· ndS,!/'
gdzie n jest wektorem normalnym do powierzchni, tzn. wektorem jednostkowym prostopadlym
do niej. W zwiazku z wystepowaniem w powyzszych wzorach wektora normalnego do
powierzchni, nalezy jednoznacznie wybierac zwrot tego wektora. Dla naszych celów
wystarczy powiedziec, ze bedzie to normalna zewnetrzna, gdyz bedziemy rozwazac tylko
powierzchnie zamkniete.

Strumieniem pola wektorowego A przez powierzchnie S nazywamy calke powierzchniowa

ffA.ndS.!/'

W przypadku pola predkosci cieczy niescisliwej jest to, jak juz zauwazylismy, objetosc
zajmowana przez ciecz przeplywajaca przez powierzchnie w jednostce czasu.
Niech [/ bedzie ustalona powierzchnia zamknieta, p - ustalonym punktem wewnatrz.9'.
Przez .9'Toznaczymy powierzchnie jednokladna z [/ wzgledem p taka, ze bryla ograniczona
przez.9'T ma objetosc T. Mozemy wtedy badac istnienie granicy

(*) Iim ~ J JA' ndS.
T_O T !/'T

Gdy T -+ O, cala bryla sciaga sie do punktu p. Jezeli dla dowolnej powierzchni [/ granica (*)
istnieje i jest taka sama dla wszystkich [/, to granica ta okresla w punkcie p wartosc
pewnego pola skalarnego.
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Rozwiazanie zadania M 103. Obliczmy, ile
jest róznych kwadratów k x k. Aby
uzyskanie odpowiedzi na to pytanie
uczynic bardziej pogladowym przyjmijmy
. = 9 k =.l.

B C .

ADo, , , , ,
x X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

x X X X X X

Dowolny kwadrat 4 x 4 otrzymamy
przesuwajac kwadrat narysowany tak. aby
wierzcholek D znalazl si~ w jednym
z punktów naznacz.onych krzyzykiem.
Punktów tych jest 6'.
Ogólnie kwadratów k x k na szachownicy
IIx II jest (II - k + 1)'. Wszystkich kwadratów
na szachownicy jest wiec

II
}; (II-k+ 1)' = 11'+(11- 1)'+ ... + J' =

k=1
I

= 6"("+1)(211+1).

Ostatnia równosc mozna latwo udowodnic
przez indukcK.

Pole to nazywamy dywergencja pola wektorowego A:

(divA)(P) = lim ~ ff A· IIdS.T->O T
.'/'T

Jezeli wprowadzony jest prostokatny uklad wspólrzednych kartezjanskich, to mozna
pokazac (wykorzystujac twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego), ze

ap clQ aR
divA = -+-+-, gdzie A(P) = [P(P),Q(p),R(p)].

ax ay az

Powrócmy jeszcze raz do przykladu cieczy niescisliwej i wybierzmy jednostki tak, aby

(! = 1. Wówczas strumien J J V· ndS przez zamknieta powierzchnie ,9> oznacza ilosc cieczy,
.'/'

która powstala lub znikla w obszarze ograniczonym powierzchnia. Jezeli w obszarze tym
nie ma zródel lub zródel ujemnych (upustów) cieczy, to strumien przez taka powierzchnie
jest zerowy. W przeciwnym przypadku daje nam wielkosc okreslona jako moc zródel (upustów).
Zatem dywergencja pola predkosci cieczy niescisliwej m0ze byc interpretowana jako gestosc

zródel (upustów) w danym punkcie. Interpretacja dywergencji innych pól wektorowych, np.
pola sily grawitacji, pola elektrostatycznego itd. wymaga szerszego zastosowania aparatu
matematycznego i dlatego nie bede jej tu przytaczal. Osoby zainteresowane odsylam do literatury
specjalistycznej np. A. 11. EopHceHl<O,11. E. TapanoB: BeKmopHblu aHaAU3 u Ha'laAO

meH30pHoZO UC'IUCAeHUR, E. M. Eypal<, C. B. ct>OMHH:KpamHble uHmezpaAbl u pRObl.

Rotacja
Jezeli F jest stalym polem silowym a 9' pewnym odcinkiem równoleglym do F, to iloczyn
IFI .9' daje prace sily F na drodze 9'. W ogólnym przypadku dla okreslenia pracy musimy
wziac calke krzywoliniowa ze skladowej stycznej FT wektora F wzdluz krzywej 9'.
Uogólniajac to pojecie na przypadek dowolnego pola wektorowego wprowadzamy
definicje:

Cyrkulacja pola wektorowego A nazywamy calke JATdL, gdzie ATjest skladowa wektora AZ .
styczna do krzywej 9'. Wprowadzmy prostokatny uklad wspólrzednych, w którym

A(P) = [P(p), Q(P), R(P)]. Dla krzywej zamknietej 9' calke J ATdL mozna sprowadzicZ

z

"x •• oznacza iloczyn wektorowy: jesli

w przestrzeni trójwymiarowej dane sa

wektor}' a i b, to "x b jest takim wektorem,

który (I) jest prostopadly do a i do h;
(2) ma dlugosc rówlla polu równolegloboku
rozpietego na a i b; (3) ma taki zwrot,
ze trójka a, h, II X b zorientowana jest
dodatnio.
Np. [l, O, O]x [O. l, O) = [O, O, li ale

lO, l. O)x [I, O, O) [O, O, -I].

Nie l'"dajemy tu sc;.tej definicji calki
kflyw.:~lniowej. Przyblizona ~artosc takiej

alki -.;) ):e Istmeje __o mozna obliczyc

z.ast(:J'...;qc Krzywa przcz wpisana,", nia
lam HI l.lozona z b.:u\lzo krótkich
odcin~c:.\'I, a r!1.nk(;j~ podca1kowa -funkcJa.
któm na k:lzdym 2 tych odcinków jest

stal:1 •• n" Jo róini sie od funkcji

pouralk~l.".,ej (WvrazenlC f 1dL jest wobecil'
tego dlugoscia krzywej !t'.)

f ff (aQ ap) ( aR aQ) ( ap aR)
ATdL = --- dxdy+ --- dydz+ --- dzdx

Z .'/' ax ay ay az az ax

po powierzchni ,9> ograniczonej krzywa 9'.
aR aQ ap aR aQ ap

••Wektor" o skladowych -- - - --, -- - --, -- - -- w tym ukladzie
ay az az ax ax ay

wspólrzednych nazywamy rotacja (wirem) pola wektorowego A i oznaczamy symbolem rotA.

Z wlasnosci calki powierzchniowej wynika, ze prawa strona ostatniej równosci jest równa

J J (rotA)' ndS. Oznacza to, ze cyrkulacja pola wektorowego A wzdluz krzywej zamknietej
.'/'

jest równa strumieniowi pola wekt.orowego rotA przez powierzchnie ,9>. Rotacja, w odróznieniu
od poprzednich pojec, zostala wprowadzona przy pomocy konkretnego ukladu wspólrzednych.
Mozna pokazac, ze jezeli ograniczymy sie do ukladów o ustalonej orientacji, to jest ona
wielkoscia niezalezna od ukladu. Jednakze przy zmianie orientacji ukladu zmienia znak.
Rotacja pola charakteryzuje "skladowa obrotowa" pola wektorowego. Sens tego pojecia
wyjasnie na kilku przykladach.

l) Cialo sztywne obracajace sie z predkoscia katowa w okresla pewne pole wektorowe
predkosci V wzorem V = W X,, gdzie wektor, jest "promieniem wodzacym" punktu ciala.
Okreslmy prostokatny uklad wspólrzednych, w którym, = [x, y, z]. Po wykonaniu
obliczen okazuje sie,·ze rot V = 2w.

Zatem rotacja w tym przypadku okresla obrót ciala.

2) Ciecz porusza sie ze stala predkoscia, tzn. pole predkosci V = [P, Q, R] ma stale
skladowe. Rotacja jest w tym przypadku równa zeru i nie wystepuje zaden ruch obrotowy.
Ciecz porusza sie prostoliniowo.

3) Ciecz porusza sie z predkoscia V = (y, O, O], (tzn. im dalej od plaszczyzny X. Z tym
wieksza jest predkosc cieczy); rot V = [O, O, -1]. W tym przypadku ciecz porusza sie takze
prostoliniowo i pozornie nie ma zadnego obrotu wbrew temu, ze rotacja, charakteryzujaca
ruch wirowy (obrotowy), jest rózna od zera.
Przeplyw taki zawiera jednak jakby potencjalna mozliwosc wykonywania obrotu. Jezeli
np. wstawimy do niego kólko z lopatkami tak, ze os obrotu nie bedzie prostopadla do osi Z,
to przeplyw ten zacznie to kólko obracac.

do calki powierzchniowej (korzystajac z tw. Stokesa):

x

y

o
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f(x)·-------

Miedzy gradientem, rotacja i dywergencja zachodzi szereg zwiazków. Wymienie tylko te
dwa sposród nich, które wydaja mi sie najwazniejsze:
a) div(rotA) = O.

b) Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, zeby pole wektorowe A bylo potencjalne,
jest warunek rotA = O

Z kazdego z nich wynika natychmiast równosc, która umiescilem w tytule

div[rot(gradp)] == O.

Rózne calki - podobne wlasnosci

Rozwazmy zadanie:

Dany jest odcinek <a, b> na osi X. Z kazdego punktu x tego odcinka wystawiamy
prostopadle w góre odcinek o dlugoscif(x) ~ O. Obliczyc pole S powstajacej w ten sposób
figury plaskiej (o funkcjif(x) zakladamy, ze jest "porzadna", np. ciagla).

Jak wiemy, rozwiazaniem tego zadania jest calka (pojedyncza) funkcji fpo odcinku
<a, b> (zob. rys. l):

a

k~••. I

x b x

b

S = f f(x)dx = f f(x)dx.
(a.b) a

Co wiecej, historycznie rzecz biorac, calka oznaczona zostala wprowadzona wlasnie po to,
by byla ona rozwiazaniem naszego zadania. Przyblizony sposób obliczania tej calki (o ile ona
istnieje) podany jest na rys. 2 (dodajemy pola malych prostokatów). Jak wiemy, mozna
równiez obliczac calki z funkcji nie tylko dodatnich.

0"

Ky•. 2

b

Rozwazmy teraz zadanie analogiczne (rys. 3):

Dany jest obszar plaski i:l' w plaszczyznie XY. Z kazdego punktu (x, y) tego obszaru
wystawiamy prostopadle "w góre" odcinek o dlugoscif(x, y) ~ O. Obliczyc objetosc B
powstajacej w ten sposób bryly (o funkcji f(x, y) i tu zakladamy, ze jest "porzadna",

x np. ciagla).

Rozwiazanie t~go zadania nazywa sie calka podwójna funkcjif(x, y) po obszarze i:l' :

B ~ f f f(x, y) dx dy = f f f(x, y)di:l'.f? f?

Przyblizony sposób obliczania tej calki (o ile ona istnieje) podany jest na rys. 4 (dodajemy
objetosci malych prostopadloscianów). Okazuje sie, ze mozna zdefiniowac nieco ogólniej
calke podwójna, tak aby miala ona sens dla funkcji nie tylko dodatnich.

W podobny sposób mozna wprowadzic calke potrójna. Formulujemy mianowicie zadanie:

t(xy)

Dany jest w przestrzeni XYZ obszar trójwymiarowy (bryla) 1/. Z kazdego punktu (x, y, z)
wystawiamy "w czwarty wymiar" prostopadle w kierunku dodatniego zwrotu czwartej osi
odcinek o dlugosci f(x, y, z) ~ O (o funkcjiJ(x, y, z) zakladamy, ze jest np. ciagla).

y Obliczyc "objetosc czterowymiarowa" U powstajacej w ten sposób bryly czterowymiarowej.

Rozwiazaniem tego zadania jest calka potrójna z funkcjif(x, y, z) po bryle 1/:

Rv",. J

R)'<. 4

p (X,y)

x

y

x

, U = f f f f(x, y, z)dxdydz = f f f f(x, y, z)d1/.
"f" "f"

Przyblizony sposób obliczania tej calki (o ile ona istnieje) jest analogiczny do poprzednich:
dzielimy 1/ na male kostki, objetosc kostki mnozymy przez wartosc funkcji f w lewym-dolnym
przednim rogu kostki (bedzie to objetosc "prostopadloscianu czterowymiarowego")
i wszystkie te iloczyny dodajemy. Trudno sobie wyobrazic sens geometryczny tej calki,
ma ona jednak proste ilustracje fizyczne. Np. jesli 1/ jest geometrycznie cialem
o niejednorodnej gestosci f(x, y, z), to dla obliczenia masy tego ciala nalezy obliczyc calke
z gestosci po bryle 1/. (Innymi slowy - gestosc "odkladamy" w czwartym wymiarze,
nadajac obliczaniu masy interpretacje geometryczna). Przyblizony sposób obliczania calki
odpowiada tu skorzystaniu z faktu, ze w bardzo malych obszarach ge';tosc mozna uznac
za praktycznie stala.

UznajmY'wiec, ze wiemy juz, co to sa calki: podwójna i potrójna. Przyjmijmy tez, ze "definicje"
calek: krzywoliniowej i powierzchniowej podane na marginesie artykulu div[rot(gradp)] == O

tez w wystarczajacym stopniu uruchomily nasza intuicje. Mozemy teraz sformulowac trzy
interesujace twierdzenia.
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Rys. S

v

Twierdzenie Gaussa-Osfrogradzkiego. JeSli.'7' jest gladka powierzchnia zamknieta, n(x, y, z)

wektorem jednostkowym zewnetrznie prostopadlym do tej powierzchni w punkcie (x, y, z),

f/" - bryla, której brzegiem jest .'7' (rys. 5) i wreszcie W = (P, Q, R) polem wektorowym na
"f/" takim, ze funkcje P, Q, R sa rózniczkowalne, to

lfW·nd.'7'= fff(:: +~;-+~:)d"f/"=fffdivWd"f/".J ~ ~

Innymi slowy, wartosc calki po "f/" pewnej funkcji zaleznej od pochodnych W (dywergencji
tego pola) wyznaczona jest jednoznacznie przez wartosci pola W na brzegu .'7' bryly "f/".

Zaskakujace?

Rys. 6

L

pll}~
p'( l}

Twierdzenie Sfokesa. Niech 2 bedzie gladka krzywa zamknieta o ustalonej orientacji
(kierunku obiegu) ograniczajaca powierzchnie .'7'·w przestrzeni trójwymiarowej (rys. 6),
a W = (P, Q, R) polem wektorowym okreslonym na.'7' takim, ze funkcje P, Q, R sa
rózniczkowalne. Niech n(x, y, z) bedzie wektorem jednostkowym prostopadlym do.'7'
w punkcie (x, y, z) o zwrocie wybranym tak, ze dla obserwatora siedzacego na jego koncu
krzywa .2 obiegana jest w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazówek zegara.
Niech wreszcie p(f) = (X(f), Y(f), z(t», f E (a, h), bedzie równaniem parametrycznym
krzywej 2 (wtedy wektor p'(f) = [X'(f), Y'(f), z'(t)] jest styczny do krzywej.2 w punkcie
(x, y, z) = p(t». Przy tych zalozeniach

f W' p' dl = ff n . [(~~. - _og_), (-~P- !~-),(!.Q - !!...)]d.'7' '= ff n . rot Wd.'7' .
co oY oz oz oY OX oy co(a,b) J J

A wiec - wartosc calki po powierzchni .'7' z pewnej funkcji zaleznej od pochodnych W
(tzn. z iloczynu skalarnego rotacji W i wektora n) wyznaczona jest jednoznacznie przez
wartosci pola W na brzegu powierzchni .'7' (tj. na krzywej 2). Dziwne?

I trzecie twierdzenie. Jesli punkty a, b sa koncami odcinka $, na którym okreslona jest
rózniczkowalna funkcja F, to

F(b)-F(a) = J F'(f)df.-'

A wiec wartosc calki po krzywej $ z pewnej funkcji zaleznej od F (to jest z jej pochodnej)
wyznaczona jest jednoznacznie przez wartosci funkcji Fna brzegu (to jest na koncach) tej krzywej.
Dziwne? Nie bardzo. Jest to dobrze znany wzór na obliczanie calki oznaczonej.

Dwa poprzednie wzory nie sa dziwniejsze od tego. Jedynie - znacznie bardziej
skomplikowane.

__ Zadania
Redaguje dr Andrzej ZIEMINSKI

W. Mnich.

Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

M 103. Ile jest na szachownicy li x n róznych kwadratów zlozonych z (calych) pól

szachownicy? (Dwa kwadraty uwazamy za rózne, gdy zbiory pól wchodzacych w ich
sklad sa rózne.)

1 1 1 l+-- > -+--+ ...+-.
n-l n n+1 n2

11+-+
2

Rozwiazanie na str. 1S

Rozwiazanie na str. S
M 104. Rozwiazac równanie cos" x- sin" x = 1, gdzie n jest liczba naturalna.
Rozwiazanie na str. 17

M 105. Udowodnic, ze dla 11 ;;. 3 zachodzi nierównosc

F 35. Przypuscmy, ze mamy dwie takie same rolki obrac.ajace sie w przeciwnych
kierunkach (ku sobie) ze stala predkoscia katowa D i polozona na nich deske drewniana
o ciezarze P. Deska lezy poziomo, a obracajace sie rolki slizgaja sie pod nia. Wspólczynnik tarcia
dynamicznego rolek o deske wynosi f W chwili poczatkowej deska zostala umieszczona na
rolkach w ten sposób, ze jej srodek ciezkosci znalazl sie na prawo od punktu lezacego w polowie
odleglosci miedzy osiami rolek.
Opiszcie ruch deski.
Rozwiazania szukajcie na str. 2
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Równania Maxwella Doc. dr Tomasz HOFMOKL

Cala klasyczna teorie elektromagnetyzmu mozna zapisac za pomoca czterech równan
podanych w 1873 r. przez Jamesa CIarka MaxweIla. Jest rzecza fascynujaca przekonac sie jak
pozornie niezalezne zjawiska okazuja sie byc powiazane. Tecza na niebie, rozchodzenie sie
fal radiowych, przyciaganie sie naelektryzowanych kulek - to wszystko mozna wyjasnic na
gruncie teorii Maxwella. Równan Maxwella nie ma w programie szkolnym i nie moze byc.
Zrozumienie ich i wykorzystanie wymaga znajomosci metod matematycznych nie znanych
w szkole. W tym numerze "Delty" w artykule div[rot(gradq»] == OM. Grudnicki wprowadza
niezbedny aparat matematyczny. Skorzystajmy z tego i pobawmy sie nieco równaniami.
Pokazemy, jak mozna wyProwadzic z nich znane nam prawo Coulomba oddzialywania
ladunków elektrycznych i jak obliczyc indukcje pola magnetycznego wokól przewodnika
z pradem. Potrzebujemy do tego twierdzenia Gaussa, twierdzenia Stokesa - no i równan
Maxwella.

Dokonajmy ich prezentacji w postaci w jakiej opisuja pole elektromagnetyczne w prózni.
Równania MaxweIla - ,

l.

3.

divE= ~.
/l 'o

divB = o;

2.

4.

oB

rotE = at
l aE i

B --+ --2'rot = 7 at /lo C

gdzie

E - wektor natezenia pola elektrycznego. Sila dzialajaca na ladunek q w polu o natezeniu
E wynosi F = q' E,

B - wektor indukcji magnetycznej. Sila dzialajaca na ladunek q poruszajacy sie z predkoscia
v w polu o indukcji B wynosi F = q' v x B,

j - gestosc pradu. Wektor ten jest skierowany w kierunku ruchu ladunków dodatnich
i równa sie co do wartosci bezwzglednej natezeniu pradu na jednostke powierzchni S

dl
ustawiona prostopadle do kierunku pradu iii = --.

dS

(! - gestosc objetosciowa ladunku elektrycznego e = ~,dV
c - predkosc swiatla,
/lo - stala dielektryczna prózni.
Wiemy juz co oznaczaja poszczególne symbole. Zwrócmy wiec uwage, ze wszystkie równania
okreslaja zwiazki miedzy E, B, i,e w dowolnym pl,lnkcie przestrzeni. Nie wystepuja tu ani
przewodniki ani obwody ani nawet ladunki. Wszystkie wielkosci charakteryzuja jeden punkt
w przestrzeni i formalnie nie interesuja sie wlasnosciami sasiadów.
Postawilismy sobie na wstepie dwa zadania - jedno z elektrostatyki a drugie z magnetyzmu.
Mozemy wiec równania znacznie uproscic zakladajac, ze natezenie pola elektrycznego
i indukcja magnetyczna nie zmieniaja sie w czasie:

~=o;
at

~=o.
at

@
kula o promieniu R

Równania przybieraja postac

1. div E = ~ 2. rotE = O
/lo

3. div B = O 4. rotB = floi

(_1_2_ oznaczamy litera flo i nazywamy przenikalnoscia magnetyczna prózni)./loC

Dwa pierwsze równania opisuja elektrostatYke, a pozostale dwa magnetostatyke. Jakje
zastosowac?

PRAWO COULOMBA

W pewnym punkcie przestrzeni umieszczamy ladunek Q. Pytamy, czemu równa sie
natezenie pola elektrostatycznego w odleglosci R. Z symetrii problemu wynika, ze wartosc
natezenia pola musi byc co do wartosci bezwzglednej taka sama we wszystkich punktach na
powierzchni [/' kuli r o promieniu R. Wektor E musi byc skierowany wzdluz promienia.
Jezeli ladunek Q jest dodatni, to E jest skierowane na zewnatrz kuli. Pozostaje obliczenie
wartosci E = lEI. Skorzystajmy z
1. Twierdzenia Gaussa

II E· ndS =III divEdV,
[/' 1'"

gdzie n oznacza wektor jednostkowy prostopadly do powierzchni [/' kuli r, oraz
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2. Równania MaxwelIa

divE= ~.
t:o

Wektor Ejest wszedzie prostopadly do powierzchni kuli, wiec JJE, nds = 4nR2. E,!/'

4nR2E= III divEdV= III :0 dV= :0 III :~dV= ~.
"/I" "/I" "/I"

Stad

E= Q
4nEoR2 .

Sila dzialajaca na ladunek q w odleglosci R od ladunku Q

q.Q
F=q'E=--

4nEoR2

A to jest wlasnie zapis prawa Coulomba. Otrzymalismy je jako szczególny przypadek
równan MaxwelIa.

a b

POLE MAGNETYCZNE PRZEWODNIKA Z PRADEM

W dlugim prostoliniowym przewodniku plynie prad o natezeniu /. Wartosc wektora indukcji
jest na powierzchni walca o dlugosci d i o promieniu R wszedzie taka sama. Nie mozemy jednak
nic powiedziec, jak jest skierowany wektor B. Moze byc albo wzdluz promienia (a) albo
prostopadle do promienia i w plaszczyznie prostopadlej do osi walca (b). Pokazemy, ze tylko
drugi wariant jest mozliwy.
W pierwszym przypadku (a)
z twierdzenia Gaussa mamy

fI B· ndS = ff o· ndS1+ ff B' ndS2 = 2nRBd = fff divBdV.!/' !/'1 !/'> "/I"

gdzie [I' - powierzchnia walca "f/, [/' 1 - "denka" walca, [1'2 - powierzchnia boczna.
Podobnie jak poprzednio n oznacza wektor jednostkowy prostopadly do powierzchni.
Z równania MaxwelIa div B = O, a wiec

2nRBd = O,

skad B = O.

Wektor indukcji magnetycznej nie moze miec w tym przypadku skladowej wzdluz promienia.
Nie rozwazamy równiez skladowej wzdluz walca. Jej rotacja równa sie zero i nie moze byc
wywolana przez przeplyw pradu w badanym przewodniku. Jej zródlem musialyby byc jakies
inne przewodniki z pradem, których nie rozwazamy. Pozostaje nam tylko takie ulozenie
wektora B, jak w przypadku (b). Zastosujemy twierdzenie Stokesa

f B· dL = f f rotB' ndS,
.fi' !/'

gdzie [/' jest powierzchnia ograniczona krzywa .P. Poniewaz BlIdL, a B jest stale, wiec

f B· dL = 2nRB .
.fi'

Z równania MaxwelIa

rotB = "'oj

f f rotB' ndS = "'o f f j' ndS.!/' !/'
Poniewazjlln, wiec

"'o f f j' ndS = "'o f fjdS = "'0/'
Ostatecznie

'btRB = "'ol
/

B = "'o 'btR'

Rozwazylismy dwa najprostsze zagadnienia znane z materialu szkolnego z elektrostatyki
i magnetyzmu. Chcialbym, abys Czytelniku umial dostrzec poza przeslona zmudnych dla
nie wprawionego rachunków piekno prostoty równan Maxwella. Tak niewiele symboli
potrzeba, aby ujac w jedna calosc obszerny material doswiadczalny. Im dalej posuwa sie
nasza wiedza, tym wieksze uogólnienie mozna tworzyc, tym jasniej widac zwiazek miedzy
wszystkimi zjawiskami przyrody.
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System dwójkowy
Mamy 11 pionków. Ustawmy je w pary.
Pionek nie do pary odkladamy na bok. Teraz pary
grupujemy w czwórki. Pojedyncza dwójke odkladamy
na bok. Wreszcie z dwóch czwórek tworzymy ósemke.
Ostatecznie, ugrupowalismy pionki tak: Jedna ó'iemka,
zero czwórek, jedna dwójka i jeden pionek pojedynczy.
Zapiszemy to w ten sposób: 1 O 1 1

@>~

~~ g'1

0@
@<GQ

Q

o
1

"

"

"

1

Na odwrót, zapis 1 1 O O zinterpretujemy tak:
Jedna ósemka, jedna czwórka, zero dwójek i zero
pojedynczych pionków, razem pionków dwanascie.
Jesli pionków jest wiecej, wówczas kolejne grupy liczyc
beda: 16, 32, 64 ... pionki. Dwójkowy system
zapisywania liczb, bo o nim tu mowa, ma wiele
ciekawych wlasnosci.

o

€V@E)

8€J(f)

o

" "" " "
o

:": 12

I + O 1 I---I
O O 1 i

l-l l-l ,-lO I

Np.:
1110
1011

+ 101

11110

czyli:
14

11

+ 5---
30

1 I

I X I O II!
1-0- --0"1--0-11----1
I 1 I O 1 i

Np.:
1011

x 1101-------
1011

1011

+ 1011--- ..--
10001111

, czyli:
11

x 13

14~

tO



Czy umiecie grac w marienbadke?

16 zapalek dzielimy na cztery kupki: w pierwszej jedna
zapalka, w drugiej 3, w trzeciej 5 i w czwartej 7 zapalek.
Dwóch graczy na przemian zabiera z kupek zapalki.
Wolno wziac dowolnie wiele zapalek z jednej kupki.
Nie wolno brac z dwóch kupek jednoczesnie i oczywiscie
trzeba zabrac co najmniej jedna zapalke. Przegrywa ten,
kto zabierze ostatnia zapalke.
Po rozegraniu kilku partii nietrudnn wylowic kilka
szczególnych ukladów przegr)'\\ajaC) ch. które wystepuja
w koIicowej fazie gry, Na przykl'3d:
dll'a-dlw, tr:y-trzy, c:/ery-c:/er)' itp, (d'vle kupki,
w kazdej po tyle samo zapalek). Gracz. na którego
wypadnie teraz kolej z reguly przegrywa (chyba, ze jego
partner gra Jljieuwaznie),
Sprawdici~

Inny uklad pJlcgrywajacy: jeden-dIw-trzy.
Trzeba dazyc do utworzenia jednego z tych ukladów.
Ba, ale jak? I oto zupelnie nieoczekiwanie pomaga
system dwójkowy. Dowolny uklad, na przyklad:
trzy-piec-szesc zapiszemy tak:

1 1 (czyli trzy)
1 O 1 (czyli piec)
1 1 O (czyli szesc). Sprawdzcie.

Uklady przegrywajace wyrózniaja sie cecha szczególna:
w kazdej kolumnie zapisu jest parzysta liczba jedynek.
Na przyklad: jeden-dwa-trzy:

1 (jeden)
10 (dwa)
11 (trzy).

Umówmy sie nazywac takie uklady parzystymi,
a pozostale nieparzystymi.

A oto wazne dla graczy twierdzenia

Twierdzenie pierwsze:
Jesli gracz zabiera zapalki z ukladu parzystego, zawsze otrzyma uklad nieparzysty.

Twierdzenie drugie:

Jesli gracz zabiera zapalki z ukladu nieparzystego, to moze zagrac w ten sposób, zeby otrzymac uklad parzysty.

Chcac wygrac trzeba grac wedlug takiego schematu:

Parzysty Parzysty ... Teden z ukladów przegrywajacych
'\. /' '\. /' '\. /'
Nieparzysty Nieparzysty Nieparzysty

Zobaczmy jak to wyglada praktycznie. Mamy na przyklad
uklad: dwa-cztery-piec. Sprawdzamy, czy jest parzysty.

1 O (dwa)
1 O O (cztery)
1 O 1 (piec)

Trzeba zagrac w taki sposób, zeby doprowadzic do
ukladu parzystego. Zabieramy jedna zapalke z pierwszej
kupki, w której byly dwie zapalki. Mamy teraz uklad
parzysty:

1 (jeden)
1 O O (cztery)
1 O 1 (piec).

Czy mozna zagrac inaczej?
Zastanówcie sie jak udowodnic podane twierdzenia?
Sprawdzcie, który z graczy ma w marienbadce strategie
wygrywajaca· Zyczymy mistrzostwa w tej grze i polubienia
ukladu dwójkowego.
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Co warto wiedziec o tarci!

Pewien student fizyki wybral sie do profesora na egzamin.
Roztargniony profesor, zajety swoimi badaniami,
zapomnial, ze umówil sie ze studentem. Kiedy ten
wszedl do gabinetu, profesor wykrzyknal:
- Jakim prawem pan tu wszedl?
- Prawem tarcia - odpowiedzial student.
Odpowiedz ta tak spodobala sie profesorowi, ze bez
zadawania dalszych pytan postawil studentowi piatke.
Rzeczywiscie, odpowiedz studenta miala swój gleboki
sens. Sila tarcia zawsze towarzyszy naszym ruchom.
Pamietamy o tym, ze tarcie hamuje ruch, ale czasem
zapominamy, ze tarcie pomaga nam poruszac sie do
przodu. Gdyby nie tarcie, to kola samochodu krecilyby
sie w miejscu, a pieszy przebieraliby nogami nie
posuwajac sie w zadna strone.
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Jakie prawo rzadzi sila tarcia?
Rózne zjawiska fizyczne wiazemy z nazwiskami ludzi.
którzy je po raz pierwszy opisali, sformulowali
odpowiednie prawa. Znamy prawo Archimedesa. prawo
Coulomba, prawa Newtona. Malo kto wie natomiast,
ze odkrywca prawa tarcia byl Leonardo da Vinci. Ten

, genialny i wszechstronny czlowiek przeprowadzal
specjalne doswiadczenia, majace na celu zbadanie od
czego zalezy tarcie. Stwierdzil on, ze tarcie zalezy od
ciezaru ciala, ale nie zalezy od jego dlugosci i szerokosci
(czyli pola powierzchni podstawy). Jezeli ciezar ciala
zwiekszymy dwukrotnie, to i tarcie wzrosnie dwukrotnie .
Moglibysmy to sformulowac ogólniej, ze tarcie ciala
o podloze jest proporcjonalne do nacisku wywieranego
na to podloze. Leonardo da Vinci odkryl te prawa na
dwa wieki przed tym, jak Newton wprowadzil pojecie
sily. Wklad Leonarda do fizyki zostal niedoceniony
z powodu ... jego nieczytelnego pisma. Leonardo byl lewore
czny i wolal pisac pismem lustrzanym z prawej strony do
lewej. Pismo jego odczytano dopiero w czasach
napoleonskich. Jezeli oznaczymy sile, z jaka cialo
naciska na podloze (w przypadku poziomego podloza
jest to ciezar ciala) przez P, to na sile tarcia, T, mozemy
napisac nastepujacy wzór:

T= f·P,

Wspólczynnik f okresla wlasnosci tracych o siebie
powierzchni. Dla ruchu metalu po drewnie f wynosi
okolo 1/2. Zeby przesunac ruchem jednostajnym
metalowy odwaznik o wadze 1 kG po drewnianej
(nie lakierowanej!) podlodze, musisz ciagnac go sila
0,5 kG. Jesli masz dynamometr, mozesz sprawdzic wzór
na sile tarcia poruszajac odwazniki o róznej wadze.
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Bardzo ciekawe doswiadczenie ilustrujace prawo tarcia
zostalo omówione w dziale zadan z fizyki na str. 2
niniejszego numeru "Delty".
Moze udaloby sie Wam je przeprowadzic. Przypatrzcie
sie na przyklad zdjeciu zamieszczonemu obok.
Przedstawia ono model wykonany z czesci skladowych
"Malego inzyniera". Na dwóch równoleglych osiach
umieszczone sa po dwa kola o srednicy 75 mm,
a pomiedzy nimi male kólka o srednicy 25 mm, na które
polozona jest gumka "recepturka" jak na rysunku.
Wszystko to umocowane jest do podstawki. Na male
kólka nawinieta jest nitka, tak, ze kólka te, a wraz
z nimi pary duzych kól moga krecic sie ku sobie.
Kólka wprawiamy w ruch za pomoca korbki
przymocowanej do jednej z osi. Na duzych kolach
kladziemy deske i obserwujemy jej ruch podczas obrotu
kól. Jest to ruch okresowy. Okres, czyli czas pelnego
ruchu tam i z powrotem, zalezy od masy deski,
wspólczynnika tarcia i odleglosci miedzy osiami - jak
wynika z rozwiazania zadania F 35.

Wspólczynnik tarcia f, wystepujacy we wzorze na sile
tarcia, jest na ogól mniejszy od jednosci. Mozna go
znacznie zmniejszyc przez polerowanie powierzchni cial
lub stosowanie smarów. Czy zawsze? Zobaczymy, jakie
wlasnosci ma tarcie dwóch powierzchni wykonanych
z tego samego materialu. Pchnij lekko szklanke
postawiona na szklanej szybie. Prawdopodobnie
przesunie sie kilkadziesiat centymetrów, po czym zatrzyma
sie pod wplywem sily tarcia. Twierdzenie, ze ruch
zahamowalo tarcie szkla o szklo byloby jednak zbyt
pochopne. Jesli szyby i szklanki nie wyczysciles bardzo
dokladnie, pokryte byly cienka warstewka tluszczu, co
zmniejszalo tarcie. Jesli teraz zwilzysz obie powierzchnie
i powtórzysz doswiadczenie, okaze sie, ze powierzchnie
szklanki i szyby silnie do siebie przylegaja. To samo
mozna zrobic z bardzo starannie wypolerowanymi dwiema
plytkami wykonanymi z tego samego metalu.

Dobrze oczyszczone, wypolerowane sztabki tego samego
metalu zlozone ze soba przyciagaja sie tak silnie, ze trudno je
oderwac. Mozna to latwo zrozumiec, jesli pamieta sie
o budowie czasteczkowej cial. Polerowanie sztabek, czy
czyszczenie powierzchni szklanych sprawia, ze wiecej
czasteczek nalezacych do jednego ciala znajduje sie
w bliskim sasiedztwie czasteczek drugiego ciala. Jesli sa
to czasteczki tego samego rodzaju, przyciagaja sie tak,
jak przyciagaja sie czasteczki w obrebie jednej sztabki.
Po prostu czasteczki "nie odrózniaja" czasteczek
"wlasnych" od "obcych". Wystepuja miedzy nimi sily
miedzyczasteczkowe takie same, jak te, które utrzymuja
ciala stale w calosci.

Mala Delte oPfaC{)Wali: Prz(lmyslaw Nowicki i Daria Zieminska.
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Jak pies gonil zajaca Dr Wieslaw KUFEL

Rachunek wariacyjny (klasyczny) obejmuje
metody szukania najwiekszych
i najmniejszych wartosci funkcjonalów
tj. funkcji, w których role zmiennej
niezaleznej spelniaja krzywe albo funkcje.
Zaczal sie rozwijac w 1696 roku, w którym
Jean BernouIJi opublikowal list z zadaniem
(sformulowanym obok) o linii najkrótszego
spadku, tzw. brachistochronie.

W mechanice obok mechaniki analitycznej
wyrózniamy mechanike ciala sztywnego
badajaca rozklady naprezen i odkurczen,
mechanike plynów, zajmujaca sie
cisnieni~m. przeplywami i oplywami cial,
mechanike gruntów, która bada cechy
fizyczne gruntu i jego zachowanie sie
pod wplywem obciazen itd.
W Uniwersytecie Warszawskim na

Wydziale Matematyki i Mechaniki
istnieje jedyny w Polsce uniwersytecki
kierunek studiów poswiecony mechanice.

gdzie v = lvi, u = lul.(I)

Ci~kawosc jest ta cecha czlowieka, która spowodowala, chyba w najwiekszym stopniu, ze nauka
postawila i rozwiazala tak duzo juz problemów. Ciekawosc Newtona - dlaczego jablko spada
z drzewa? - doprowadzila do powstania, a nastepnie burzliwego rozwoju mechaniki klasycznej,
ciekawosc Bernoulliego - jak zjechac (np. na nartach) po zboczu góry, by znalezc sie najszybciej
w ustalonym punkcie u jej podnóza? - spowodowala powstanie rachunku wariacyjnego, itd.
W tym artykule pragniemy sie zajac pytaniami, które pewnie nie doprowadza do powstania zadnej
nowej teorii, ale moga sie okazac ciekawe. Otóz zdarza sie, ze pies goni zajaca. Nic na to nie
poradzimy. Od nas natomiast zalezy w jakim stopniu fakt ten jest interesujacy. Interesowac sie
bowiem mozemy nie tylko tym, czy pies zlapie zajaca, ale i czasem, w którym poscig sie uda,
warunkami na to, by poscig sie nie udal, itd.

Odpowiedzi na te pytania poszukiwac bedziemy w mechanice. Dla wielu ludzi mechanika

kojarzy sie z walem korbowym, uszczelka w kranie, czy tez napisami na szyldach "mechanika

pojazdowa", "mechanika precyzyjna". Ta mechanika, o której tu mowa, jest krótko mówiac
nauka o ruchu i równowadze cial materialnych. W otaczajacym nas swiecie wyrózniamy rózne
obiekty: wode, kamien, jablko, Ziemie. Obok róznych swoich cech maja one te, ze zajmuja
(wypelniaja soba) miejsce w przestrzeni. Wiemy, ze wypelnianie to róznie wyglada i zalezy od
sposobu patrzenia: jesli patrzymy golym okiem, jest ciagle (bez dziur), jesli spojrzymy przez
mikroskop moze byc nieciagle (np. w kamieniu pojawia sie otwory), z kolei jesli popatrzy sie
na nie z dostatecznie duzej odleglosci obiekty zmaleja i moga byc utozsamiane z punktami.

Mechanike badajaca ruch i równowage punktów nazywa sie mechanika analityc.zna (teoretyczna).
Tak wiec w mechanice analitycznej realnym obiektom materialnym przyporzadkowujemy punkty
lub uklady punktów.

W ten sposób postapimy w naszym przypadku: uciekajacego zajaca i goniacego go psa
utozsamimy z dwoma punktami w przestrzeni kartezjanskiej R3• Ruch tych punktów opisywac
bedziemy zaleznosciami wspólrzednych polozenia od czasu x = x(t), y = y(t), z = z(t). Zgodnie

d f· .. dk .... kt . b d . k ( dx dy dz )
z e mlcJa, pre OSClaporuszaJacego Sie pun u nazywac e zlemy we tor -, -, -

dt dt dt

o skladowych równych pochodnym wspólrzednych polozenia wzgledem czasu. Dlugosc wektora

predkosci nazywac bedziemy szybkoscia. Po tych uwagach przejdzmy do rozwiazania problemu
pogoni. Dla uproszczenia zagadnienia zalozymy, ze teren, po którym biegnie pies i zajac jest
plaski, szybkosc psa i zajaca jest stala oraz ze predkosc zajaca ma staly kierunek. Problem

pogoni mozna wiec teraz sformulowac w nastepujacy sposób: wyznaczyc tor (krzywa) punktu A

poruszajacego sie w plaszczyznie (x, y) z predkoscia v = (dX_, ~), lvi = const., staledt dt

skierowana ku punktowi B poruszajacemu sie w tej plaszczyznie ze stala predkoscia u; u = const.
Staly wektor predkosci u = const wyznacza na plaszczyznie pewien kierunek, który bedzie
zgodny z kierunkiem osi x. Punkt B (punkt uciekajacy) porusza sie wiec po tej osi. Os y

poprowadzimy tak, by przechodzila przez pewien punkt Ao, w którym predkosc punktu A
(punktu goniacego) byla prostopadla do osi (rysunek obok). Ustalmy ponadto, ze czas zaczynamy
liczyc od chwili, gdy punkt A znajdowal sie w polozeniu Ao.

Rozpatrzmy najpierw przypadek, kiedy zwrot osi x jest zgodny ze zwrotem wektora u.

Dzielac droge punktu A równa i-;'A = s oraz droge punktu B równa OB przez odpowiednie
szybkosci otrzymujemy ten sam czas t:

s OBt=-=--
v u'

.;o

x

u

A

Av:~
c

y

o

tp = ~ABC

OC =x

AC =y

y

ff s
gdzie oznaczono: e = - a za t podstawiono zgodnie z (1) _o.v o

Rozlózmy wektor predkosci v na skladowe ~ i dy Z trójkata ABC mamydt dt

dx dy
(2) - = vcostp, - = -vsintp.

dt dt

W ostatniej równosci napisalismy znak minus, gdyz zwrot dy jest przeciwny do zwrotu osi y
(rysunek obok). dt

(3)

(4)

dy

Równanie (3) mozna przepisac w innej postaci
dx

x--y = es,
dy

OB-OC ut-x AC y
Poniewazcostp = ---- = ---', sintp = -- = --,

AB AB AB AB

po podstawieniu tych wyrazen do (2) i podzieleniu strónami równan (2) mamy

dx -ut+x

dx

A dT.

~y-~v :

dttL--~ .•.1

BC
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(5)

Krzywa pogoni - krzywa, po której porusza sie punkt A - opisana jest zwiazkami x = x(t)
oraz y = y(t). Nie jest to jedyny sposób jej przedstawienia. Wyliczajac np. z równania
y = y(t) czas i podstawiajac do zwiazku x = x{t) otrzymujemy zaleznosc x = x(t(y» = x(y).
W dalszym ciagu wspólrzedna x bedziemy tak wlasnie rozumiec: jako funkcje y.
Zrózniczkujmy obie strony (4) wzgledem y:

d2x ds
---y=e-.

dy2 dy

ds r-( dX)2Poniewaz ds2 = dx2+dy2, wiec - = - 1/ 1+ - (bierzemy znak minus, gdyzdy r dy

ze wzrostem y dlugosc s maleje) równanie (5) mozna przepisac w postaci

dy dp
(6) e-=-=,

y Y1+p2

Calkujac równanie (6) mamy

gdzie
dxp=--.
dy

(7)

dx
Niech OAo = a, wtedy dla y = a, p = - = O. Wynika to stad, ze os x byla poprowadzona

dy

jako styczna do krzywej x = x(y) w punkcie Ao. Uwzgledniajac ten warunek, z równania (7)
otrzymujemy c = - dna. Podstawiajac wyliczona stala c do równania (7) mamy

(8) (:r =p+Y1+p2.

Przeprowadzone rozumowanie, w wyniku którego otrzymalismy równanie (8), mozna
powtórzyc dla przypadku, w którym zwrot osi x jest przeciwny do zwrotu wektora u.
Otrzymamy wtedy (dowód jest analogiczny) równanie:

(9)

dx
Odejmujac i dodajac kolejno stronami równania (8) i (9) i uwzgledniajao, ze p = - otrzymamy

dy

2V1+(:;r =(~r+(~r"·

Otrzymane odpowiedzi rozwiazuja problem poscigu zajaca.

Zastosowany tutaj jezyk matematyki (oprócz precyzji sformulowania zadania) pozwala
wykorzystac wyniki do innych ale podobnych zagadnien.

l[a' l 1](wzór (10» równa sie: Xo = - --- + --- - ---- .
2 1- e2 a"(1+e) a-°(1- e)

Znajac wspólrzedna punktu spotkania Xo mozna wyliczyc (wzór (11» czas potrzebny do
zakonczenia poscigu: t = ABlu = xolu.

E 'i- l,

e = l.

dla

dla

(10)

(12)

Pierwsze równanie po scalkowaniu daje nam równanie toru

y'+" y'-0
2x+ct = ---

a<(1 + E)

y2
2X+C2 = --alny

2a

Stale c, i C2wylicza sie wykorzystujac (10) i uwzgl(;;dniajac warunek: x = O gdy y = a.
2ae a

Po prostych rachunkach otrzymuje sie zwiazki: Ct = - ----o C2 = - -alna.
l+e2 2

Równanie drugie pozwala wyliczyc odleglosc miedzy punktami A, B, mamy bowiem

]I (dX)2 AB2 CB2 (dX)'
(11) AB = + 1+ - y, gdyz -- = 1+-- = 1+ -

- dy AC2 AC' dy
Podstawiajac (10h do (11) otrzymujemy ostatecznie:

l [y<+t aO]

AB= ±- --+-- .
2 aO y-t

Analizujac równanie (12) toru poscigu mozna wykazac, ze dla E > 1 (tj. w przypadku,
gdy szybkosc punktu uciekajacego jest wieksza od szybkosci punktu goniacego) odleglosc AB

rosnie nieograniczenie, gdy y dazy do zera. Dla e = 1 (szybkosci sa równe) odleglosc ta
dazy do a2/2. W tych dwu przypadkach os x jest asymptota toru i punkty sie nigdy nie
spotkaja· Jesli natomiast e < 1, tor poscigu przecina os x w punkcie (xo, O), gdzie Xo

Rozwiazanie zadania M lOS. Dowód
przeprowadzimy meloda indukcji
matematycznej.

Dla n = 3 dana nierównosc przyjmuje
postac

1+..1..> ..1..+2.+..1..+..1..+..1..+..1..+..1..2 3 4 5 6 7 8 9'
Prawa jej strona równa jest

I
2520(840+630+504+420+360+315+

3349 3
. +280) = 2520 < T

Dla n =3 dana nierównosc jest wiec
prawdziwa.

Zauwazmy teraz, ze jest

(0) (n'~J + n'~2 + ... + n'~n)+

+(-2-1--1 + ... + 2 ~ I) <n +n+ n + +
n n+ I I I 2<--+----<-+-=-

n1+1 nl+n+l II II n

(kazdy skladnik w nawiasie jest nie wiekszy
od pierwszego). Zalózmy teraz, ze dla
pewnego II zachodzi dana nierównosc.
Wówczas

I I I I ( I
1+-+ ... +--+_ > _+ _+2 n-I n n n

+ _1-1 + ... + --;-) > _1-1 + ... +n+ n n+

I I I
+-;;> + n2+1 + ... + (n+l)'

(skorzystalismy z nierównosci (*».
Tak wiec na mocy zasady indukcji
matematycznej dana nierównosc jest
prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej
n ,. 3. Latwo sprawdzic, ze dla n = 2 jesl
ona falszywa.
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Laboratorium w domu

Mgr Krzysztof TABASZEWSKI

Ruch bez tarcia
Proponujemy Wam wykonanie kilku doswiadczen w warunkach, w których tarcie
jest tak male, ze praktycznie mozna je zaniedbac. Nalezy zaopatrzyc sie po prostu
w tor powietrzny. Co to jest? Slyszeliscie pewnie o poduszkowcach,
poruszajacych sie tuz nad ladem czy woda na poduszce sprezonego powietrza. Na
tej samej zasadzie dziala tor powietrzny. Skad go wziac? Najlepiej zbudowac
samemu. A wiec

Budujemy tor powietrzny.

lub

Moze byc taki jak na zdjeciu - wypróbowano go wielokrotnie. Moze
zmodyfikujecie konstrukcje, ale wtedy trzeba sie liczyc z mozliwymi
niepowodzeniami. A wiec do dziela.
Materialy jakie musimy zgromadzic, to:
1. rura duraluminiowa o srednicy 30-40 mm, grubosci scianki

1-2 mm i dlugosci 1,5-2 m (mozecie wypróbowac inny material),
2. korek o wewnetrznej srednicy rury,
3. miekka blacha aluminiowa o grubosci 2 mm,
4. gumki recepturki,
5. guma modelarska 1 mm x 1 mm lub 1 mm x 4 mm,
6. dwie deseczki o dlugosci okolo 30 cm,
7. cztery gwozdzie o dlugosci kilkunastu cm,
8. drut stalowy o srednicy 0,7-0,9 mm lub spiralne sprezynki wykonane

z podobnego drutu o dlugosci kilku cm i srednicy ok. 2 cm.
Narzedzia i przyrzady: 1. pilka do metalu,

2. wiertarka (wiertla 1 mm i 5.mm),
3. papier scierny do metalu,
4. odkurzacz dowolnego typu.
W rurze nawiercamy 160-180 otworów
o srednicy 1,1-0,9 mm.
Otwory rozmieszczamy w trzech rzedach
oddalonych od siebie tak, aby
patrzac na rure od góry bylo
widac 4 pasy równej szerokosci
(kat miedzy skrajnymi rzedami
otworów ok. 75-80°). Odleglosc miedzy
otworami w rzedzie - 3 cm. Otwory
rzedów bocznych przesuniete wzgledem
rzedu srodkowego o 1,5 cm.
Po nawierceniu otworów, za pomoca
preta i papieru sciernego czyscimy
rure od wewnatrz. Rure mozemy
umocowac za pomoca statywów
szkolnych, mozemy wykonac
odpowiednie nózki np. takie jak na
fotografii, mozemy tor polozyc na
klockach. Jeden koniec rury zamykamy
korkiem, do drugiego dolaczamy
odkurzacz
(najlepiej bez worka) tak, aby powietrze
bylo tloczone. Po torze poruszaja sie
wózki w ksztalcie odwróconej litery U
wygiete z paska miekkiej blachy
aluminiowej. Wysokosc wózka 125-140
mm, dlugosc 140-160 mm w zaleznosci
od srednicy rury uzytej do budowy toru.
Wózek o masie podwojonej ma dwa
razy wieksza dlugosc. Jezeli chcemy aby
wózek wielokrotnie przebyl dlugosc toru
(w modelu na fot. ok. 80 razy) musi.
odbijac sie sprezyscie od jego kónców
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sinx - O;

Rozwiazanie zadania M 104. Dla n ~ 1
mamy równanie

cosx-sinx = l,
czyli _1_ cosx- _1_ sinx = _1_,

Vi" Vi" Vi"
1t ,rt. n

cos"icosx-slD"4smx = COl "4 ,

cos(-i- +x) = cos-i-,

skad ~ +x = ~+2k7t lub ~ +x+ ~ =4 4 4 4
= 217t (k, I - liczby calkowite), a wiec

. 7t

x = 2k7t lub x = (41-1) T'
Dla n = 2 mamy równanie

cos2x- sin2x == l
czyli cos2x = l,
skad 2x = 2m7t, x = m7t (m - liczba

calkowita).
Niech teraz n 50 2. Dane równanie motna

napisac w postaci

cos"x-sin"x = cos1x+sin2x

czyli coslx(l-cosn-lx)+sinlx(sinn-lx+ I) =
= O.

Obydwa skladniki wyst~pujace po lewej

atronie ostatniego równania sa nieujemnc,
wiec ich suma jest równa zeru wtedy,

i tylko wtedy, Sdy obydwa sa równe zeru:

cos1x(l-cosn-1x) = O,

sin1x(sinn-1x+ l) = O.

Uklad ten jest rownowatny alternatywie
ukladów

A) cosx = O, B) cosn-lx = l,

sinx == O; sion-Ix == - 1;

C) cosx - O, D) cosn-lx = l,
sin,,-1x =- - t; sinx::= O.

Uklady A) i B) sa, wobec totsamosci

cos1x + sin1x - l, sprzeczne. Uklad e)
jest rozwiazalny tylko dla nieparzystych

n i wówczas spelniaja SO liczby
7t

x- (4m+3)T'
Uklad D) jest z kolei równowatny
ukladowi

cosx == t.

f
lub, przy parzystym n, alternatywie Dl)
i ukladu

Dl) cosx - -l,

sinx sa O.

Uklad Dl) ma rozwiazanie x = 2p7t,
uklad Dl) zat x = (2r+ 1)7t. Dane

równanie przy n > 3 jest wiec spelnione

a) dla n parzystych przez x - rn

b) dla n nieparzystych przez x = 2p7t lub
lt

x - (4m+3)T'

Zderzaki w najprostszej wersji, to napieta guma modelarska miedzy dwoma
gwozdziami wbitymi w deseczke. Deseczke obciazamy lub przykrecamy imadlem
do stolu. Gume rozpinamy na takiej wysokosci, aby wózek uderzal w nia na
wysokosci swojego srodka ciezkosci tzn. 2-3 cm pod rura toru.
Mozemy juz badac ruch zmienny, jednostajny oraz przemiany energii.
Najpiekniejsze sa jednak zderzenia!
Zderzakami wózków beda spiralne sprezynki. Do ich zamocowania wycinamy
dwie blaszki o szerokosci nieco wiekszej niz srednica posiadanej sprezynki
(np. 25-30 mm) i dlugosci wiekszej o ok. 1 cm od grubosci wózka (40-50 mm).
Blaszki mocujemy do wózka tuz pod rura za pomoca gumki recepturki. Pod
gumke wsuwamy koniec spiralnej sprezynki. Do badania zderzen dwu mas
wystarczy jedna sprezynka, drugi wózek zaopatrujemy tylko w blaszki.

Kilka praktycznych rad

Jezeli bedziecie chcieli skonstruowac inny tor, pamietajcie, ze zmniejszajac liczbe
otworów i ich powierzchnie, powiekszamy cisnienie powietrza (w naszym torze
przy jednym koncu rury 35 cm slupa wody, przy drugim koncu nieco inne,
dlaczego?), rosnie nosnosc toru, maleje wysokosc poduszki. Zbyt duze cisnienie
moze jednak przeciazyc odkurzacz.
Rura o wiekszej srednicy zapewni wieksza nosnosc. Wózki z grubszej blachy
o wiekszej masie beda mialy wieksza energie kinetyczna - dluzej bedzie trwal ich
ruch po torze. Blache na wózki wycinajcie pilka do metalu (nozyce znieksztalca
brzegi wózka). Na-rure polózcie kawalek papieru sciernego i dotrzyjcie
wewnetrzna powierzchnie wózka. Wykonajcie specjalny rozgaleznik (2 gniazda
na desce), aby mozna bylo w szereg z odkurzaczem wlaczyc kuchenke elektryczna
o mocy 600-800 W, odkurzacz bedzie ciszej pracowal, wózek bedzie lepiej
poruszal sie przy malych predkosciach. Rure i blache aluminiowa kupicie w sklepie
z materialami dla majsterkowiczów.

Pora na doswiadczenia

1: WYZNACZANIE OPORÓW RUCHU

Umieszczamy tor dokladnie poziomo, wlaczamy odkurzacz. Ustawiamy wózek
i lekkim uderzeniem nadajemy mu ruch postepowy. Wózek powinien przebyc
kilkadziesiat razy droge tam i z powrotem po torze. Straty energii sa minimalnei nastepuja na skutek zderzen z odbojnikami oraz oporów powietrza. Mozna
ocenic, które straty sa mniejsze wykonujac dwie serie pomiarów przy tej samej
predkosci poczatkowej wózka (jak to zapewnic?) skracajac przy drugiej serii
pomiarów dlugosc toru. Spróbujcie wyznaczyc ilosciowo wspólczynnik tarcia.

2. BADANIE ZDERZEN SPREZYSTYCH

Tor ustawiony poziomo. Umieszczamy na nim dwa wózki o tej samej masie,
z których jeden ma odbojnik sprezynowy. Jeden wózek umieszczamy nieruchomo
na srodku toru. Drugiemu nadajemy nieznaczna predkosc, latwa do wyznaczenia
przez pomiar drogi i czasu Obserwujemy zderzenie i predkosc wózków po
zderzeniu. Czy wynik jest zgodny z obliczeniami? Powtarzamy d'Oswiadczenie
przy nierównych masach wózków.

3. ZASADA ZACHOWANIA PEDU

Dwa wózki o znanych masach zwiazujemy nitka tak, aby dzielaca je sprezyna
byla scisnieta. Wózki sa poczatkowo nieruchome, a wiec ped ukladu równa sie
zeru. Przepalamy nitke - wózki rozjezdzaja sie w przeciwne strony. Czy ped
ukladu pozostanie równy zero? Sprawdzcie.
4. Nachylamy nieznacznie tor pod katem do poziomu, tak aby skladowa
przyspieszenia ziemskiego równolegla do toru byla bardzo mala. Pozwoli to na
dokladne pomiary ruchu jednostajnie przyspieszonego.

A co jeszcze?
Zaproponujcie inne doswiadczenia. Najciekawsze doswiadczenia wraz z nadeslanym
zdjeciem toru opublikujemy.
Model toru zostal wykonany w Zakladzie Dydaktyki Fizyki U.W. Wdrozeniem jego
do produkcji zajmuje sie Osrodek Badawczo'-Rozwojowy Pomocy Szkolnych.
Pierwsze egzemplarze produkowane seryjnie dotra do szkól prawdopodobnie
dopiero w 1978 roku.
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