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Atomista Demokryt i inni Dr Marek KORDOS

Zyjacy na przelomie V i IV w. p.n.e. grecki filozof (czyli uczony) Demokryt z Abdery byl, jak
wiadomo, twórca teorii atomistycznej. "Mniej wiadomo" jednak, ze teoria ta byla pewna
koncepcja matematyczna i o tyle tylko dotyczyla budowy materii, o ile matematyka materie
(wówczas) opisywala. Chodzilo mianowicie o to, ze kazda figura geometryczna (ewentualnie
mozna w tym miejscu powiedziec - obiekt materialny) ma sie skladac z drobnych, bardzo
drobnych czesci niepodzielnych, która to niepodzielnosc w jezyku greckim okreslana jest slowem
atomos (znamy je: a - to przedrostek uzywany do dzis w róznych jezykach jako synonim nie,

zas rdzen slowa wystepuje powszechnie jako okreslenie podzialu ksiazki na oddzielnie zszyte
czesci). Idea przyswiecajaca przyjeciu takiego zalozenia byla nastepujaca: jezeli nasypiemy do
powierzchni stozkowej piasku do pelna, a potem przesypiemy ten piasek do prostopadlosciennego
pudelka o podstawie bedacej kwadratem l x l, to wysokosc piasku w pudelku bedzie w

~rzyblizeniu równa objetosci stozka. Atomy Demokryta to hipotetyczny "piasek" dajacy
dokladne wyniki. Trudniej moze dac wyobrazenie o charakterze dwuwymiarowych czy
j~dnowymiarowych atomów, ale i takie mialy zdaniem Demokryta istniec, dajac moznosc
scislego ustalania wielkosci pól figur (kwa<;lratura) i dlugosci krzywych (rektyfikacja).
Idea Demokryta nie byla popularna. Zarzucano jej niezgodnosc z koncepcjami Talesa - bo jesli
atom nie ma srednicy, to nie istnieje, jesli zas ma, to jak zmierzyc nim odcinek krótszy? Mozna

zauwazyc tez, ze jesli wnetrze sfery o promieniu l napelnimy kulami o promieniu l, to otrzymamy
4

wlasciwa objetosc. Jesli jednak zmniejszymy promien (lepszy "piasek") do --, to otrzymamy jako
7
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objetosc sfery - < - objetosci rzeczywistej. Potem przy - bedzie lepiej (choc bardzo zle) __ ,
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potem znów troche gorzej, potem znów lepiej - slowem nalezaloby dowiesc, ze przy zmniejszaniu
promieni kul wypelniajacych otrzymujemy coraz lepsze przyblizenia. Ale i wówczas, gdybysmy
umieli to zrobic, pozostanie pytanie, czy nie lepiej byloby jakos tak po prostu i dokladnie,
bez piasku.

Podobne idee wyznawal Archimedes. On jednak uzywal nie piasku, a wody, co do której natury
w Starozytnosci nie bylo ustalonej opinii. Tu z kolei nasuwajacym sie zarzutem byla
"niematematycznosc" metody.

Problem ustalenia dokladnej objetosci, pola, dlugosci w odniesieniu do dowolnej figury
geometrycznej pozostal otwarty az do XVII stulecia. Powstale wówczas nowe metody
matematyczne (geometria analityczna - Kartezjusz, rachunek rózniczkowy i calkowy - Newton,
a wlasciwie Leibniz) pozwolily ustalac miary dla dosc znacznej ilosci figur - wlasciwie dla
wszystkich praktycznie stosowanych. Równoczesnie Cavalieri i Torricelli wykazali, ze caly
problem da sie sprowadzic jedynie do rektyfikacji - gdybysmy umieli znalezc dla dowolnej
krzywej odcinek prostej o tej samej co krzywa dlugosci, umielibysmy poradzic sobie z miarami
w wyzszych wymiarach (plaska, przestrzenna). Poszukiwano wiec ciagle takiej metody, która
pozwolilaby zrektyfikowac dowolna krzywa.

Dopiero jednak w XIX wieku sprawe postawiono "na glowie", co okazalo sie zabiegiem
wlasciwym. Mianowicie zaczeto sie zastanawiac nie nad tym, jakie wlasnosci powinna miec krzywa,
aby ja mozna bylo zrektyfikowac, lecz nad tym, jakie wlasnosci powinna miec prosta, aby mozna
bylo znalezc na niej potrzebne w rektyfikacji punkty. A wlasciwie punkt - bo jeden koniec
odcinka mozemy obrac !iowolnie - sztuka polega tylko na znalezieniu drugiego. Ostatecznie
tak postawiony problem znalazl rozwiazanie sto lat temu. Wyglada to tak: jezeli dlugosc
jakiejs krzywej umiemy dowolnie przyblizyc dlugosciami odcinków (i z dolu i z góry), to istnieje
odcinek dokladnie tej dlugosci, co krzywa. Taki postulat nazywany jest aksjomatem Dedekinda.
Bywa on formulowany przewaznie nie geometrycznie, a arytmetycznie - linia prosta jest
utozsamiana ze zbiorem liczb rzeczywistych.

Krótko nazywa sie wyzej podana wlasnosc prostej ciagloscia. Slowo to jest mylace - kojarzy sie
z ciagloscia funkcji. W poprawnej terminologii matematycznej nalezaloby nazwac te wlasnosc
zupelnoscia· Jednak we wszystkich jezykach nazywa sie aksjomat Dedekinda aksjomatem.
ciaglosci i tak juz pewnie zostanie. Podobnie jak Demokryt pozostanie zapewne zawsze twórca
atomistycznej teorii budowy materii.
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Analiza, Oedekind i Cantor
Sztuka w trzech aktach z prologiem i epilogiem

Doc. dr Piotr MANKIEWICZ

Definicja kresu górnego zbioru:
Kresem górnym zbioru A nazywam)'

najmniejsza liczbe rzeczywista x taka. ze dla
kazdego a E A zachodzi a '" x. Kres górny
zbioru A (o ile istnieje) oznaczamy zwykle
przez supA.

Definicja zbioru przeliczalnego:
Zbiór nieskonczony A nazywa sie
przeliczalnym, jezeli istnieje funkcja
przeksztalcajaca zbiór liczb naturalnych
na ten zbiór.

Takie podcialo tworza np. liczby wymierne.

Prolog. Rzecz dotyczy pytania: na ile Dedekind jest potrzebny Analizie?
Akt I. Zawiazanie akcji, czyli co to jest Analiza i co ma
z tym wspólnego Dedekind; pojawienie sie Cantora.

Cialo &l liczb rzeczywistych, które poznajemy (a raczej powinnismy poznac) w szkole sredniej
jest opisane pewnym ukladem aksjomatów. Aksjomaty te mozna podzielic na dwie klasy;
pierwsza klase stanowia wszystkie aksjomaty z wyjatkiem jednego - tzw. Aksjomatu Dedekinda.

Aksjomaty pierwszej klasy maja charakter arytmetyczno-porzadkowy. Mówia one m.in., ze

dzialania arytmetyczne na liczbach rzeczywistycp sa laczne, przemienne, ze odejmowanie jest
wykonalne zawsze, a dzielenie - tylko przez liczby rózne od O; ze mnozenie jest rozdzielne
wzgledem dodawania; ze dodawanie i mnozenie przez liczby dodatnie zachowuja porzadek (tzn.
nierównosci) itd. Cecha wspólna tych aksjomatów jest to, ze mówia one o wlasnosciach liczb
rzeczywistych. Zupelnie inny charakter ma Aksjomat Dedekinda. Opisuje on pewna wlasnosc
podzbiorów liczb rzeczywistych.
Mianowicie:

Aksjomat Dedekinda. Kazdy ograniczony podzbiór liczb rzeczywistych ma kres górny. (Definicja
kresu górnego znajduje sie na marginesie.)

Nieco trudniej jest powiedziec, co to jest Analiza. Najlepsze okreslenie, jakie potrafie wymyslic,
jest nastepujace: Analiza jest to zbiór twierdzen, dajacych sie wyprowadzic z aksjomatów ciala
liczb rzeczywistych, opisujacych pewne wlasnosci funkcji o wartosciach rzeczywistych okreslonych
na podzbiorach liczb rzeczywistych.
Najlatwiej wyjasnic, o jakie wlasnosci tutaj chodzi, na przykladzie dwóch podstawowych
twierdZen Analizy.
Twierdzenie 1 (Darboux). Jezeli funkcja ciagla f: <a, b> --+ fll przyjmuje na koncach przedzialu
<a, b> wartosci róznych znaków, to wewnatrz przedzialu istnieje taka liczba c, ze f(c) = O.

Twierdzenie 2 (Lagrange). Jezeli funkcja ciagla f: <a, b~ --+ fll jest rózniczkowalna wewnatrz

przedzialu <a, b>, to wewnatrz tego przedzialu istnieje punkt c taki, ze f(b) - f(a) = f'(c)(b-a).
Zanotujmy Jeszcze jedno twierdzenie Analizy.
Twierdzenie 3 (Cantor). Cialo liczb rzeczywistych nie jest przeliczalne. (Definicja zbioru
przeliczalnego znajduje sie na marginesie.)

Akt II. Czy wszystkie liczby rzeczywiste sa rzeczywiscie
potrzebne, czyli tragiczny koniec Analizy.

Zeby zobaczyc, co sie stanie z Analiza, kiedy zabraknie Aksjomatu Dedekinda, wezmy dowolne
mniejsze podcialo 9 ciala liczb rzeczywistych. tzn. taki zbiór liczb, w którym spelnione sa

wszystkie aksjomaty nalezace do pierwszej klasy. Poniewaz 9 c &l, to istnieje Xo E fll "'!?'.
Niech a i b beda takimi liczbami rzeczywistymi nalezacym! do !?', ze a < Xo <. b (takie liczby
musza istniec!). Niech A = {x E9:a < x < xo}. A jest zbiorem ograniczonym. W ciele!?'
nie jest spelniony Aksjomat Dedekinda, gdyz z tego, ze sup A = Xo i Xo tt 9 wynika, ze w ciele !?'
zbiór A nie ma kresu górnego. Gdyby Twierdzenia Analizy nie zalezaly od Aksjomatu Dedekinda,
tzn. dawaly.sie wyprowadzic z aksjomatów nalezacych do pierwszej klasy, to poniewaz!?'
spelnia wszystkie aksjomaty nalezace do pierwszej klasy, bylyby one prawdziwe dla funkcji
okreslonych na podzbiorach 9 o wartosciach w!?'. Tak jednak nie jest. Np. okreslmy funkcje

f: <a, b>il' --+ 9, gdzie <a, b>il' oznacza odcinek domkniety w 9, tzn. <a, b>il' = {x E !?':a.;; x.;; b},
wzorem

{-l dla a';; x < Xo,
f(x) =

1 dla Xo < x';; b.
Latwo mozna zauwazyc, ze spelnia ona zalozenia twierdzen 1 i 2, natomiast tezy tych twierdzen

nie zachodza. Z definicji f wynika, zef(c) # O dla kazdego c E <a, b>1?'takze teza twierdzenia 2
nie moze zachodzic, gdyz f' (c) = O dla kazdego c E (a, b) if(b) - f(a) = 2.
Poniewaz cala nasza konstrukcja wynikla z faktu, ze istnieje Xo tt 9, z rozwazan powyzszych
mozna wyciagnac
Wniosek 1. Kazda liczba rzeczywista jest rzeczywiscie potrzebna Analizie .

. Z drugiej strony mozna pokazac, ze rezygnacja z Aksjomatu Dedekinda spowoduje nie tylko
"zawalenie sie" twierdzen: 1 i 2. Rezygnacja taka spowoduje tragiczny koniec Analizy - zawali
sie w niej praktycznie wszystko. Zostana tylko nieciekawe ruiny.
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Kazda taka definicja jest zdaniem
zbudowanym ze skonczonej ilosci znaczków.
a do dyspozycji mamy w ogóle skonczona ich
ilosc. Ciagów skonczonych o wyrazach ze
skonczonego zbioru - a zatem i konkretnych
definicji jest przeliczalna ilosc.

Zbiór funkcji w Analizie Definiowalnej
jest wystarczajaco obszerny. Funkcji tych
wystarczy inzynierom, by mogli budowac
domy, mosty a nawet pojazdy kosmiczne.
Wystarczy ich takze matematykom. Tak
naprawde to funkcji tych wystarczy
wszystkim. Nikt z nas nie ma zadnej szansy

spotkac sie z funkcja niedefiniowalna
w praktyce. Dlaczego?

~, -..c...

~tt~l:
;:;j;~:'7~.
(~(\ l

G~ ~U'4-~ I, ",(/'0

~lJJ>~'~.}j

Akt III. Cudowne ocalenie Analizy, czyli liczby i funkcje definiowalne.
Cale nieszczescie wyniknelo z tego, ze chcielismy z jednej strony zmniejszyc zbiór liczb
W Analizie, a z drugiej strony - pozostawic zbiór funkcji praktycznie bez zmian. Zawalenia sie
Analizy mozna uniknac, jezeli odpowiedniemu zmniejszeniu zbioru liczb towarzyszy odpowiednie
zmniejszenie zbioru funkcji. Oto jeden z takich sposobów. Niech !'fi bedzie podzbiorem liczb
rzeczywistych, zlozonym z liczb definiowalnych za pomoca dzialan arytmetycznych, liczb
naturalnych, zbioru liczb naturalnych, indukcji i kresu górnego (tzn. z liczb, które mozna
"konkretnie" zdefiniowac za pomoca tych pojec).

Latwo mozna pokazac, ze !'fi jest podcialem ciala liczb rzeczywistych. Np. zeby pokazac, zel
jezeli x E !'fi, to z = - E !'fi; wystarczy zauwazyc, ze liczbe z mozna zdefiniowac nastepujaco:x

"z jest jedyna liczba taka, ze z . x = l, gdzie x jest zdefiniowane przez ... "

Poniewaz zbiór wszystkich "konkretnych" definicji jest przeliczalny, zatem cialo !'fi jest
przeliczalne; a wiec !'fi jest istotnie mniejsze niz cialo liczb rzeczywistych (por. twierdzenie 3).
Umówmy sie, ze przez podzbiór ciala !'fi bedziemy rozumieli podzbiór !'fi definiowalny za
pomoca pojecia "liczby definiowalne" i pojec wymienionych wyzej. Mozna udowodnic, ze dla
ciala !'fi i jego podzbiorów (definiowalnych) spelniony jest Aksjomat Dedekinda, tj. kazdy
ograniczony podzbiór definiowalny w !'fi ma kres górny nalezacy do !'fi.

Wniosek 2. Cialo D spelnia wszystkie aksjomaty ciala liczb rzeczywistych (przy interpretacji:
podzbiór = podzbiór definiowalny).
Rozwazmy wszystkie funkcje definiowalne z fJt w fJt.

Twierdzenie 4. Kazda funkcja definiowalna przeprowadza liczby definiowalne w liczby definiowalne.

Dowód: Jezeli x jest liczba definiowalna, a f jest funkcja definiowalna, to definicja z = f(x)
wyglada nastepujaco:
"z jest jedyna liczba rzeczywista taka, ze z = f(x), gdzie f jest zdefiniowane przez ... , a x jest
zdefiniowane przez ... ".
Zatem jezeli ograniczymy sie do liczb, podzbiorów i funkcji definiowalnych, to w otrzymanym
modelu spelnione beda wszystkie aksjomaty ciala liczb rzeczywistych, a wiec prawdziwe beda
wszystkie twierdzenia Analizy (bo mozna je z tych aksjomatów wyprowadzic).
Nazwijmy sobie te teorie Analiza Definiowalna.
Wniosek 3. Mimo zmniejszenia ciala liczb rzeczywistych Analize udalo sie jednak uratowac.

Wniosek 4. W obrebie Analizy Definiowalnej wszystkie twierdzenia Analizy sa prawdziwe przy
nastepujacej interpretacji:

liczby rzeczywiste - liczby rzeczywiste definiowalne
podzbiory liczb r2;CCzywistych- definiowalne podzbiory liczb

definiowalnych
funkcje - funkcje definiowalne
itd ...

W szczególnosci, w obrebie Analizy Definiowalnej prawdziwe jest twierdzenie 3 (porównaj
Definicje zbioru przeliczalnego). To znaczy, ze zachodzi
Twierdzenie 5 (Cantora dla Analizy Definiowalnej). Cialo !'fi nie jest przeliczalne.

Epilog. Zaskakujace konsekwencje, czyli jak przeliczalnosc zbioru
(i nie tylko ona) moze zalezec od naszego obrazu swiata.
Na poczatku aktu III stwierdzilismy, ze cialo !'fi jest przeliczalne, na koncu zas tego samego
aktu podalismy twierdzenie Cantora mówiace, ze cialo !'fi nie jest przeliczalne. Sprzecznosc!
Chcielismy ocalic Analize, a w efekcie utopilismy Matematyke. Sprawa domaga sie wyjasnienia!
Wyjasnienie takie jest stosunkowo proste. To, czy pewien zbiór A jest przeliczalny, czy nie,
nie jest wlasnoscia absolutna tego zbioru. Moze to w pewnych wypadkach zalezec od
przyjetego obrazu (modelu) "swiata". Mianowicie, w naszym przykladzie
l o - w przypadku Analizy model zawieral duzo elementów i duzo funkcji - a wiec nic dziwnego,
ze wsród nich znalazla sie funkcja f odwzorujaca zbiór liczb naturalnych na zbiór !'fi - co
spowodowalo, ze zbiór !'fi z punktu widzenia Analizy jest przeliczalny (porównaj Definicje
zbioru przeliczalnego),r- w przypadku Analizy Definiowalnej - model zawieral mniej elementów i mniej funkcji.
Twierdzenie Cantora dla Analizy Definiowalnej orzeka, ze tych funkcji jest tak malo, ze nie
znajduje sie wsród nich zadha funkcja odwzorowujaca liczby naturalne na !'fi.

Poniewaz dodawanie jest "efektywnie" wykonalne, wiec w kazdym modelu Analizy 2+2 musi
sie równac 4. Natomiast przeliczalnosc zbioru nie jest efektywnie sprawdzalna. To znaczy - nie
istnieje skonczony algorytm pozwalajacy rozstrzygnac, czy dany zbiór jest przeliczalny, czy nie.
Zdarza sie, ze w przypadku takich nieefektywnych pojec odpowiedz na pytanie zalezy
od przyjetego -modelu swiata. I tak wlasnie jest z przeliczalnoscia zbioru !'fi.

Podobnym nieefektywnym postulatem jest uzywany w Geometrii Aksjomat Archimedesa:
Odkladajac wielokrotnie na prostej dany odcinek a mozemy uzyskac odcinek wiekszY od danego
odcinka b.

I w tym wypadku odpowiedz na pytanie, czy tak jest naprawde, zalezy od przyjetego modelu
Geometrii.
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Rozwiazanie zadania M 132
Dowód ciaglosci funkcji g wzgledem kazdej
zmiennej jest standardowy i pozostawiamy
go Czytelnikowi.
Dla dowodu nieciaglosci funkcji g w punkcie
(O,O)zauwazmy, ze w dowolnym otoczeniu
tego punktu znajduja sie punkty o równych

wspólrzednych,np. (~, ~), gdzie n jest
dostatecznie duza liczba naturalna. Zachodza

równosci g (~, ~) = { ,g(O, O) = O.
Funkcja g nie jest wiec ciagla w punkcie (O,O),
gdyz w dowolnie malym otoczeniu punktu (O,O)
znajduja sie punkty, w których funkcja
przyjmuje wartosci rózniace sie od wartosci

funkcji w tym punkcie co najmniej o { •

Ciaglosc i nieciaglosc w fizyce

Prof dr Grzegorz BI ALKOWSKI
W fizyce czesto spotyka sie przyklady pojec czy tez rozumowan, które najwyrazniej nie sa
umotywowane doswiadczeniem, mimo ze zwyczajowo, calkiem zreszta slusznie, podkresla sie,
iz wlasnie eksperyment jest podstawa fizyki. Czyzby wiec te "pozaeksperymentalne" elementy
fizyki byly "nienaukowe"? Czyzby byly one pozostalosciami dawnych etapów rozwojowych tej
nauki, których nie zdolala ona z-siebie jeszcze wyplenic? Czy tez przeciwnie, sa one uprawniona'
czescia fizyki?
Aby na pytania te odpowiedziec, rozpatrzmy najpierw kilka przykladów.

1. Jedna z podstawowych czynnosci fizyka jest pomiar. Mierzac cokolwiek, uzywa on
okreslonych jednostek. Na pierwszy rzut oka oceniamy, ze jest rzecza obojetna, jak beda
jednostki te wybrane. Jednakze, poniekad wbrew temu oczekiwaniu, nie mierzymy czasu np.
w uderzeniach serca lub zdrowaskach, ani tez odleglosci np. w stopach czy tez lokciach, lecz
odpowiednio w sekundach i metrach oraz w jednostkach pochodnych. Co wiecej, z definicjami
tych jednostek tez dzieja sie jakies dziwne rzeczy. Metr na przyklad odnoszono poczatkowo do
obwodu Ziemi, potem wykonano wzorzec "ze stopu platynowo-irydowego", a teraz jednostke te
wiaze sie z dlugoscia fali swiatla odpowiadajacej okreslonemu rodzajowi promieniowania
okreslonego rodzaju atomów. Dlaczego?

2. "Wiadomo", ze ciala przyciagaja sie sila grawitacyjna odwrotnie proporcjonalna do drugiej
potegi ich wzajemnej odleglosci. Jest jednak rzecza jasna, ze wyniki eksperymentalne moglibysmy
w granicach bledu odtworzyc, zakladajac, ze potega ta nie jest równa dokladnie 2, lecz 1,999 ... 9
z dostatecznie duza liczba dziewiatek. Tymczasem w podrecznikach figuruje zawsze r-1•
Dlaczego?

3. Jak glosi znana anegdota, która w dodatku jest najprawdopodobniej prawdziwa, Newton

powzial swoja idee prawa powszechnego ciazenia pod wplywem widoku spadajacego jablka.
Kolejny krok jego rozumowania polegal na zadaniu sobie pytania, czy cialo umieszczone tak
daleko od Ziemi jak Ksiezyc takze by na nia spadalo. Co za pomysl! Biorac pod uwage, ze
jablko tylko w niewielkim stopniu przypomina Ksiezyc, nie widac powodu, aby ruchem (i to tak
odmiennym!) obu tych cial rzadzilo to samo prawo. Jablko np. sklada sie z substancji
organicznych: czemu nie mialyby tu dzialac jakies "sily witalne"?

4. Teoria Newtona dostarcza nam oszalamiajaco pieknego wyjasnienia ruchów planet. Jednakze

w poczatku XIX wieku stalo sie jasne, ze ruch naj dalszej ze znanych wówczas planet, Urana, nie
spelnia scisle przewidywan wynikajacych z teorii Newtona. Oczywiscie mozna by odrzucic te
teorie. Le Verrier i Adams zaryzykowali jednak inna hipoteze, zakladajac, ze poza Uranem krazy
wokól Slonca jeszcze jedna planeta, której wplyw na ruch Urana wyjasnialby odstepstwa od
leorii Newtona. I rzeczywiscie, w roku 1846 Gal\e wykryl te planete (Neptuna). Podobne
rozwazania doprowadzily do wykrycia kolejnej planety, tj. Plutona (1930). Warto jednak
wiedziec, ze takze ruch Merkurego nie stosuje sie scisle do przewidywan teorii Newtona. I tym

razem Le Verrier w r. 1859 spróbowal tego samego wyjasnienia, postulujac istnienie planety
jeszcze blizszej Sloncu niz Merkury (Wulkana). Planeta ta, co wiecej, pod wplywem poteznych,
jak widac, sil psychologicznych, az dwukrotnie zostala odkryta (1859, 1876); jak wiadomo, byly to
doniesienia bledne. Zaproponowano wiec jeszcze inna hipoteze, w której niczego nie trzeba by
juz odkrywac, a mianowicie, ze miedzy Merkurym a Sloncem znajduje sie smuga rozrzedzonej
materii, która tlumaczylaby odstepstwa ruchu Merkurego od przewidywan newtonowskich.

Hipoteza ta jednak nie zostala zaakceptowana. Dlaczego? Poprawne rozwiazanie problemu
Merkurego daje ogólna teoria wzglednosci. Dlaczego wlasnie ta teoria znalazla uznanie wsród
fizyków?
S. Przyspieszenie jest pochodna predkosci wzgledem czasu. Pochodne, jak wiadomo, mozna
obliczac tylko w tym obszarze argumentów, w którym funkcja rózniczkowana jest ciagla. Znaczy
to, ze zakladamy, mniej lub bardziej milczaco, ze predkosc jest funkcja ciagla czasu. Na jakiej
podstawie czynimy to zalozenie?
Wprawdzie tylko ostatni punkt nawiazuje wprost do tytulu niniejszego artykulu, jednakze warto
przynajmniej przez chwile rozpatrywac wszystkie punkty lacznie, gdyz rzucaja one wspólnie
swiatlo na to, co w fizyce, a ogólniej w nauce, jest w gruncie rzeczy pozanaukowe.
WrÓCmy do przykladu z jednostkami miary. Oczywiscie kazdy badacz móglby wyrazac wyniki

swoich pomiarów w dowolnych jednostkach, na przyklad dlugosc we wlasnych stopach. Gdyby
jednak tak bylo, uzyskane przez niego wyniki nie moglyby byc sprawdzane przez innych badaczy.
Co wiecej, jednostki nalezace do ukladu takiego jak np. cal (grubosc kciuka), stopa, lokiec, mila
itd. pozostaja w skomplikowanych stosunkach arytmetycznych, co utrudnia efektywne
poslugiwanie sie nimi. Jest chyba oczywiste, ze dziesietny uklad metryczny najlepiej sluzy sprawie
kilku zasad przyjmowanych w fizyce, do których nalezy zaliczyc intersubiektywnosc wyników
oraz wygode w poslugiwaniu sie aparatem rachunkowym.
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Rozwiazanie zadania F 44
Niecb lc oznacza moment bezwladnosci

plyty wzgledem osi C, a IC(II) - jej moment
bezwladnosci wzgledem osi C(a) tworzacej kat a

z osia C (rys. 1). IC(II) jest ciagla funkcja a
(dlaczego 1). Wezmy teraz pod uwage plyte i dwie.
dowolnie wybrane. wzajemnie prostopadle osie
C l i C z przecbodzace przez zadany punkt O

(rys. 2). Zalózmy. zelCI i' lcz.
W przeciwnym bowiem wypadku same osie
C, i C, spelnialyby warunki zadania.

Obracajac osie C, i Cz wokól punktu O
mozemy przeprowadzic CI W C:1
i jednoczesnie Cz w CI' przy tym lc I
w sposób ciagly przecbodzi w Icz, a lc.
w ICI' Z wlasnosci Darboux (patrz artykul

P. Mankiewicza) dla funkcji le ,(II) - ICz(lI)
wynika, ze dla co najmniej jednej z wartosci
kata a z przedzialu (0,90°) musi zacbodzic
równosc momentów bezwladnosci:

IC,(a) = ICz(a)'
a to konczy dowód.

Czytelnik zecbce zwrócic uwage, ze uzyta
tu metoda dowodu jest pewna odmiana

metody uzytej przez H. Steinbausa w dowodzie

twierdzenia gloszacego, ze na kazdej
zamknietej krzywej ciaglej mozna opisac

kwadrat (H. Steinbaus, Kalejdoskop

Matematyczny, PZWS, Warszawa 1956,
str. lOS).

Rys. I

Rys. 2

Przyklad z prawem Newtona (równie dobrze mozna by tu mówic o prawie Coulomba) swiadczy,
ze w fizyce przyjmuje sie zalozenie naj prostsze do chwili ewentualnego wykazania, ze nie jest to
poprawne. Wprawdzie potega ,,2" moze byc równie dobra z punktu widzenia doswiadczenia
jak ,,1,999999", lecz operacje na dwójce sa znacznie prostsze. Chcialoby sie powiedziec, ze
2 przelyka sie gladko, a 1,999999 jak jeza. Co wiecej, w wypadku ,,2" rozwiazanie problemu
ruchu w ukladzie dwu cial jest wyjatkowo piekne: otrzymujemy ruch po jednej z krzywych
stozkowych, np. po elipsie, ustalonej w przestrzeni. Kazde odstepstwo od 2 powoduje, ze na ruch
ten naklada sie ruch inny, ruch obrotu tej elipsy w jej plaszczyznie, co powoduje, ze ruch
wypadkowy odbywa sie po krzywej rozetkowej. Lecz cóz, natura jest przekorna. Okazuje sie,
ze rzeczywisty ruch w polach Newtona i Coulomba jest wlasnie ruchem rozetkowym. Mimo to
jednak odrzucamy mozliwosc odstepstwa od 2, wyjasniajac istnienie obrotu elipsy efektami
relatywistycznymi. Mianowicie, na tej czesci elipsy, która lezy blizej ogniska odpowiadajacego
centrum sil, cialo poruszajace sie (Ziemia czy tez elektron) porusza sie szybciej, a wiec ma nieco
wieksza mase, zgodnie z zasadami teorii wzglednosci, niz w tej czesci elipsy, która jest odlegla
od centrum sil. Pociaga to za soba konsekwencje co najmniej kinematyczne (w polu Coulomba)
lub nawet dynamiczne (w polu Newtona), co wplywa ostatecznie na zmiane ruchu eliptycznego
na rozetkowy. Czemu jednak przemawia do nas to wyjasnienie, a nie zdobylo naszej sympatii
prawo ,,1,999 ... 9"? Co najmniej z dwu powodów. Po pierwsze teoria wzglednosci poza ruchem
rozetkowym wyjasnia wiele innych zjawisk, istnieje wiec tutaj wiele dodatkowych testów, które
teoria ta zwyciesko "zaliczyla". Natomiast ,,1,999 ... 9" jest wymyslone ad hoc do jednego
zjawiska i trudno znalezc inne mierzalne konsekwencje tego prawa. Po drugie zas ,,1,999 ... 9"
jest po prostu brzydkie. Od czasów Pitagorasa, slusznie czy nie, przyjemniej zawsze jest obcowac
z liczbami calkowitymi. Tak wiec ostatecznie prawo ,,1,999 ... 9" odpada z konkurencji ze wzgledu
na kryterium prostoty, kryterium piekna, kryterium wiekszej ogólnosci (a wiec i lepszej
sprawdzalnosci) teorii konkurencyjnych.
Kryterium wiekszej ogólnosci tlumaczy nam tez, dlaczego do ruchu jablka i do ruchu Ksiezyca
nie budujemy oddzielnych teorii. Kazda z dwu teorii, "jablkowa" i "ksiezycowa" mialaby mniejszy

zakres stosowalnosci niz teoria jednolita. Teoria ta ujawnia nam poza tym uderzajaca jednosc
przyrody, jest po prostu piekna.

Przygody teorii Newtona z ukladem planetarnym sa równie pouczajace. Obserwujac zaklócenia
w ruchu Urana wprowadzono dodatkowa hipoteze o istnieniu dalszej planety. Hipoteza ta ma
niezalezny sprawdzian, a mianowicie po prostu przewiduje ona wykrycie tej nowej planety. Skoro
odkrycie to nastapilo, hipoteza zostala sprawdzona i przyjeta. Natomiast Wulkana po prostu nie
ma, a przyjecie smugi rzadkiej materii nie dostarcza dodatkowego sprawdzianu, skoro smugi tej
nie mozna wykryc obserwacyjnie. Koncepcje te nalezalo wiec odrzucic i czekac na inne
rozwiazanie zagadki. Podal je Einstein dopiero w roku 1915.

No i wreszcie nasza ciaglosc. Jest to problem ciekawy i znacznie bardziej skomplikowany niz
mogloby sie wydawac. Jest przeciez faktem, ze w ogromnej wiekszosci przypadków poslugujemy
sie w formalizmie fizyki funkcjami ciaglymi. Co nas do tego zmusza? Czy po prostu lubimy
ciaglosc?
Ze wzgledów czysto rachunkowych ciaglosc ma niewatpliwa przewage nad nieciagloscia.
Poslugujac sie funkcjami ciaglymi mozemy korzystac z rachunku rózniczkowego i calkowego.

Znacznie latwiej jest poslugiwac sie pochodna, a dokladniej rózniczka, niz skonczona róznica,
wygodniej jest calkowac niz sumowac szeregi, prosciej rozwiazywac równania rózniczkowe
niz róznicowe. Mamy wiec dla ciaglosci jeden punkt: prostote i wygode.

Nalezy jednak odróznic ciaglosc w przyrodzie od ciaglosci funkcji sluzacych do jej opisu. Czy
wiemy cos o ciaglosci przestrzeni i czasu? (Wlasciwym terminem matemalycznym byloby tu
pojecie zupelnosci, gdyz ciaglosc jest cecha nie zbiorów lecz odwzorowan. Pozostane jednak przy
mniej dokladnym, lecz bardziej naocznym i potocznym terminie.)

Na pierwszy rzut oka mozna by sadzic, ze ciaglosc przestrzeni i czasu przezywamy bezposrednio
w doswiadczeniu, czy to zmyslowym, czy tez introspekcyjnym. Ciala, jak sie nam wydaje, zajmuja
w kolejnych chwilach kolejne polozenia w sposób ciagly. Jednakze, jak swiadczy przyklad kina,
wniosek taki nie jest uprawniony, gdyz nasz uklad nerwowy samodzielnie laczy bliskie chwile
i bliskie punkty w ciagle calosci. Co wiecej, badania nad tym ukladem (np. nad wzrokiem
i widzeniem) wskazuja, ze w ogóle nie moze on odbierac i przekazywac informacji w sposób
ciagly. Informacja taka w nerwie jest pewna salwa wyladówan elektrycznych, do której dochodzi
tylko wtedy, gdy bodziec jest dostatecznie silny. Dzielac zas ciagle zjawisko na bardzo krótkie
fazy, zbieralibysmy z kazdej z nich nikly bodziec o wartosci podprogowej, w granicy nawet
nieskonczenie maly. Uklad nerwowy dokonuje wiec "calkowania" bodzców po skonczonych
odcinkach i nie moze wewnatrz takich odcinków dostrzec zadnej struktury. Tak wiec, mimo
bezposredniego przezycia ciaglosci, widzimy, ze nie ma ona nic wspólnego z tym, co jest
"naprawde". W tej sytuacji mozemy jeszcze szukac jakichs posrednich dowodów ciaglosci badz
nieciaglosci czasu i przestrzeni. Na przyklad, gdyby teorie fizyczne oparte na zalozeniu ciaglosci
napotykaly jakies zasadnicze trudnosci, z którymi bylaby za to zdolna sobie poradzic teoria
dyskretnej przestrzeni lub czasu, bylby to wlasnie taki posredni dowód przemawiajacy za
nieciagloscia tych struktur. Jednakze, jak dotad, sytuacja taka nie zachodzi.
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Rozwiazanie zadania M 130
Rozpatrzmy funkcje G(x) = F(x)-x.
Poniewaz dla kazdego x E (o, b) jest
o .; F(x) .; b (bo funkcja F przeksztalca (o, b)
w przedzial (o, b», wiec

G(o) = F(o) - o ;. O,

G(b) = F(b) - b .; O.

Funkcja G, jako róznica funkcji ciaglych, jest
ciagla. Poniewaz G(o) ;. O, G(b) '" O, wiec
istnieje w (o, b) liczba x, dla której G(x) = O
(wlasnosc Darboux).

Za3ada przekory: oddzialywanie zewnett:lne,
zaklócajace stan równowagi ukladu,
wywoluje w nim procesy, które staraja sie
oJ-labic skutki tego zaburzenia.

*'
Rozwiazanie zadania M 131

Funkcje takie istnieja. Podamy teraz
przyklad funkcji ciaglej tylko
w jednym punkcie, ale

w tym punkcie nawet rózniczkowalnej.
Funkcja taka jest

{Xl dla x wymiernych,
I(x) = ..

- Xl dla x mcwymlcrnych.
Dowód nieciagloSci tej funkcji w punktach
róznych od Opozostawiamy Czytelnikowi.
Sprawdzimy, ze funkcja ta jest rózniczkowalna
w punkcie O:

I(O+h)-f(O) _ ±hLO = ±h -+ O
--- h

dla h -+ O,
a wiecf'(O) = O.
Poniewaz funkcja I jest rózniczkowalna
w punkcie O, jest wiec w nim równiez ciagla.

Wobec tego przyjmujemy ciaglosc za norme, a nieciaglosc za anomalie, wymagajaca za kazdym
razem, gdyby sie pojawila, jakiegos wyjasnienia. Idziemy tu zarówno za prostota i wygoda
"ciaglosciowego" aparatu matematycznego, jak i za "uciaglajaca" dzialalnoscia naszego aparatu
zmyslowego, która sklania nas do traktowania tego, co ciagle, jako cos naturalnego. To
przekonanie odbija sie w takich powiedzeniach, jak np. "natura nie czyni skoków" lub, ogólniej,
"kazda zmiana ma swoja przyczyne".
Ostatniego sformulowania nie mozna brac doslownie. Filozofowie greccy ze szkoly eleatów

próbowali wejsc na te droge i przeprowadzili nastepujace rozumowanie. "Przyczyna jest czyms
zewnetrznym wzgledem skutku. Poza tym, co jest, nie ma niczego. Kazda zmiana musi miec
swoja przyczyne. A wiec to, co jest, musi byc absolutnie niezmienne, gdyz poza nim nie ma
niczego, co by moglo byc przyczyna zachodzacych w nim zmian". Eleaci uznali konsekwentnie
wszelki ruch i wszelka zmiennosc za zludzenie i wymyslili szereg pomyslowych a paradoksalnych
argumentów swiadczacych ich zdaniem o tym, ze ruch jest czyms wewnetrznie sprzecznym,
a wiec nie moze naprawde zachodzic.
Jesli wiec nie chcemy sie posunac tak daleko, musimy uznac, ze pewna zmiennosc nie wymaga
dzialania przyczyny. Przykladem moze byc ruch jednostajny prostoliniowy, który w ukladzie
inercjalnym zachodzi bez dzialania zadnej sily. W tym przypadku oczywiscie przyspieszenie
takze równe jest zeru.

Mozna sobie zadac pytanie, co w aparacie teoretycznym fizyki zapewnia nam ciaglosc predkosci.
Odpowiedz jest bardzo prosta. Zawdzieczamy to bezwladnosci materii, tkwiacemu w niej
sprzeciwowi wzgledem wprowadzanych do jej stanu zmian. Taka bezwladnosc w uogólnionym
sensie wystepuje w róznych dzialach fizyki. Przykladowo mozna tu wymienic zjawisko
samoindukcji, które sprzeciwia sie skokowej zmianie natezenia pradu pod wplywem skokowej
zmiany napiecia. Podobna role w termodynamice odgrywa znana zasada przekory Le Chatelier
Brauna. Wydaje sie wiec, ze w samej materii tkwia mechanizmy "uciaglajace", które nie
dopuszczaja do skokowych zmian pewnych wielkosci fizycznych.
Koncepcja bezwladnosci wiaze sie jednakze, co warto zauwazyc, z infinitezymalna koncepcja
zwiazku skutkowo-przyczynowego. Przyczyna poprzedza skutek, mówiac obrazowo, o dl. Aby

tego rodzaju koncepcje zrealizowac, potrzebna jest ciagla natura czasu (zupelnosc zbioru chwil),
o której poprzednio mówilismy.
Skadinad wspominajac poprzednio o "skokowym" flarastaniu sily pominelismy fakt, ze
w rzeczywistosci wlaczenie sily moze takze nastapic tyiko w sposób ciagly. Wiaze sie ono
przeciez z dostarczeniem do okreslonego punktu okreslonego zródla sily: masy, ladunku
elektrycznego itp. To zas, jak kazdy ruch, zachodzi ze skonczona predkoscia, a wiec odpowiednia
sila, musi narastac stopniowo.
Móglby ktos argumentowac, ze fizyka klasyczna niejednokrotnie korzysta z pojec nieciaglych.
Mówi sie o nieciaglosci w przypadku zmiany stanu skupienia; zachodzi wtedy nieciagla zmiana
gestosci. Innym przykladem móglby byc "skok" pola elektrostatycznego na powierzchni
przewodnika. (Istnienie takiego skoku wynika z prawa Gaussa.) Pole bowiem wewnatrz
naladowanego przewodnika znika, a na zewnatrz ma wartosc niezerowa. Wielkosc skoku mozna
powiazac z gestoscia ladunku znajdujacego sie na powierzchni przewodnika.
Jednakze w obu przypadkach nie moze byc mowy ó rzeczywistej nieciaglosci. Nie jest przeciez
lak. ze w pewnej chwili cale cialo jest stale, a w nastepnej juz ciekle. Topnienie zajmuje pewien
,::zas, a przebieg tego procesu w mikroskali okreslony jest przez mikrostruktury ciala topniejacego:
rozmaite defekty. zanieczyszczenia itd. Dynamika procesu topnienia jest wiec skomplikowana
i czesto, z punktu widzenia efektu koncowego, zupelnie nieistotna. W takich przypadkach caly
(en proces zastepujemy "skokiem", zwezajac czas jego trwania do zera.

Drugi z wymienionych wyzej przykladów "skoku" w fizyce zawiera w sobie przypuszczenie,
le ladunki elementarne (np. elektrony) sa obiektami punktowymi. Gdyby tak istotnie bylo,

moglyby one zajmowac polozenia wylacznie na powierzchni przewodnika, zakladajac, oczywiscie,
:;1: powlt:rzchnie te da sie rzeczywiscie w mikroskali dokladnie okreslic. Wprawdzie nie wiemy
jeszcze wiele o wewnetrznej budowie elektronu, ale wiemy na pewno, ze nie jest to c'lastka
punktowa. Lepiej znamy budowe wewnetrzna protonu. Okazuje sie, ze ladunek elektryczny w tcj
czastce rozlozony jest w sposób ciagly, a nie ma powodu przypuszczac, by w elektronie sprawy
mialy sie inaczej. W takiej sytuacji elektrony nie zajmuja samej tylko powierzchni przewodnika,
lecz tworza warstwe pewnej grubosci na tej powierzchni, w której zachodzi ciagla zmiana pola.
Dodac trzeba, ze poza tym czesc elektronów jest emitowana z przewodnika do otaczajacej go
przestrzeni, co dodatkowo "uciagIa" rozklad ladunku a wiec i pola elektrycznego. Jednakze
grubosc tej warstwy z mikroskopowego punktu widzenia jest tak mala, ze najczesciej oplaca sie
pominac te grubosc i traktowac problem "skokowo".

No, ale w zjawiskach kwantowych, powie ktos, nieciaglosc na pewno da sie odnalezc.
Rzeczywiscie, wydaje sie, ze tak jest istotnie. WezmyatolIl wodaru, rozwazmy jako uklad
proton-elektron. W stanie zwiazanym (gdy skladniki pozostaja zawsze w skonczonej odleglosci
od siebie) uklad ten moze miec, zgodnie z równaniem Schrodingera, jedynie scisle okreslone,
dyskretne wartosci energii. A wiec nieciaglosc·- nareszcie - wykryta! Ale uwaga! Wsród tych,
jak mówimy, poziomów energetycznych jeden tylko jest trwaly, tcn który odpowiada najnizszej
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rnergii. Wszystkie wyzsze nie sa trwale, gdyz z emisja fotonu "rozpadaja sie" one, przechodzac
do stanów nizszych. Zgodnie zas z zasadami tejze mechaniki kwantowej, uklad fizyczny
nietrwaly nie moze miec dokladnie okreslonej energii (podobnie jak uklad o okreslonym pedzie
nie moze miec dokladnie okreslonego polozenia), przy czym iloczyn sredniego czasu zycia przez
nieokreslonosc energii jest rzedu stalej Plancka li. Dyskretne poziomy energii ulegaja wiec
rozmyciu czy tez poszerzeniu, i ciaglosc zostaje przywrócona. Co prawda nie dotyczy to poziomu
najnizszego, ale tylko w przypadku pojedynczego odosobnionego atomu. W zwyklym gazie,
chocby bardzo rozrzedzonym, przejscia miedzy poziomami energii zachodza nie tylko w wyniku
emisji fotonów, ale tez w wyniku zderzen miedzyatomowych, które powoduja dwukierunkowy
przeplyw energii - od energii kinetycznej ruchu atomów do energii wewnetrznego ruchu
elektronów w poszczególnych atomach i na odwr6t. W rezultacie wszystkie poziomy energetyczne
ulegaja dodatkowemu poszerzeniu. A wiec i tu mamy do czynienia z przebiegami ciaglymi.
Wlasciwie jedyna rzecza naprawde nieciagla w swiecie mechaniki kwantowej jest to, czego w niej
najbardziej nie rozumiemy. Mam na mysli akt pomiaru. Wezmy jako przyklad elektron,
poruszajacy sie z ustalonym pedem, a wiec majacy calkowicie nie ustalone polozenie. Wyobrazmy
sobie teraz, ze na elektronie tym wykonujemy pomiar jego polozenia. W rezultacie sytuacja
skokowo zmieni sie: polozenie elektronu zostanie ustalone, ale jego ped utraci swa dotychczasowa
wartosc, stajac sie wielkoscia mniej lub bardziej nieokreslona, zaleznie od tego, jak dokladnie
okreslilismy polozenie elektronu. W rzeczywistosci akt pomiaru zajmuje jakis czas i tkwi za tym
jakis efekt fizyczny. Nie jest on jednak ujmowany w formalizmie mechaniki kwantowej, co chyba
nalezy uwazac za jej najslabszy punkt od strony pojeciowej.
Uwagi te mozna by jeszcze rozwinac. Wydaje mi sie jednak, ze juz to, co tu zostalo powiedziane,
wystarcza do sformulowania nastepujacych wniosków. Po pierwsze, w fizyce, jak i w kazdej
innej nauce przyrodniczej, tkwi szereg zalozen metodologicznych, nie usprawiedliwionych
metodami uznawanymi za poprawne przez te nauke. Wymienialismy tu wygode, prostote, piekno,
intersubiektywnosc, ogólnosc (wieksza sprawdzalnosc), a liste te mozna by przedluzyc. Zagadnienie
ciaglosci zwraca nam uwage na dodatkowy kapitalny fakt: ze w budowie aparatu pojeciowego
nauki jestesmy takze uwarunkowani charakterem naszego aparatu zmyslowego. Niezaleznie od
zlozonosci formalizmu, gdzies, kiedys przychodzi moment, ze chcemy sobie wyobrazic zjawiska
formalizmem tym opisywane. l tu latwiej przychodzi nam zdecydowac sie na rozwiazania
"wyobrazalne" niz na te, które sa sprzeczne ze struktura naszego umyslu i aparatu zmyslowego.
Tak wlasnie postepujemy, przyjmujac ciaglosc za norme. Staralem sie wykazac, ze takie zalozenie
w odniesieniu do przestrzeni i czasu niemal automatycznie pociaga za soba ciaglosc naszego
obrazu zjawisk fizycznych. Pozostaje nieroztrzygniete nieco moze metafizyczne pytanie, czy
"uciaglajaca" natura naszego aparatu zmyslowego jest jakims po prostu ulatwieniem technicznym,
czy tez jest genetycznie dostosowana do prawdziwej, glebokiej ciaglosci natury.

Geometria algebraiczna- Dr Michal SZUREK

-czyli jak poradzic sobie z nieciagloscia w geometrii

W tym artykule zastanawiamy sie, czy mozna oprzec geometrie o tak "nieciagle" zbiory, jak
na przyklad zbiór liczb wymiernych lub zbiór skonczony. Nie beda to rozwazania pod haslem:
co by mozna ... , lecz opis drogi, jaka rzeczywiscie przebyto w matematyce; dokladniej-
w geometrii algebraicznej - jednym z jej starszych dzialów.

l 1. W XVII wieku dokonal sie przelom w geometrii. Francuski matematyk Rene Descartes
(Kartezjusz) odkryl, ze linia prosta moze byc opisana na plaszczyznie równaniem stopnia
pierwszego, a w przestrzeni - ukladem dwóch równan. Dalo to poczatek geometrii analitycznej.
Metoda Kartezjusza umozliwila - w polaczeniu z rozwijanym równolegle rachunkiem
rózniczkowym - badania, które w euklidesowym wydaniu teorii byly trudne a czesto
i niewykonalne. Juz w teorii najprostszych krzywych, jakimi sa stozkowe, wiele zadan da sie
rozwiazac tylko metodami geometrii analitycznej. Przy badaniu bardziej skomplikowanych
krzywych i powierzchni praktycznie poslugujemy sie wylacznie metodami geometrii analitycznej
i analizy matematycznej, wspieranymi wyobraznia przestrzenna. Wszelkie zas metody badawcze
oparte na analizie matematycznej wykorzystuja ciaglosc zbioru liczb rzeczywistych. Na
przyklad takie punkty charakterystyczne krzywej jak ostrza, punkty naglej zmiany krzywizny,
punkty przegiecia, punkty. stycznosci z prostymi - sa okreslane analitycznie, a zatem
wykorzystuja (w ukrytej, lecz istotnej formie) te ciaglosc.
l 2. W 1871 roku niemiecki matematyk Richard Dedekind nazwal cialem kazdy zbiór liczb,
w którym wykonalne sa cztery podstawowe dzialania arytmetyczne: dodawanie, odejmowanie,
mnozenie i dzielenie (dzielenie przez Owykluczamy raz na zawsze). Cialo tworza na przyklad
liczby wymierne, rzeczywiste, zespolone, W wyniku wymienionych dzialan na liczbach
wymiernych (rzeczywistych, zespolonych, ) dostajemy znów liczbe wymierna (rzeczywista,
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"Parabola" y = x2 (czarne kropki) i odcinek
uprostej stycznej" do niej (kropki czerwone)

w punkcie (6, S) na "plaszczyznie" Z; l'

Wykladnik pOI~glnaleiy rozumIec jako
"zwykla" liczbe naturalna (nie w ciele Z,,).
Symbol ka nalezy wi~ rozumiec jako

0+ ... +0-
k-razy

• •
• •

zespolona, ... J. Podane przez Dedekinda okreslenie potem nieco uogólniono i cialem nazwano
dowolny zbiór, w którym okreslone sa dzialania zwane dodawaniem, mnozeniem, odejmowaniem

i dzieleniem. Postulujemy tylko, by te dzialania mialy podobne (tu wyliczamy, jakie) wlasnosci,
które przysluguja ich adpowiednikom w zbiorach liczbowych. Przykladowo, dzialanie nazwane
mnozeniem ma zawsze byc rozdzielne wzgledem dzialania nazwanego dodawaniem. Cialo moze
miec nawet skonczona liczbe elementów: rozpatrzmy zbiór Z. zlozony z liczb 0, l, ... , p - l.
O liczbie p zakladamy, ze jest pierwsza. Umówmy sie, ze suma dwu liczb z Z. bedziemy nazywac
reszte z dzielenia ich "zwyklej" sumy przez p. Przykladowo, w Z31 mamy 28+ 7 = 4 (nic
dziwnego, ,,35 maj" to ,,4 czerwiec"). Podobnie mnozymy i odejmujemy liczby z Z•. Dzielenie
zas jest dzialaniem odwrotnym do mnozenia. W kazdym ciele mozemy badac i rozwiazywac
równania algebraiczne takie, jak np. ax' + bx+ c = 0, a takze interesowac sie wykresami funkcji
y = ax+b, y = x' i podobnych. Mozemy tez badac zbiory okreslone równaniami
algebraicznymi, np. "okrag" x' +y' = I.

§3. Geometria algebraiczna bada wlasnosci zbiorów, okreslonych równaniami algebraicznymi
(lub ukladami takich równan). Takie zbiory nazywamy algebraicznymi. Sa nimi na przyklad
wszystkie stozkowe, krzywa otrzymana przez przeciecie dwóch walców, powierzchnia kuli,

paraboloida i powierzchnia torusa. Zbiorami algebraicznymi sa tez proste, plaszczyzny i punkty.
Na swiatowym kongresie matematyków w 1908 roku Henri Poincare zwrócil uwage, ze w badaniu
równan z dwiema niewiadomymi moze byc uzyteczna teoria krzywych algebraicznych. Równanie
z dwiema niewiadomymi moze byc przeciez traktowane jako równanie pewnej krzywej na
plaszczyznie. Ale teoria takich krzywych przyda sie tylko wtedy, gdy interesujemy sie wszystkimi
rozwiazaniami rzeczywistymi lub zespolonymi danych równan - a nie na przyklad tylko
rozwiazaniami wymiernymi, calkowitymi lub pochodzacymi z pewnego abstrakcyjnego ciala.
W tym ostatnim przypadku cale bogactwo geometrii analitycznej, analizy matematycznej czy
geometrii rózniczkowej jest a priori tak samo uzyteczne, jak zarówka, pila elektryczna lub
elektryczna maszynka do golenia w afrykanskim buszu. Aby móc wykorzystac dobrodziejstwa
elektrycznosci, nalezy postarac sie o pradnice, a do tego czasu musimy oswietlac swieczka,
pilowac recznie a golic sie zyletka.
Geometria algebraiczna XIX wieku osiagnela wiele interesujacych wyników, poslugujac sie
..naturalna" geometryczna struktura badanych zbiorów i podpierajac sie w trudniejszych

momentach analiza matematyczna. W chwili, gdy zdano sobie sprawe, ze polem badan moga
i powinny byc zbiory algebraiczne okreslone nad dowolnymi cialami (liczbowymi lub zupelnie
abstrakcyjnymi), zaczeto poszukiwac innych sposobów badania takich zbiorów, bowiem
urzadzenia napedzane pradem dotychczasowej geometrii analitycznej i analizy matematycznej
/dawaly sie bezuzyteczne. Czy mozna bowiem sensownie mówic np. o ciaglosci czy
'llzniczkowalnosci funkcji okreslonych na cialach ~. ?
W 1882 roku Dedekiild i Weber zauwazyli, ze pewne rezultaty teorii krzywych algebraicznych
nie zaleza od ciala, z którego pochodza wspólczynniki równania (równan) opisujacego krzywa.
Przyporzadkowali oni kazdej krzywej cialo funkcji wymiernych, okreslonych na tej krzywej.
Badanie krzywych zostalo sprowadzone do badania ich cial funkcji wymiernych i w ten sposób
teoria krzywych (a wkrótce i cala geometria algebraiczna) stala sie pewnym dzialem algebry
abstrakcyjnej. Od metod "geometrycznych" oddalono sie znacznie, nie mogac ich stosowac
(a raczej: sensownie nasladowac). Dopiero w poczatkach lat piecdziesiatych pojawily sie
propozycje, jak z powrotem "zgeometryzowac geometrie algebraiczna", twórczo symulujac te
pojecia, do których wprowadzenia jest (wydaje sie) niezbedna ciaglosc podstawowego ciala. To
wlasnie chcemy opisac.

§ 4. Znamy wszyscy wzór na pochodna dowolnego wielomianu:

(a.xn+ ... +al x+ao)' = na.xn-I + ... +a,.

Nasuwa sie mysl: przyjmijmy ten wzór za okreslenie pochodnej dowolnego wielomianu.

Wspólczynniki jego moga byc elementami zupelnie dowolnego ciala. Nie interesuje nas, czy w tym
ciele pojecie granicy (niezbedne do analitycznego okreslenia pochodnej) ma sens, czy nie. Po
prostu umawiamy sie, ze na przyklad pochodna wielomianu X34+ 14x4+ 7x3+ 5x+ 1
o wspólczynnikach z Z31 jest 3x33+25x3+21x'+5. Wiele wzorów rózniczkowania (na przyklad
wzory na pochodna sumy, róznicy i iloczynu) zachowuje prawdziwosc (zadanie dla Czytelników:
jak to mozna prosto udowodnic?). Pojawiaja sie jednak pewne klopoty. Musimy na przyklad
(w niektórych przypadkach) sztucznie odrózniac wielomian (wyrazenie a.xn + .., +a I x + ao) od
funkcji wiejomianowej (funkcji x ----a.xn+ ... +a,x+ao). Mimo to mozna odniesc wrazenie,
ze oto przed nami prosta droga do przeniesienia pojec i metod analizy matematycznej na
najbardziej nawet abstrakcyjne przypadki (jezeli ograniczyc sie do wielomianów). Przykladowo,
styczna do krzywej y = f(x) w punkcie (xo, Yo) mozemy okreslic jako zbiór rozwiazan równania

y = Yo+(x-xo)f'(x),

nasladujac tym "zwykle" pojecie stycznej. Rysunek pokazuje "prosta styczna" do "paraboli"
y = x' w punkcie (6, 5) "plaszczyzny" Zl I' Nie wszystko da sie jednak tak gladko
sformalizowac. Co gorsze, czesto taka formalizacja jest mozliwa, ale niczemu nie sluzy. Napiszemy
o tym w nastepnym numerze.
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Jak to jest naprawde

Doc. dr Michal SWIECKI
Czy jednak wszystkie wielkosci wystepujace w fizyce sa ciagle? Wiemy na pewno, ze,
przynajmniej w granicach dokladnosci wspólczesnych doswiadczen, tak nie jest. Dobrym
przykladem jest ladunek elektryczny, który sklada sie z elementarnych, niepodzielnych fragmentów
równych ladunkowi elektronu. Niepodzielnych, a wiec punktowych, bez struktury. W zadnym
bowiem doswiadczeniu nie udalo sie wyprodukowac czastki elementarnej o ladunku bedacym
czescia ladunku-elektronu. Wiemy na podstawie doswiadczen, ze ladunek ten zajmuje obszar
o rozmiarach nie wiekszych niz 10- 14 cm. Ladunki elektryczne sa wiec punktowe, dyskretne
i podobnie ma sie sprawa z wieloma innymi wielkosciami, które przypisujemy czastkom

elementarnym. I tak, dyskretne sa ladunki barionowe (liczba barionów minus liczba antybarionów),
ladunki leptonowe, a nawet takie wydawaloby sie typowo makroskopowe wielkosci, jak moment
pedu. Oczywiscie na skale makroskopowa wielkosci te praktycznie zmieniaja sie w sposób
ciagly - nie ma bowiem znaczenia zmiana wynoszaca np. 10- 23 mierzonej wielkosci. Gdy
jednak zaczniemy wykonywac doswiadczenia z udzialem pojedynczych czastek, wszystkie te

parametry okaza sie dyskretne. Jest to fakt doswiadczalny i nie ma na to zadnej rady. Burzy sie
nasza wyobraznia na takie nieciaglosci. Czy mozna sobie na przyklad wyobrazic, ze czastka
moze krecic sie dokola wlasnej osi tylko z okreslona czestoscia - czestoscia niezalezna od
rodzaju sil zewnetrznych, w których polu dzialania umiescimy te czastke? A jednak wlasny
moment pedu czastek, spin (zreszta moment pedu wzgledem innych czastek równiez) jest

1
skwantowany i zawsze równa sie wielokrotnosci - h. Trudno to sobie wyobrazic. Podobnie ma

2

sie sprawa ze stanem podstawowym izolowanego atomu wodoru, o czym pisal w swym artykule
G. Bialkowski. Czy wszystko musimy umiec sobie wyobrazic? Fizyka nie jest przeciez nauka
o wyobrazeniach, a nauka opisujaca wyniki doswiadczen. Dlatego parapsychologia nie jest
(przynajmniej na razie) nauka scisla. Czesto mówi sie o tzw. wyobrazni matematycznej. Znaczy
to chyba, ze wspomniane wyniki doswiadczen opisujemy za pomoca moddi matematycznych.
W ten wlasnie sposób fizycy opisuja tzw. rzeczywistosc - poprzez sprawozdanie
z przeprowadzonych doswiadczen i przewidywanie nowych. Reszta nie nalezy do fizyki. Jakze
jednak czesto usilujemy wyobrazac sobie elektrony w postaci kuleczek, kólek zebatych itp.
Zapominamy przy tym, ze poslugujemy sie tu intuicja wyksztalcona wprawdzie w widu
doswiadczeniach, tyle tylko, ze przeprowadzanych na skale makroskopowa. Nie mozemy przeto
sie dziwic, ze intuicja ta zawodzi w mikroswiecie. Czy jednak nie mozemy wykonac doswiadczen,
które odpowiedzialyby na pytanie: gdzie jest elektron i jaki jest jego ksztalt? Wezmy atom wodoru.
Elektron w tym atomie znajduje sie, zgodnie z prawami mechaniki kwantowej, gdzies wewnatrz
kuli o promieniu rzedu 10-8 cm. Dokladne polozenie elektronu nie jest znane - mozemy mówic
jedynie o prawdopodobienstwie jakiegos okreslonego polozenia. Ale przeciez polozenie mozna
zmierzyc i przekonac sie, gdzie jest elektron. Co otrzymamy~ Otóz okazuje sie, ze kazdy taki
pomiar przeprowadzony z dokladnoscia lepsza niz 10-8 cm wywola natychmiast rozbicie,
jonizacje atomu. Dowiemy sie wiec, gdzie jest elektron, ale nie bedzie to juz elektron w atomie.
Polozenia elektronu wewnatrz atomu nie mozna okreslic zadnymi metodami. Nic wiec dziwnego,
ze wszystkie modele atomu, w rodzaju modelu Bohra, w których polozenie to bylo apriorycznie
okreslone, maja obecnie jedynie wartosc historyczna. Mechanika kwantowa natomiast nie

wypowiada sie kategorycznie o zadnych wielkosciach, których pomiar i tak nie jest mozliwy.
W teorii tej obowiazuje m.in. tzw. zasada nieoznaczonosci, która twierdzi (zgodnie
z doswiadczeniem), ze nie jest mozliwe dowolnie dokladne okreslenie pedu i polozenia czastki.
Tak wiec tor czastki tez nie jest okreslony: jezeli znamy jej polozenie w pewnej chwili, to
zupelnie nie znamy pedu (czyli predkosci) i nic nie mozemy powiedziec o polozeniu za chwile.
Nie ma wiec zadnego sensu mówienie o orbicie elektronu w atomie. Opis kwantowy okazal sie
wyjatkowo skuteczny i zostal potwierdzony przez wiele doswiadczen. Jezeli potrafimy teraz
pogodzic sie z faktem, ze jakiekolwiek makroskopowe wyobrazenia o wnetrzu atomu sa prawie
z definicji zawodne (zamiast tego mechanika kwantowa wprowadza jakby prawdopodobienstwo

róznych wyobrazen), to juz stosunkowo latwo przyjmiemy dyskretnosci i nieciaglosci wystepujace
w mikroswiecie. Wynikaja one jednoznacznie z aparatu matematycznego, jakim posluguje sie
mechanika kwantowa, a mianowicie z tzw. procedury kwantowania. Nie wnikajac w szczególy
tej dosc zlozonej matematycznie teorii, powiemy tylko, ze np. procedura kwantowania

zastosowana do pola elektromagnetycznego prowadzi do pojawienia sie punktowych czastek
elementarnych tego pola - fotonów, które maja okreslony spin, ladunek (zero) i inne liczby
kwantowe, a róznia sie jedynie pedem (czyli czestotliwoscia). Podobnie mozemy mówic
o kwantach pola dektronowego - elektronach itd. Na zakonczenie spróbuje odpowiedziec na
pytanie osób szczególnie upartych, które chca dalej wiedziec, jak "naprawde" wyglada swiat,
choc pytanie to nie jest naukowe. Otóz, zgodnie z prawami mechaniki kwantowej, swiat nie jest
precyzyjnym tworem, który powoli odkrywamy. Raczej mozemy powiedziec, ze jest on zbudowany
w szczególach niedokladnie, chaotycznie. A jednak da sie go opisac piekna teoria matematyczna.
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Czego nie byloby w topologii bez a~sjomatu ciaglosci?

Doc. dr Maria MOSZYNSKA

Kwadrat punktu z jest to iloczyn skalarny
z . z. tzn. jest to suma kwadratów

wspólrzednych punktu z.

Ogólnie, iloczyn skalarny:

X'y = (x"x"x,)' (y"Y1,y,) =
= XJ'Yl+X2Yl+X3Y3

Topologia (por. artykul M. Skwarczyóskiqo)

w przestrzeni (R', Q) (jak w kazdej

przestrzeni metrycznej) wyznaczona jest
przez kule otwarte, tj. zbiorami otwartymi

sa sumy takich kul.

l

~

Jestesmy przyzwyczajeni utozsamiac otaczajaca nas przestrzen z trójwymiarowa przestrzenia
kartezjanska :Jt3 nad cialem liczb rzeczywistych :Jt, tzn. traktowac punkt jako trójke
uporzadkowana liczb rzeczywistych (XI, x" X3), a odleglosc dwóch takich punktów (x" X" X3),

(YI, y" y,) mierzyc wedlug wzoru Kartezjusza

e( (x l, X" X3), (YI, y" Y3» = Y(X_Y)' = l< tl (X,- ;.;-

Nasuwa sie pytanie, czy musimy miec do dyspozycji wszystkie liczby rzeczywiste, czy nie mozemy
"gospodarowac oszczedniej"?
Wazne jest, zeby zbiór liczb, którymi sie poslugujemy, F, zawieral O i I i zeby bylo w nim
wykonalne dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie. To znaczy chcemy, by struktura
.'lF = (F, O, l, +, .) byla cialem. Czy moze to byc np. najmniejsze cialo liczbowe zawarte
w ciele liczb rzeczywistych, tzn. cialo liczb wymiernych? Widac, ze nie moglibysmy wtedy mierzyc

odleglosci dowolnych dwóch punktów, bo np. odleglosc punktu (I, l, I) od (O, O. O) jesl liczba
niewymierna. A wiec dla celów geometrii metrycznej istotna jest wykonalnosc pierwiastkowania
sumy kwadratów, tj. cialo Y powinno byc pitagorejskie. Zazadamy wiecej: aby :F bylo
euklidesowe, tzn. aby bylo w nim wykonalne pierwiastkowanie dowolnej liczby nieujemnej.
W tytule tego artykulu mowa jest o topologii. Chodzi wiec o to, czy zastapienie ciala iJl przez
dowolne cialo euklidesowe Y wplynie na wlasnosci topologiczne przestrzeni. Okazuje sie, ze tak.
W twierdzeniach topologicznych istotna role odgrywa wlasnosc ciala uporzadkowanego (R, ~)

zwana ciagloscia (lub zupelnoscia) porzadku ~ (nie mylic z pojeciem ciaglosci funkcji!! 'l. Mozna

ja opisac tak:
Jezeli zbiór R podzielimy na dwa niepuste rozlaczne podzbiory A, B tak, by

a ~ b dla kazdego a E A, b E B,

to istnieje liczba X E R, która spelnia nierównos'c
a~x~b

dla kazdego a E A, b E B.

Zdanie to, zwane aksjomatem ciagloki, mówi, ze w zbiorze R ••nie ma luk".
Zeby zdac sobie sprawe z tego, co tracimy w topologii przestrzeni kartezjanskiej zastepujac cialo
liczb rzeczywistych uporzadkowane w sposób ciagly dowolnym cialem euklidesowym Y,
przytoczymy dwa twierdzenia o przestrzeni :Jt3 i zastanowimy sie, czy mozna je uogólnic na y3.

Ustalmy terminologie i oznaczenia.

Niech O = (O, O, O). Niech K;' bedzie kula jednostkowa w przestrzeni y3:
K.;' = {x = (x" X" X3) E .'JF3: e(x, O) ~ l};

Sfera jednostkowa w przestrzeni .'JF3 bedziemy nazywac zbiór

S} = {x = (XI,X"X3)E.'JF3:e(X,O) = l}.

W szczególnosci, jesli .'JF = flt, otrzymujemy zwykla trójwymiarowa kule i jej brzeg
dwuwymiarowa sfere.

Niech K3 = Kit i S' = SJt.

Twierdzenie I - o punkcie stalym (L. E. J. Brouwer):
Dla kazdej funkcji ciaglej

f:K3 -+ K3

istnieje punkt staly, tj. taki punkt Xo E K3, dla którego

f(xo) = Xo·

Twierdzenie 2 - o tym. ze sfera nie jest retraktem kuli (K. Borsuk):
Nie istnieje funkcja ciagla

r:K3 -+ S·
spelniajaca warunek

r(X) = X d/a kazdego x E S'
(tj. nie istnieje retrakcja kuli K3 na strefe S').

Zadne z tych dwu twierdzen nie da sie uogólnic na przestrzen kartezjanska nad dowolnym

cialem euklidesowym .'JF, tzn. nie mozna w tych twierdzeniach zastapic K3 przez K} i S' przez S.~.

Zeby tego dowiesc, wystarczy wskazac takie cialo euklidesowe .'JF, dla którego zachodza
nastepujace dwa twierdzenia

fwierdzenie 1*. Istnieje funkcja ciagla

f:K} -+ K}
hez punkIII stalego, tj. spelniajaca warunek

f(x) =Fx dla kazdego X E K}.
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Pun41 l je)t punktem skupienia pn:e:Hu..cJll .\,

jesh w dowolnej kuli o srodku x istnieje
punkt x' ~ x.

Dwie pr.lestr:z:enie sa homeomorficzne, jeteli
istnieje homeomorfizm jedne; z nich na drua;a

(por. art. M. Skwarczynddeso),

l"wierdzenie 2". Sfera S}jest retraktem kuli KJ, tzn. istnieje jimkcja ciagla

r:KJ-+S2fil' iF
'relniajaca warlmek

rex) = x dla x E S}.

"Jiech.5F" bedzie cialem liczb algebraicznych rzeczywistych. Mozna wykazac, ze nie spelnia ono
aksjomatu ciaglosci. Jest to cialo euklidesowe przeliczalne, a wiec zbiór .'F3 jest równiez
przeliczalny.

Czytelnik z latwoscia sprawdzi, ze zarówno przestrzen Kj., jak i przestrzen F (z metryka
kartezjanska) sa w sobie geste, tzn. nie maja punktów izolowanych - kazdy punkt jest punktem
skupienia.
Otóz wiadomo, ze kazde dwie przestrzenie przeliczalne w sobie geste sa homeomorficzne,
a zatem mamy

Lemat L Przestrzenie KJ,: iF sa homeomorficzne.

Dowód Twierdzenia 1". Na mocy Lematu istnieje homeomorfizm

h: K:f!' -. F.

Niech g: F ....•F bedzie przesunieciem o I:

g(x) = x+l' dla xf!.F.

Wezmy pod uwage funkcje

f= h-'gh:Kj. -+ Kj..

Funkcja f jest ciagla, jako superpozycja (zlozenie) funkcji ciaglych. Gdyby jakis punkt Xo

byl punktem stalym funkcji f. to punkt Yo = h(xo) bylby punktem stalym funkcji g, bo

g(yo) = gh(xo) = hf(xo) = h(xo) = Yo.

Ale funkcja g nie ma punktów stalych. A wiec f tez nie ma punktów stalych, co konczy dowód.

Dowód Twierdzenia 2*. Na mocy Twierdzenia l" istnieje funkcja ciagla

f: K} ....•K}
bez punktu stalego. Przy jej pomocy skonstruujemy retrakcje r kuli na sfere,

r: K} -+ S}.
Wezmy dowolny punkt x E K}. Poniewazf(x) #- x, wiec punkty x i [(x) wyznaczaja pólprosta
w.5F"3:

Tak zdefiniowana funkcja
rex) = x + 1, . (f'(xl- x).

r: K} ...•s.~

rex) = x dla x E S}.\
poniewaj,

jest ciagla, oraz spelnia warunek

1 ;' .."'-

t" = x· (x- y)- __o 1/ D.x2 .

wiec .,- jak latwo sprawdzic - wyraza sie w zaleznosci od wspólrzednych punktów x if(x) za
pomoca dzialan, które nie wyprowadzaja poza zbiór .5F".Zatem t" E F.

Wartosc funkcji r w punkcie x okreslamy jako ten jedyny punkt wspólny pólprostej L:f!'(x)
i sfery S;:

L:JI'(x) = {x+t(f(x)-x): t E F !\ t.;;; O}.

(Zauwazmy. ze pólprosta ta nie przechodzi przezf(x).)
Pokazemy. ze pólprosta L:JI'(x) przecina sfere S} w jednym punkcie, tzn. w zbiorze F istnieje
dokladnie jedna liczba t .;;;O. dla której

(1) x+t(f(x)-x) E S}.

Warunek (1) równowazny jest warunkowi

(2) (l(O, x+ t· (f(x)- x» = 1,

który mozna (przyjmujac y = f(x» zapisac w postaci

(x+t(Y_X»2 = l.

Stosujac prawo rozdzielnosci iloczynu skalarnego wzgledem dodawania punktów, otrzymujemy
stad równanie kwadratowe wzgledem t:

t2(Y_X)'+2t·x· (y-x)+(x'-I) = O.

Mozna obliczyc, ze równanie to ma wyróznik D.x dodatni. oraz ze z dwóch jego pierwiastków
rzeczywistych dokladnie jeden jest niewiekszy od O. Ten pierwiastek ma postac

x E S} '* t" = O.

A wiec r jest retrakcja kuli Kj. na sfere Sj., co konczy dowód Twierdzenia 2·.
Warto wspomniec, ze zarówno Twierdzenia 1 i 2, jak Twierdzenia I- i 2* przenosza sie na kule
n-wymiarowa i sfere (11- 1)-wymiarowa w przestrzeni n-wymiarowej (dla dowolnego 11 ;;. 2).
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Continuum Dr Maciej SKWARCZYNSKI

Rys. la. To je•• Rys. tb. To nie jesl

okolica miejscowosci Z

Tytul tego artykulu jest zapozyczony z laciny. Slowo continuum oznacza twór polozony
w przestrzeni, rozposcierajacy sie bez przerw, zlozony z czesci zlaczonych ze soba w jedna calosc.
Spróbujemy zastapic to okreslenie definicja matematyczna. W tym celu sformalizujemy nasze
intuicje zwiazane z pojeciem przestrzeni.
Punktem wyjscia dla naszych rozwazan jest anaiogia geograficzna, w której plaszczyzna mapy
odgrywa role przestrzeni dwuwymiarowej. Rozwazmy dowolna miejscowosc Z oraz pewna
okolice tej miejscowosci. Obrazem miejscowosci Z na mapie jest punkt, który w dalszym ciagu
bedziemy oznaczac litera z, a obrazem okolicy jest pewna figura plaska zawierajaca punkt z.
Dwie rózne osoby beda mialy z reguly odmienne zdania w kwestii, jakie tereny skladaja sie na
okolice miejscowosci Z i w zwiazku z tym wskaza na mapie dwie rózne figury plaskie. Zawsze

jednak wskazana figura bedzie zawierac jakies kolo o srodku w punkcie z, por. rys. la i Ib.
Niech teraz .fF bedzie dowolna figura plaska, a z dowolnym punktem plaszczyzny. Jezeli
figure.fF mozna uwazac za "okolice" punktu z, lub mówiac bardziej precyzyjnie, jesli figura .fF
zawiera pewne kolo o srodku w punkcie z, to punkt z nazywa sie wewnetrznym punktem tej
figury. Figura, która sklada sie wylacznie z punktów wewnetrznych, nazywa sie zbiorem
otwartym. Dla przykladu, pólplaszczyzna rozwazana bez ograniczajacej linii prostej jest zbiorem
otwartym, podczas gdy pólplaszczyzna uzupelniona ograniczajaca linia juz zbiorem otwartym
nie jest, por. rys. 2a i 2b.
Przykladem zbioru otwartego jest równiez kolo otwarte, tj. kolo rozwazane bez ograniczajacego
okregu. Zauwazmy, ze rodzina zlozona z wszystkich kól otwartych pokrywa cala plaszczyzne,
oraz ze dwa kola otwarte zawierajace punkt z zawieraja wraz z tym punktem pewne kolo
l)twarte, por. rys. 3.
Jest interesujace, ze intuicje odnoszace sie do plaszczyzny sa przydatne równiez przy badaniu
dowolnego "abstrakcyjnego" zbioru X, pod warunkiem, ze w zbiorze X zostaly wyróznione
podzbiory zwane otoczeniami, a rodzina e zlozona z wszystkich otoczen ma wlasnosci
analogiczne do wlasnosci rodziny zlozonej z wszystkich kól otwartych na plaszczyztlie. Mówiac
dokladniej, zakladamy, ze rodzina e ma nastepujace wlasnosci
i. kazdy punkt z E X nalezy do pewnego otoczenia U E e,
H. jezeli punkt z E X nalezy do otoczenia U E e, oraz do otoczenia V E e, to istnieje otoczenie

W E e takie, ze z E W c U Il V.
Jezeli punkt z nalezy do otoczenia U, to mówimy, ze U jest otoczeniem punktu z. Jesli zbiór
G c X wraz z punktem z zawiera pewne otoczenie punktu z, to mówimy, ze z jest wewnetrznym
punktem zbioru G. Zbiór G, który sklada sie wylacznie z punktów wewnetrznych, nazywa sie
:biorem otwartym w X. Rodzina T zlozona z wszystkich zbiorów otwartych w X nazywa sie
topologia zbioru X, okreslona przez rodzine otoczen e. Zbiór X z ustalona topologia nazywa sie
przestrzenia topologiczna. Jezeli kazde dwa rózne punkty przestrzeni topologicznej X maja
rozlaczne otoczenia (por. rys. 4), to mówimy, ze X jest przestrzenia topologiczna Hausdorffa.
Oto kilka najprostszych przykladów przestrzeni Hausdorffa: linia prosta z topologia okreslona
przez rodzine otoczen zlozona z wszystkich odcinków otwartych; plaszczyzna z topologia
okreslona przez rodzine otoczen zlozona z wszystkich kól otwartych; przestrzen trójwymiarowa
z topologia okreslona przez rodzine otoczen zlozona z wszystkich kul (punkty ograniczajacej
sfery nie sa zaliczane do punktów kuli).
W kazdej przestrzeni topologicznej X rodzina zlozona z wszystkich zbiorów otwartych ma
nastepujace wlasnosci, wynikajace natychmiast z wlasnosci rodziny otoczen
j . zbiór pusty 0 i zbiór X sa otwarte
jj . czesc wspólna dwu zbiorów otwartych jest zbiorem otwartym
jjj. suma kazdej liczby zbiorów otwartych jest zbiorem otwartym.
Zauwazmy, ze w kazdym podzbiorze E przestrzeni topologicznej X mozna w naturalny sposób
wyróznic pewna rodzine otoczen. W istocie, jesli e jest rodzina otoczen w przestrzeni X, to
rodzina eE zlozona z wszystkich zbiorÓw postaci U Il E, gdzie U Ee, ma wlasnosci rodziny
otoczen w zbiorze E. Tak wiec podzbiór przestrzeni topologicznej sam jest przestrzenia

topologiczna. Mozna wykazac, ze kazdy zbiór otwarty w E ma postac G Il E, gdzie G jest
pewnym zbiorem otwartym w X.
W szczególnym przypadku, gdy X jest przestrzenia trójwymiarowa, a S sfera polozona w tej
przestrzeni, rodzina otoczen w przestrzeni X sklada sie z kul, a rodzina otoczen na sferze S
sklada sie z czasz sferycznych, por. rys. 5.
Przy badaniu przestrzeni topologicznych wazna role odgrywaja funkcje okreslone w przestrzeni
topologicznej i przyjmujace wartosci w przestrzeni topologicznej, lub jak mówimy, odwzorowania
przestrzeni topologicznych. Niech X bedzie przestrzenia z topologia et i niech Y bedzie
przestrzenia z topologia p. Mówimy, ze odwzorowanie

f:X-+Y

jest ciagle w punkcie z E X, jezeli dla kazdego otoczenia V punktu f(z) w przestrzeni Y mozna
znalezc otoczenie U punktu z w przestrzeni X, o tej wlasnosci, ze kazdy punkt x E U jest
odwzorowany na punktf(x) nalezacy do otoczenia V. WlasnoSC te mozna równiez sformulowac
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bardziej pogladowo, stwierdzajac ze punkt f(x) jest bliski punktowi f(z), jesli tylko punkt x
jest bliski punktowi z. Mówimy, ze odwzorowanie f jest ciagle jezeli jest ciagle w kazdYql
punkcie z E X. Czytelnik sprawdzi z latwoscia, ze odwzorowanie f jest ciagle wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego zbioru G otwartego w Y jego przeciwobrazf-' (G) zdefiniowany wzorem

f-'(G)= {XEX: f(X)EG}

jest zbiorem otwartym w X.

Rozwazmy nastepujacy przyklad. Niech X bedzie sfera S z usunietym biegunem pólnocnym P
i niech Y bedzie plaszczyzna równika, por. rys. 6.

Kazdemu punktowi x E X mozemy przyporzadkowac punkt f(x), w którym prosta wyznaczona
przez punkty x i P przecina pla~zczyzne Y. Nietrudno zauwazyc, ze f jest odwzorowaniem
ciaglym. Mozna stwierdzic wiecej, a mianowicie ze f jest wzajemnie jednoznacznym
odwzorowaniem ciaglym, majacym ciagle odwzorowanie odwrotne. Takie odwzorowania
nazywamy homeomorfizmami. Jezeli istnieje homeomorfizm f: x .....•Y, to mówimy, ze
przestrzenie X i Y sa homeomorficzne. W tym przypadku zbiór f-I (G) jest otwarty wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiór G jest otwarty. Wynika stad, ze przestrzenie homeomorficzne maja takie same
wlasnosci topologiczne.

Z kolei rozwazmy otwarty pierscien Y polozony na plaszczyznie, oraz powierzchnie X

w ksztalcie obustronnie nieskonczonego slimaka, lezaca nad pierscieniem Y, por. rys. 7a.
Kazdemu punktowi x E X przyporzadkowujemy jego rzut f(x) na pierscien Y. Zwrócmy uwage
na nastepujaca wlasnosc odwzorowania f Kazdy punkt y E Y ma takie otoczenie V, ze
przeciwobrazf-'(V)jest suma parami rozlacznych zbiorów otwartych, przy czym jesli U jest
jakimkolwiek z tych zbiorów, to odwzorowanie

f: U .....•V

Rys.7l'o

Rys.81l

jest homeomorfizmem. Odwzorowanie f o powyzszej wlasnosci nazywa sie nakryciem. Kazde
nakrycie jest przykladem odwzorowania ciaglego. Przyklad odwzorowania ciaglego, które nie
jest nakryciem, zostal przedstawiony na rys. 7b.

Odwzorowanie ciagle f: <a, b) .....•X odcinka w przestrzen topologiczna X nazywa sie krzywa
w tej przestrzeni. Jest to nic innego, jak "opis podrózy" po przestrzeni X w czasie od a do b.

Tak wiec, jesli w okresie czasu od a do b bedziemy mazac olówkiem po kartce papieru, nie
odrywajac ostrza od kartki, to okreslimy pewna krzywa plaska. Powstaly przy tej okazji rysunek
nazywa sie obrazem krzywej. Rozwazmy punkt A nie nalezacy do obrazu zamknietej krzywej f
Liczba okreslajaca, ile razy krzywa f obiega punkt A, nazywa sie indeksem punktu A wzgledem
krzywej f Rysunki 8a i 8b przedstawiaja obrazy krzywych plaskich, których indeks wzgledem
punktu O wynosi odpowiednio l i O. (Strzalka odnosi sie do krzywej, a nie do obrazu!)
Ciagle odwzorowanie prostokata f: <a, b) x <0, l) .....•X pozwala okreslic rodzine krzywych
(,: <a, b) .....•X danych wzorami /.(t) = f(t, s). Zalózmy, ze wszystkie te krzywe zaczynaja
i koncza sie w tym samym punkcie P, por. rys. 9.

~ Mozemy uwazac, ze rodzina/. opisuje proces, w którym krzywafo pozostajac w przestrzeni X

zostaje zdeformowana do krzywej f, . Mówimy, ze krzywe fo i f, sa homotopijne w przestrzeni X.
. ,Aby blizej omówic to pojecie, wyróznimy pewna klase przestrzeni topologicznych. Mówimy, ze

p to przestrzen topologiczna X jest spójna, jesli nie istnieja zbiory U i V otwarte w X, niepuste,
rozlaczne i takie, ze X = U u V. W szczególnosci zbiór E c X jest spójny wtedy, gdy nie
istnieja zbiory U i V otwarte w X, dla których

U n E # 0, V n E # 0, U n E n V = 0 oraz E c U u V.

Mozna latwo zauwazyc, Zl: kazdy spójny podzbiór E osi liczbowej musi byc przedzialem.
Wystarczy w tym celu pokazac, ze jesli a E E, b E E oraz a < c < b, to c E E. Rozumujac nie
wprost przypuscmy, ze c rt E i polózmy U = (- 00, c), V = (c, (0). Wówczas E c U u V,
a E U n E, b E V n E oraz U n V n E = 0, a wiec E nie jest zbiorem spójnym. Na odwrót,
wykorzystujac tzw. aksjomat ciaglosci dla zbioru R liczb rzeczywistych mozna udowodnic, ze
kazdy przedzial jest zbiorem spójnym.

Bezposrednio z definicji spójnosci wynika, ze przy przeksztalceniu ciaglym obraz przestrzeni
spójnej jest spójny. W szczególnosci obraz kazdej krzywej jest zbiorem spójnym. Innym
natychmiastowym wnioskiem z definicji zbioru spójnego jest twierdzenie, ze suma dowolnej
liczby spójnych zbiorów w X, zawierajacych wspólny punkt P, jest spójnym zbiorem w X. Suma
wszystkich spójnych podzbiorów przestrzeni X, do których nalezy punkt P (tj. najwiekszy zbiór
spójny, do którego nalezy ten punkt), nazywa sie skladowa tej przestrzeni wyznaczona przez
punkt P. Czytelnik zechce przekonac sie, ze zbiór otwarty na plaszczyznie jest spójny wtedy
i tylko wtedy, gdy kazde dwa punkty P, Q mozna polaczyc krzywa w tym zbiorze, oraz ze kazda
skladowa otwartego zbioru na plaszczyznie jest zbiorem otwartym. Kazda przestrzen
topologiczna jest suma swoich parami rozlacznych skladowych.
Jezeli fo i f, sa krzywymi homotopijnymi w plaszczyznie bez punktu A, to indeks krzywej /.
wzgledem A jest ciagla funkcja zmiennej s w przedziale <0, l) i wobec tego zbiór wszystkich
wartosci tej funkcji jest przedzialem. Z drugiej strony indeks przyjmuje tylko wartosci calkowite,
a wiec rozwazany zbiór wartosci musi skladac sie tylko z jednego punktu. Wynika stad, ze
krzywe przedstawione na rys. 8a i 8b nie sa homotopijne w plaszczyznie z usunietym punktem O.
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Rozwazmy teraz dowolny zbiór otwarty i spójny Y na plaszczyznie (czyli obszar). Jezeli kazda
zamknieta krzywa w Yo poczatku w punkcie P jest homotopijna w Y z krzywa stala (jest
sciagalna do punktu P), to mówimy, ze y jest obszarem jednospójnym. Prawdziwe (i wazne)
jest nastepujace twierdzenie o monodromii, charakteryzujace obszary jednospójne:
Na to, aby obszar Y byl jednospójny, potrzeba i wystarcza, aby kazde nakrycie odwzorowujace
dowolna przestrzen spójna X na Y bylo odwzorowaniem róznowartosciowym.
Inna wazna klase przestrzeni topologicznych tworza przestrzenie zwarte. Mówimy, ze przestrzen
topologiczna X jest zwarta, jesli dla kazdej rodziny <fi zlozonej z otwartych zbiorów w X i takiej,
ze suma wszystkich zbiorów tej rodziny równa jest X, istnieje skonczona liczba takich zbiorów

Ul E <fi (i = 1,2, ... , k), ze X c Ul V U2 ••• V Uk. Podzbiór E dowolnej przestrzeni topologicznej
X jest zwarty, jesli dla kazdej rodziny <fi zlozonej z otwartych zbiorów w X, takiej ze E zawiera
sie w sumie zbiorów tej rodziny istnieje skonczona liczba takich zbiorów Ul E <fi (i = 1,2, ... , k),
zeEc Ul v ...V Uk.

Mówimy, ze E jest domknietym podzbiorem przestrzeni topologicznej X, jezeli zbiór X,,",,-E jest
otwarty. Udowodnimy, ze jezeli X jest przestrzenia Hausdorffa, to kazdy jej podzbiór zwarty X

jest domkniety. Rozwazmy dowolny punkt z E X"-.E. Dla kazdego x E E mozna na mocy
zalozenia znalezc rozlaczne otoczenia U", i V., takie ze x E U"" oraz z E V•. Zbiór E jest zwarty
i jest pokryty przez rodzine <fi = {U"" X E E}. Istnieje wiec skonczona liczba takich otoczen U", ,

x, E E (i = 1,2, ... , k), ze E c U"'l V U"'2 V .. , V U"'k' Niech V bedzie otoczeniem punktu z I
zawartym w zbiorze otwartym V"'l n V"'2 n ...n V"'k' Oczywiscie z E V c X"-.E, a wiec z jest
wewnetrznym punktem zbioru X,,",,-E, co konczy dowód.
Zauwazmy, ze os liczbowa R nie jest zbiorem zwartym, gdyz mozna ja pokryc nieskonczona
rodzina otwartych przedzialów U,j +2) (j calkowite), podczas gdy zadna skonczona ilosc tych
przedzialów nie pokrywa R. To samo rozumowanie pokazuje, ze kazdy zwarty zbiór na prostej
jest zbiorem ograniczonym. Mozna udowodnic (ale nie bedziemy tego robic), ze podzbiór linii
prostej jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony. To samo
twierdzenie pozostaje prawdziwe dla podzbiorów plaszczyzny, a takze dla podzbiorów przestrzeni
trójwymiarowej.
PowrÓCmy teraz do zagadnienia postawionego na wstepie i zastanówmy sie, jakie podzbiory
zasluguja na nazwe continuum. Niewatpliwie na nazwe te zasluguje odcinek domkniety na
prostej, por. rys. 10.
Jak widzielismy, podzbiór prostej jest odcinkiem domknietym wtedy i tylko wtedy, gdy jest
zbiorem zwartym i spójnym. Bedziemy wiec w zgodzie z intuicja, jesli te wlasnosci topologiczne
przyjmiemy za podstawe naszej definicji. Tak wiec przez continuum bedziemy rozumiec dowolna
przestrzen topologiczna zwarta i spójna. Aby ocenic przydatnosc tej definicji, zapoznamy sie
z przykladami continuów polozonych na sferze.
Zauwazmy przede wszystkim, ze sfera S jest zwarta przestrzenia Hausdorffa. Rzeczywiscie,
poludniowa hemisfera wraz z równikiem jest zwarta, gdyz jest homeomorficzna z kolem
domknietym na plaszczyznie (por. rys. 6). Poniewaz suma dwu zwartych podzbiorów
przestrzeni jest, jak latwo sprawdzic, zbiorem zwartym, wiec sfera jest zwarta jako suma dwu
hemisfer.

Czytelnik sprawdzi z latwoscia, ze kazdy domkniety podzbiór przestrzeni zwartej jest zbiorem
zwartym. Wynika stad, ze podzbiór K c S jest zwarty wtedy i tylko' wtedy, gdy jest domkniety,
oraz ze podzbiór K c S jest continuum wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i spójny.
Zalózmy, ze K c S jest zbiorem domknietym. Mozna udowodnic (ale dowód jest bardzo
trudny), ze zbiór K jest spójny wtedy i tylko wtedy, gdy kazda skladowa otwartego zbioru S"-.K
jest homeomorficzna z obszarem jednospójnym. W szczególnym przypadku, gdy K jest krzywa
Jordana (tj. homeomorficznym obrazem okregu), ma miejsce twierdzenie Jordana, które mówi,

ze zbiór S"-.K ma dokladnie dwie skladowe.
Powyzsze twierdzenia naleza do dziedziny matematyki zwanej topologia plaszczyzny
(a wlasciwie sfery). Tematyka ta byla bardzo bliska twórcom polskiej szkoly matematycznej.

Czytelnik blizej zainteresowany przedstawionymi tu zagadnieniami powinien siegnac po
oryginalne prace Zygmunta Janiszewskiego (1888-1920) i jego wspólpracowników.
Na zakonczenie dodajmy, ze na powierzchniach innych niz sfera wlasnosci continuów sa zgola
09mienne. I tak na przyklad krzywa Jordana na ogól nie rozcina wstegi Mobiusa (rys. lla)
ani torusa (rys. 11b). Co wiecej, dopeh1ienie krzywej Jordana na rys. 11b jest homeomorficzne
z pierscieniem na plaszczyznie, a obszar ten nie jest jednospójny.

~~-R\~ ~~~
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Mozesz juz teraz obejrzec spadanie kropel wody w swietle
blyskowym. Krople najlatwiej uzyskasz, moczac kawalek
szmatki i pozwalajac wodzie swobodnie splywac (nie mocz
za bardzo - zeby woda nie leciala ciurkiem). Nie
zapomnij podstawic miednicy albo chociaz talerza, zeby
nie zalac podlogi!

Badamy spadanie kropel wody
, .

Jak dobrze wiesz, kropla swobodnie puszczona spada tak
szybko, ze okiem nie mozna przesledzic jej ruchu. Mozna
to jednak zrobic, stosujac tzw. lampe blyskowa.
Lampa taka zapala sie bardzo czesto,' np. 50 razy w ciagu
sekundy, na bardzo krótka chwile, np. 1/1000 s. Co
bedziemy widziec, jezeli w jej swietle szybko porusza sie
jakies cialo, np. kulka z duza predkoscia toczy sie po
stole? Przedstawia to rysunek. Oko nie rozróznia tak
krótkich blysków, jak te, które omawiamy. Zamiast
poruszajacej sie kulki widzimy wiec pozornie
równoczesnie kilka nieruchornych kulek - w tych
polozeniach, w których kulka znajdowala sie wtedy, kiedy
lampa swiecila. Jezeli lampa blyska równomiernie,
z odleglosci pomiedzy obrazami mozemy wnioskowac,
czy cialo porusza sie ze stala predkoscia, czy zwalnia,
czy przyspiesza.
Skad wziac lampe blyskowa? Prawie kazdy z nas ma ja
w domu - jest nia po prostu ekran telewizora. Dla
zwiekszenia efektu dobrze jednak przeslonic go (np.
ciemnym papierem) tak, aby swiatlo wydostawalo sie
z poziomego paska o szerokosci 2-3 cm. Nalezy przy
tym nastawic jasnosc na maksimum, a doswiadczenie
robic w ciemnym pokoju, zeby nie bylo zadnych innych
zródel swiatla.

Nie ufaj wlasnym oczom.
Sa tak zbudowane, ze mozemy sztucznie wywolac
wrazenie ruchu tam, gdzie go nie ma i wrazenie
spoczynku tam, gdzie ruch jest. W kinie poza tasma
filmowa nic sie nie rusza. Operator wyswietla szybko
po sobie nastepujace nieruchorne obrazy. Oko odbiera
ten zalew obrazków rózniacych sie kazdy nieznacznie
jeden od drugiego jako ruch na ekranie. To samo
zjawisko zwane efektem stroboskopowym mozesz zbadac
za pomoca jakiejkolwiek, byle dosc grubej ksiazki,
lepsza jest ksiazka z miekkimi okladkami. Na marginesie
"Delty" narysowano szereg obrazków. Mozesz je wyciac
i nakleic w górnym lewym rogu kolejnych parzystych
stron ksiazki. Przewertuj teraz bardzo szybko karty
ksiazki. Madrzej by bylo, gdybys narysowal kolejne
rysunki sam i bezposrednio w ksiazce, gdyz dodatkowa
warstwa papieru i kleju utrudnia obserwowanie efektu.
Efekt stroboskopowy to takze zjawisko odwrotne. Szybki
proces ciagly mozemy zamienic na serie oddzielnych
nieruchornych obrazów. Wykonaj doswiadczenie.

mala delta
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Tak widzimy

Jasno - widac kulke

Ciemno - nic nie widac

Jasno - widac kulke
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Ciemno - nic nie widac

[6 ol

Ciemno - nic nie widac

Jasno - widac kulke
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Ciemno - nic nie widac
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Na dlugim podjezdzie kierowca redukuje bieg. Autobus
pnie sie powoli do góry. Wyzszego biegu wrzucic nie
sposób - nie starczy mocy silnika. Na niskim biegu jazda
jest denerwujaco powolna. Przydalby sie bieg posredni,
a najlepiej taka konstrukcja skrzyni biegów, która
pozwolilaby na ciagla regulacje przelozenia.
Zjawiska przebiegajace w sposób ciagly maja zalety,
z których chetnie korzystamy. Oto kilka przykladów.

Wazenie cukru

Trzeba odwazyc kilogram cukru. Nic prostszego. Sypiemy
cukier do torebki ustawionej na szalce i obserwujemy
wskazówke wagi. W miare jak zbliza sie ona do podzialki
oznaczajacej kilogram sypiemy cukier coraz mniejszym
strumieniem. Przy wprawie osiagniemy zamierzony cel
szybko i bez potrzeby odsypywania z torebki nadmiaru
cukru.
O wiele trudniej odwazyc kilogram jablek, totez czesto
kupujemy nieco mniej lub nieco wiecej, niz to pierwotnie
zaplanowalismy.

Podlewanie ogródka

Podlewamy wezem ogrodniczym drzewko rosnace
15 metrów od miejsca, gdzie stoimy. Teraz chcemy podlac
krzak rosnacy 5 metrów blizej. Nic trudnego. Stopniowo
zmniejszamy kat, pod jakim podniesiony jest wylot weza,
i bez trudu trafiamy do celu. Latwo sie przekonac, ze na
przyklad trafic kamieniem jest o wiele trudniej.

1&

Regaty
~o zwrocie sternik ustalil kurs lodzi i manewruje zaglem
szukajac takiego ustawienia, zeby lódz plynela jak
najszybciej. Oczywiscie wiele zalezy od zrecznosci
i doswiadczenia jednakze ogólna zasada jest taka sama,
jak w poprzednich przykladach. Metoda malych zmian
poszukujemy optymalnego polozenia.

Jak odlac polowe zawartosci butelki

Butelka o bardzo nieregularnym ksztalcie jest pelna wody.
Trzeba odlac polowe jej zawartosci.
Ilosc odlanej wody mozna porównac z iloscia wody, która
pozostala w butelce w taki sposób:
Ustawiamy butelke poziomo tak, aby powierzchnia wody
przechodzila przez srodek otworu butelki. Palcem drugiej
reki zaznaczamy poziom wody po przeciwnej stronie,
to jest na denku. Nastepnie obracamy butelke o 1800
wokól osi wyznaczonej przez polozenie obu palców. Jesli
wylalismy mniej niz polowe zawartosci, powierzchnia wody
po obrocie butelki bedzie powyzej palców (dlaczego?).
Co robic dalej, juz wiadomo.
Te proste przyklady ilustruja praktyczne pozytki plynace
z tego, ze pewne zjawiska maja charakter ciagly.
Przeniesmy sie teraz na grunt matematyki.

Dzielimy kat na trzy równe czesci
Znawcy geometrii odpowiedza, ze podzial kata na trzy
równe czesci jest konstrukcja niewykonalna (cyrklem
i linijka).
Zgoda. Poniewaz jednak plaszczyzna ma wlasnosc
ciaglosci, pólproste takiego podzialu potrafimy przyblizy(
z dowolna dokladnoscia stosujac odpowiednie metody.
Sa one zreszta bardzo proste.



Oto przepis.
Kreslimy okrag o srodku w wierzcholku dzielonego kata
i o dowolnym promieniu r. Punkty przeciecia sie tego
okregu z ramionami kata oznaczmy literami M i N. KaMy
podzial kata na trzy (niekoniecznie równe) czesci
wyznacza trzy cieciwy:

MA, AB, i BN.

Za pomoca cyrkla obierzmy na luku MN punkt A
dowolnie, a punkt B w taki sposób, zeby cieciwy MA i AB
byly równe. Jesli trzecia cieciwa BN jest mniejsza od
pozostalych, oznacza to, ze punkt A trzeba przesunac
blizej punktu M.
Wypróbujmy rózne dlugosci dla cieciwy MA i notujmy
otrzymane wyniki na pomocniczym rysunku. Zrec~ne
rece, dokladny cyrkiel i odrobina wprawy wys~arcza,
zeby otrzymany podzial kata byl dobrym or.zYblizeniem
podzialu na trzy równe czesci.
Zadania

1. Mamy trzy prety i zaciski do iC.h.~laczenia. j'~stesmy

na boisku, nie mamy zadnych przy adów. Mozemy jednak
rysowac na ziemi. Jak zbudowac z p etów dostatecznie
dobre przyblizenie kata prostego? M ze pomoze \
rysunek?
2. Jak zbudowac siedmiokat foremny (dabre przyblizenie
tej figury)?
3. Mamy rozregulowana poziomnice (ze srubkami do
regulacji) oraz stól z regulowanym nachyleniem blatu.
Oto dwa zadania: po pierwsze, wyregulowac poziomnice,
po drugie, ustawic blat stolu poziomo.
4. Zadanie tylko na minikalkulator
Wiadomo, ze równanie

2x3-8x2+8x-l = O

ma dokladnie trzy pierwiastki. Pierwszy z nich jest
zawarty miedzy O a l, drugi miedzy l a 2 i trzeci
miedzy 2 a 3.
Wyznaczcie z dokladnoscia do 4 miejsc po przecinku jeden
z nich.

Mala Delte opracowali: Jerzy GINTER,
Tomasz HOFMOKL i Przemyslaw NOWICKI

Zadania
Redaguje mgr Andrzej MAKO WSKI
M 130. Udowodnic, ze jezeli funkcja F przeksztalcajaca przedzial <0, b) w przedzial <o, b)

jest ciagla, to·ma punkt staly (tzn. istnieje x E <o, b), dla którego F(x) = x).
Rozwiazanie na str. 6

M 131. Czy istnieje funkcja f: R -+ R ciagla w jednym tylko punkcie?
Rozwiazanie na stL 6

M 132. Wykazac, ze funkcja g: R x R -+ R okreslona wzorami

g(x, y) = ~ dla (x, y) 1= (O, O), g(O,O) = O
X·+y2

jest ciagla wzgledem kazdej zmiennej (przy ustalonej wartosci pozostalej zmiennej), ale jako
funkcja dwóch zmiennych jest nieciagla w punkcie (O, O).
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje dr Waldemar GORZKOWSKI
F 44. Rozwazmy cienka, plaska plyte dowolnego ksztaltu, niekoniecznie jednorodna. Niech O

oznacza okreslony punkt tej plyty. Wykaz,ze sposród osi lezacych w plaszczyznie plyty
i przechodzacych przez punkt O zawsze mozna wybrac takie dwie osie wzajemnie prostopadle,
ze moment bezwladnosci plyty wzgledem tych osi bedzie taki sam.
Rozwiazanie na str. S
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