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o ukladaniu horoskopów, astrologii... i nie tylko

Dr Marek Artur ABRAMOWICZ

Wstep
Kazdy z Was spotkal sie niejednokrotnie z drukowanymi w prasie horoskopami.
Astrologia, tzn. sztuka ich ukladania i interpretacji zaklada, iz z polozenia na

niebie gwiazd i planet w momencie urodzin czlowieka, mozna przewidziec jego
charakter i przyszle losy. Zalozenie takie jest przykladem myslenia magicznego
i ludziom wyksztalconym dzisiaj wydaje sie smieszne. Kilkaset lat temu jednak
astrologia byla powaznym i systematycznym pogladem na swiat, który
podzielalo wielu najwybitniejszych intelektualistów na wszystkich szczeblach
drabiny spolecznej. Wiekszosc astronomów ukladala horoskopy tak, jak np.
dzialajacy na przelomie XVI i XVII wieku znakomici Tycho Brache i Johannes
Kepler. Pierwszy z nich napisal nawet podrecznik astrologiczny "Apologia
Astrologiae" a drugi oprócz wielu druków poswieconych tej nauce wydal slynny
"Prodromus dissertationum mathematicarum continens myslerium cosmographicarum"
i sporzadzil glosny horoskop ksiecia Wallensteina, przepowiadajac temu dowódcy
wojsk cesarskich w wojnie trzydziestoletniej kleske pod Liitzen.
Od czasu, gdy publicznie przyznalem sie do umiejetnosci ukladania horoskopów
wedlug sredniowiecznych regul, stale jestem o to proszony. Chcialbym tu wyjasnic
jedna sprawe: Uwazny Czytelnik tego artykulu bez trudu dostrzeze mój ambiwalentny
stosunek do astrologii. Jestem mianowicie jej zdecydowanym przeciwnikiem, gdy
jest ona traktowana .serio, jako swiatopoglad lub chocby jako nauka. Jednoczesnie
jestem amatorem zabawy w astrologie -lubie ogladac i czytac stare horoskopy
jednakowo wzruszajac sie ich prz}'rodnicza naiwnoscia ipodziwiajac piekno ich
formy. Uwazam, ze zupelna ignorancja w zakresie astrologii, jaka mozna
obserwowac wsród ludzi zawodowo zajmujacych sie astronomia oraz milosników
tej nauki, nie jest rzecza godna pochwaly. Rzetelna, fachowa krytyka
astrologii jest konieczna - wystarczy wspomniec plage gazetowych horoskopów
lub, co znacznie grozniejsze, dosc powszechne przekonanie, ze "cos w tym jest".
Nie sadze, aby wiara w astrologie nie byla spolecznie szkodliwa: wszelkie
antyracjonalne, antyintelektualne postawy lub poglady majace podloze
w przesadzie, zabobonie lub falszywej filozofii sa grozne, poniewaz ucza pogardy
dla kultury. Uwazam, ze przeciwstawienie sie astrologii jest spolecznym
obowiazkiem astronomów, podobnie jak przeciwstawianie sie falszowaniu
historii jest spolecznym obowiazkiem historyków a walka z nieodpowiedzialnymi
doktrynami ekonomicznymi jest spolecznym obowiazkiem ekonomistów -
w sferze fachowej krytyki oczywiscie, poniewaz przeciwstawianie sie tym
zjawiskom powinno byc powszednia troska nas wszystkich, niezaleznie od
uprawianego zawodu. Po to, aby uczciwie i kompetentnie krytykowac czyjes
poglady (zwlaszcza publicznie), trzeba je najpierw poznac i, co nie mniej istotne,
dopuscic, by mogli poznac je inni.
Czesto mozna spotkac sie z twierdzeniem wyglaszanym zwlaszcza przez ludzi
sztuki, iz wspólczesna astronomia jest sucha, matematyczna, nie porywa
wyobrazni - przeciwnie niz astronomia dawna, zlaczona z astrologia i mitologia.
Richard F. Feynman, uwazany za najwybitniejszego sposród zyjacych fizyków,
tak ustosunkowal sie do tego pogladu: "Poeci mówia, ze nauka odziera gwiazdy
z piekna, czyni z nich zwykle gazowe zbiorowiska atomów. Nic nie jest tu jednak
"zwykle".
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Rys. I. Podzial nieba na domy zodiakalne
(noc zaznaczylismy kolorem)

Ja takze umiem patrzec na gwiazdy noca na pustkowiu i odczuwac
ich piekno. A czy widze mniej, czy wiecej niz inni? Ogrom niebios pobudza
moja wyobraznie ... Zawieszony na naszej malenkiej karuzeli widze swiatlo
wyslane do nas przed milionem lat. Ogromna jest calosc, której czesc stanowie·
Moze czesc materii, która mnie tworzy, wyrzucona zostala z odleglej, zapomnianej
gwiazdy, tak samo jak swiatlo, które widze? A gdy patrze na gwiazdy przez
potezne oko palomarskiego teleskopu i widze, jak rozbiegaja sie one od jakiegos
wspólnego punktu, w którym - byc moze - kiedys sie skupialy, mysle, na czym
polega regularnosc i sens tego wszystkiego. Dlaczego tak jest? Urok tajemnicy
nie ucierpi, jesli poznamy jej malenka czesc. Albowiem prawda jest duzo
wspanialsza, niz to sobie wyobrazali artysci dawnych wieków! Dlaczego nie
opiewaja jej wspólczesni poeci? Cóz to za dziwny gatunek ci poeci, jesli
potrafia glosic chwale Jowisza jako zywej istoty a zachowuja milczenie wobec
Jowisza - ogromnej kuli z metanu i amoniaku".

Przypuscmy, ze ktos bardzo uczony zechcialby przekonac nie bardzo
wyksztalcona w podstawach fizyki publicznosc, iz ogladany przez nia wystep
magika pokazujacego unoszaca sie w powietrzu dziewczyne, nie dowodzi wcale
mozliwosci lewitacji i psychokinezy. Zaloze sie, ze w osmiu wypadkach na
dziesiec argumentacja bylaby taka: "prawo powszechnego ciazenia ... , si/a
Archimedesa ... , przyspieszenia wszystkich cial sa równe ... ". Otóz duzo prostsze
i skuteczniejsze, jak sadze, byloby pokazanie ukrytej sprezyny, która zawieszonej
na niej dziewczynie umozliwia - tak jak Bronislawowi Pawlikowi
w wystawianej przed laty sztuce Ionesco "Pieszo w powietrzu" - podobne
ewolucje, sprzeczne na pozór z prawem grawitacji.

Podobnie jest z astrologia: z punktu widzenia wspólczesnej fizyki jest zupelnie
wykluczone, zeby oddzialywanie tak bardzo od nas odleglych gwiazd i planet
moglo miec jakikolwiek wplyw na cokolwiek dziejacego sie na Ziemi. Latwo
mozna na przyklad wykazac, ze oddzialywanie grawitacyjne mebli w naszym
pokoju jest nie mniejsze. Moze jednak z astrologia sprawa ma sie podobnie, jak
z medycyna ludowa. Moze jej zlozone i magiczne przepisy zawieraja pewna
zaszyfrowana wiedze nie majaca wprawdzie nic wspólnego z gwiazdami, ale
utrwalona przez doswiadczenia wielu pokolen. Wiemy jednak, ze zarówno
planetom, jak i gwiazdozbiorom nadawano nazwy w sposób zupelnie
przypadkowy, a od tych wlasnie nazw bierze poczatek cala magia zwiazanych
z nimi znaczen. Skuteczniejsze od tego typu dowodów bedzie jednak, uwazam,
pokazanie jak horoskopy sa ukladane, zdemaskowanie czarnej magii przez
wyciagniecie wszystkich ukrytych sprezyn, zapadni i mechanizmów - patrzcie,
to tylko tyle, nic wiecej w tym nie ma, ta mistyczna, tajemnicza nauka umiejaca
jakoby przepowiadac losy ludzi i swiata to zalosny humbug, zbiór niedorzecznych
przepisów, wywolujacych usmiech politowania zasad i kanonów.
Tak, horoskopy to bzdura - a jednak cos w nich jest. Przede wszystkim
powaga tradycji. Astrologia dala poczatek astronomii i skierowala zainteresowania
wielu ludzi w róznych epokach i w róznych czesciach swiata na sprawy dziejace sie
na niebie. Odrzucamy dzis astrologie jako nauke, jako poglad na swiat ale nie
mozemy zapominac, my - astronomowie, ile jej zawdzieczamy. Wreszcie - '
horoskopy sa piekne graficznie: maja one zazwyczaj ksztalt kwadratu'lub kola,
w które wpisane sa magiczne symbole dwunastu znaków Zodiaku i siedmiu
planet znanych w starozytnosci: Merkurego, Wenus, Marsa, Jowisza, Saturna,
Ksiezyca i Slonca. Symbole te pokazane sa na rysunku 1. Niebo podzielone jest
na nim na dwanascie zodiakalnych domów. Daty, napisane obok symbolu
i nazwy kazdego domu, mówia, kiedy przebywa w nim Slonce. Symbole planet
rozmieszczone sa zgodnie z astrologiczna konwencja, przypisujacej kazdej
planecie wlasciwy jej dom zodiakalny. Z rysunku wynika, iz np. Saturn ma dom
dzienny w Koziorozcu a nocny w Wodniku, Slonce ma tylko dom dzienny -
w Lwie, Ksiezyc tylko nocny - w Raku, etc. W niektórych domach znalezc
mozna zapis specjalnego typu, np. 6E5D w Raku. Oznacza to, ze Jowisz (6) ma
najwieksza moc w Raku (E = egzaltacja) a Mars (5) najmniejsza (D =
= depresja). Oczywiscie podzial nieba na zodiakalne domy, umieszczanie w nich
planet etc. jest wylacznie konwencja, uswiecona wielowiekowa tradycja i nie ma
zadnego przyrodniczego znaczenia.
Na koniec chcialbym przytoczyc jedyny znany mi przyklad pomyslnego
zastosowania astrologii w praktyce: Louis de Whol byl wegierskim astrologiem,
mieszkajacym w Niemczech. Jako przeciwnik rezim~ hitlerowskiego zmuszony byl
emigrowac do Anglii. Po wybuchu wojny zglosil sie w angielskiej Admiralicji
i zaproponowal swoje uslugi: stawianie horoskopów przewidujacych bieg
wojennych wydarzen.
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Jego propozycja zostala natychmiast przyjeta. Nie, Anglicy nie wierzyli
w horoskopy, podobnie zreszta jak i sam de Who!. Chodzilo o to, ze

. Adolf Hitler otaczal sie astrologami i czesto zasiegal ich rad - takze w sprawie
prowadzenia wojny. De Whol znal metody stosowane przez niemieckich kolegów
i z duzym prawdopodobienstwem mógl przewidziec, co poradza oni Fiihrerowi.
Dzieki wspólpracy z de Who lem Anglicy rozgromili w 1940 roku
sprzymierzonych z Niemcami Wlochów w slynnej bitwie w zatoce Tarenckiej,
gdzie miescila sie dobrze strzezona glówna baza wloskiej marynarki. Byl to
pierwszy w historii morskiej sztuki wojennej skuteczny atak na okrety
znajdujace sie w bazie, wykonany silami lotnictwa.

Czarna magia...

Domy astrologiczne nie maja nic wspólnego

z omówionymi domami zodiakalnymi.

XI.x.IX.

.~

~~
X/l.

I.11. ~~~y11/.

IV.V.
Rys. 2. Horoskop Weroniki

"H. - A wiec wystapi teraz z seansem czarnej magii znakomity artysta
zagraniczny monsieur Woland. Oczywista, i ja wiem, i panstwo wiecie, ... , ze
czarna magia w ogóle nie istnieje i ze nie jest to nic innego jak tylko przesad, zas
maestro Woland po prostu mistrzowsko opanowal technike tricków, o czym sie
zreszta przekonacie w najciekawszej czesci jego wystepu, to znaczy w czesci
demaskujacej cala te technike ... "

M. Bulhakow "Mistrz i Malgorzata"

Rysunek 2 przedstawia horoskop ulozony przeze mnie dla szesciotygodniowej
Weroniki. Duzy kwadrat podzielony jest na trzynascie czesci: maly kwadrat,
w którym wpisalem dane dotyczace urodzin, oraz dwanascie trójkatów,
symbolizujacych dwanascie astrologicznych domów, to znaczy dwanascie
nierównych czesci, na które dzieli sie niebo wedlug pewnego, skomplikowanego,
przepisu. Uklad gwiazd i planet w momencie urodzin Weroniki okresla, jakie
planety i jakie znaki Zodiaku znajduja sie w poszczególnych domach a to z kolei
ma zasadnicze znaczenie dla interpretacji horoskopu ..

Wedle astrologicznej doktryny, dom pierwszy okresla przyszly charakter
i zamilowania Weroniki. Nie znajdujemy w nim zadnej planety lecz tylko dwa
znaki Zodiaku: Skorpiona i Strzelca. To polaczenie jest wyjatkowo korzystne,
poniewaz Strzelec daje takie cechy charakteru jak: umilowanie prawdy,
sprawiedliwosc, glebie mysli, niezaleznosc oraz impulsywnosc i goracy
temperament, Skorpion natomiast: silna wole i twórczy niepokój. Skorpion

VIII.w pierwszym domu sprawia, ze kobieta ma to, co Anglosasi nazywaja sex
appealem - jest atrakcyjna, pociagajaca, magnetyczna. Tyle o charakterze.
Zamilowania okresla Strzelec: dlugie podróze, dobre ksiazki, rozszerzenie

VII. i poglebianie wiedzy oraz Skorpion: sex. Dom drugi mówi o sprawach
finansowych. Mamy tu Slonce, które jest symbolem zlota, Merkurego,

VI przynoszacego jak wiadomo pomyslnosc w interesach i Wenus, która jest planeta
. przynoszaca szczescie. Do tego Wage, której atrybutami sa równowaga i stalosc.

Moze to oznaczac tylko jedno: wielka i stala pomyslnosc finansowa, nawet
bogactwo. Nie ma zadnych znaków lub planet zagrazajacych tej pomyslnosci.
Najlepsze dni na zalatwianie operacji finansowych to: niedziela (dzien Slonca),
sroda (dzien Merkurego) i piatek (dzien Wenus) a takze okres, w którym Slonce
znajduje sie w znaku Wagi, tzn. od 23 wrzesnia do 23 pazdziernika, zwlaszcza,
jesli pod nieobecnosc innych planet znajduja sie tam jeszcze Merkury i Wenus.
Dom trzeci okresla studia, blizsza rodzine, sasiadów i krótkie podróze. Weronika
ma w nim Ksiezyc i Saturna (w egzaltacji) oraz znaki Wagi i Panny, Weronika
urodzila sie pod wyraznym wplywem Ksiezyca, o godzinie 8: 32 rano, a wiec
w godzinie Ksiezyca. Oznaczac to moze studia artystyczne - najlepszy dzien na
egzaminy to poniedzialek, zwlaszcza, jesli Ksiezyc jest na nowiu. W trzecim
domu znajduje sie takze Saturn, planeta przynoszaca nieszczescia. Moga one
dotyczyc albo nauki szkolnej i studiów, albo blizszej rodziny. Dniem Saturnr..
jest sobota i dlatego Weronika powinna unikac sobotnich egzaminów i zwracac
uwage, aby tego dnia nie wywolywac rodzinnych nieporozumien.

Domów jest dwanascie i kazdy z nich rzadzi okreslonymi zyciowymi sprawami
moze wiec, jesli kto chce, znajac astrologiczny charakter planet i znaków
Zodiaku, prowadzic dalej wrózby.
Tych, którzy chcieliby to robic, odsylam do mojego artykulu o astrologii
(Problemy, 378, 1977, str. 30), gdzie znajda niezbedne wskazówki.
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W ksialCC Bulhakowa okazalo sie jednak, ze
olhyw'JlCI artysta byl prawdziwym magikiem.

Rys. 3. \\o~pólfLelinc.: horYJ.onw!lH:
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... oraz jak ja zdemaskowano

,,- Mimo wszystko, pozadane by bylo, obywatelu artysto; by zechcial pan bez
zwloki zdemaskowac wobec publicznosci technike swoich tricków ... Jesli to nie
nastapi, panski wystep pozostawi przygnebiajace wrazenie. Masowy odbiorca
domaga sie wyjasnien. - Wydaje mi sie - przerwal (... ) bezczelny bufon - ze
masowy odbiorca nie wyrazal takich zyczen.

M. Bulhakow "Mistrz i Malgorzata"

Dla kazdego z nas wyglad pogodnego, nocnego· nieba nasuwa nieodparcie
wyobrazenie polowy kuli, jak nazywaja ja astronomowie - sfery niebieskiej
(rys. 3). Kula ta przecieta jest plaszczyzna Horyzontu a obserwator ma
wrazenie, ze znajduje sie w jej srodku. W najwyzszym punkcie sfery, dokladnie
nad glowa obserwatora, znajduje sie punkt Zenitu, po przeciwnej stronie
niewidoczny, punkt Nadiru. Po to, aby w scisly sposób okreslac polozenia
gwiazd i planet na sferze niebieskiej, trzeba wprowadzic na niej uklad
wspólrzednych. Mozna posluzyc sie analogia z siatka geograficzna na Ziemi i tak
dobrac wspólrzedne, aby punkty Zenitu i Nadiru odpowiadaly ziemskim
biegunom -Horyzont bedzie wtedy odpowiadal ziemskiemu równikowi. Kola
równolegle do Horyzontu (równolezniki) i prostopadle do nich (poludniki)
utworza siatke tzw. wspólrzednych horyzontalnych. Wystarczy kilka godzin
obserwacji, aby sie przekonac, iz wspólrzedne horyzontalne wszystkich cial
niebieskich (z wyjatkiem Gwiazdy Polarnej) zmieniaja sie nieustannie skutkiem
ruchu obrotowego Ziemi. Prócz tego wspólrzedne horyzontalne sa w oczywisty
sposób zwiazane z obserwatorem: dwaj astronomowie w dwóch róznych
miejscach na Ziemi przypisuja w kazdym momencie czasu inne wspólrzedne temu
samemu cialu niebieskiemu. Z tego powodu wspólrzedne horyzontalne sa bardzo
niewygodne w praktyce. Zamiast nich uzywa sie wspólrzednych równikowych,
w których role biegunów graja dwa punkty sfery niebieskiej, przez które
przechodzi os tej sfery (rys. 4). Z rysunku mozna latwo zorientowac sie, jak
mierzyc "szerokosc geograficzna". Do mierzenia "dlugosci geograficznej"
potrzebna jest umowa, który poludnik wybiera sie, jako poludnik zerowy.
Astronomowie umówili sie, ze Slonce przechodzi przez poludnik zerowy 21
marca. Aby nie bylo pomylek, astronomowie uzywaja zamiast nazwy "dlugosc
geograficzna na sferze niebieskiej" jednego slowa - rektascencja a zamiast
"szerokosc geograficzna na sferze niebieskiej" - deklinacja. W kalendarzach
astronomicznych mozna znalezc rektascencje i deklinacje wszystkich planet na
kazdy dzien roku. Na rysunku 5 pokazana jest strona 256 kalendarza na rok
1977, z którego korzystalem ukladajac horoskop Weroniki, na której znajduja sie
dane dotyczace rektascencji i deklinacji Saturna. OcL jest skrótem od October,
tzn. pazdziernik. Rektascencja mierzona jest zgodnie z ruchem wskazówek
zegara (patrzac od strony Bieguna Pólnocnego nieba) w godzinach, minutach
i sekundach. Godzina ma 15°, (tzn. pietnascie stopni), poniewaz obwód równika
ma 24h (tzn. dwadziescia cztery godziny) lub 360°. Deklinacja mierzona jest
w stopniach od Równika nieba; poludniowe deklinacje sa ujemne. Wyglad nieba
w ustalonym momencie czasu mozna wiec latwo ustalic poslugujac sie
astronomicznym kalendarzem. Wspólrzedne równikowe wszystkich planet
w momencie urodzin Weroniki znalezione w The Astronomical Ephemeris For The
Year 1977 zebrane sa w Tabeli l. Uzywajac tej tabeli jako wyjsciowych danych
ulozymy teraz horoskop Weroniki.
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Zaczniemy od podzialu nieba na domy, uzywajac definicji pochodzacej od
Regiomontana, znanego astrologa z XV wieku: Podziel Równik niebieski na
dwanascie równych czesci tak, aby pierwszy punkt podzialu wypadl tam, gdzie
Równik przecina sie z Horyzontem. Przeprowadz przez Zenit i dwanascie punktów
podzialu dwanascie wielkich kól. Kola te rozetna niebo na dwanascie domów. Jezeli
mamy pod reka globus, mozemy na nim naniesc polozenia wszystkich planet
(znamy przeciez ich rektascencje i deklinacje, tzn. dlugosci i szerokosci
geograficzne). Aby podzielic niebo na domy, musimy wiedziec, gdzie na globusie
lezy Horyzont. Gdyby Slonce poruszalo sie w ciagu roku ruchem jednostajnym
po Równiku (poczynajac od 21 marca i rektascencji Oh), to kazdego dnia
dokladnie o dwunastej czasu miejscowego znajdowaloby sie na Poludniku
miejscowym, to jest wielkim ·kole laczacym Zenit i Biegun. Po znalezieniu
polozenia Poludnika latwo znalezc Zenit - deklinacja Zenitu równa jest
szerokosci geograficznej (Warszawa, gdzie urodzila sie Weronika, ma
szerokosc geograficzna 52°). Majac ustalony punkt Zenitu nietrudno wykreslic
na globusie Horyzont a po wykresleniu Horyzontu wszystkie kola wielkie dzielace

, niebo na dwanascie domów. Tu dygresja: do rysowania kól wielkich na kuli
przygotowujemy sztywna obrecz z cienkiego drutu o srednicy równej srednicy
Równika. Przez dwa dane punkty na kuli przeprowadzamy kolo wielkie po
prostu przykladajac obrecz do punktów. Takze zupelnie proste jest rysowanie kola
prostopadlego do danego i przechodzacego przez dany punkt. (Zauwazcie
analogie pomiedzy plaszczyzna, prostymi i linijka a kula, kolami wielkimi
i obrecza!);
Zadanie nasze sprowadza sie zatem do odnalezienia na globusie Poludnika
miejscowego - potem wszystko jest juz proste. Zrobimy to tak: podzielimy
najpierw Równik niebieski na 365 dni. Gdyby Weronika urodzila sie dokladnie
w poludnie 10 pazdziernika (przypominamy, ze mówimy o czasie miejscowym
rózni sie on w Warszawie o 24 minuty od czasu urzedowego, poniewaz
Warszawa nie lezy na 15° dlugosci geograficznej wschodniej), to Poludnik
miejscowy w momencie jej urodzenia bylby tym poludnikiem na globusie, który
przechodzi przez punkt na Równiku odpowiadajacy dacie, 10 pazdziernika.

Rys. 6. Siatka wspólrzednych równikowych w.rzucie stereograficznym na plaszczyzne. W srodku koncentrycznych kól jednakowej deklinacji znajduje sie Biegun
Poludniowy, z którego promieniscie wychodza proste o jednakowej rektascencji. Niekoncentryczne kolo przedstawia Ekliptyke, tj. roczna droge Slonca po firmamencie:
jest ono podzielone na dwanascie zodiakalnych domów, których symbole umieszczono w poludniowej czapie polarnej. Zewnetrzna podzialka mówi, gdzie znajdowaloby
sie Slonce,gdyby obiegalo niebosklon ruchem jednostajnym po równiku, w rózne dni roku. Takie Slonce astronomowie nazywaja "Sloncem srednim". Symbole planetodpowiadaja icb ustawieniu w momencie urodzin Weroniki.~s



Platanina linii na rysunku 8 tylko pozornie
jest obrazem zupelnego chaosu. Witold
Krassowski, znakomity historyk sztuki
zwiazany z Wydzialem Architektury
Politechniki Warszawskiej, odkryl, ze schemat
kompozycyjny tryptyku Hansa Memlinga
••Sad Ostateczny" opiera sie wlasnie na
konstrukcji przedstawionej na rysunku 8.
Znajdujacy sie w Muzeum Narodowym
w Gdansku tryptyk Memlinga jest jednym
z zaledwie kilku najwybitniejszych dziel
europejskiego malarstwa, jakie posiadamy
w polskich zbiorach.

Poniewaz Weronika urodzila sie o 8 :32 przed poludniem, tak wyznaczony Poludnik
przesunac nalezy (niebo obraca sie w tempie jeden obrót na dobe!) o kat
12hOOm _ Sh32m = 3h2Sm = 52°.

Poniewaz nie mamy pod reka globusa, rozwiazemy zadanie w inny sposób 
wykorzystujac wlasnosci rzutu stereograficmego, tzn. pewnego odwzorowania
powierzchni kuli na plaszczyzne. Rzutu stereograficmego dokonuje sie
w nastepujacy sposób: z najwyzszego punktu kuli lezacej na poziomej
plaszczyznie prowadzi sie linie proste, przechodzace przez punkty lezace na
powierzchni kuli Pl' Pz, ... , P,.. Proste te przebijaja plaszczyzne w punktach
Q l' Q2' ... , Q,.. Zbiór punktów Q nazywamy rzutem zbioru punktów P. Zachodzi
wazne twierdzenie: rzuty stereograficme kól sa kolami lub liniami prostymi.
Poslugujac sie rzutowaniem stereograficznym bardzo latwo narysowac mozna na
plaszczyznie rzut siatki wspólrzednych równikowych - zrobione jest to na
rysunku 6, na którym - zgodnie z danymi zebranymi w Tabeli l - naniesiono
takze polozenia planet w momencie urodzin Weroniki. Nastepny rysunek
przedstawia podzial nieba na domy - wystarcza chwila zastanowienia, by
odgadnac, jak zostal on skostruowany. (Wskazówka: przez trzy punkty na
plaszczyznie przechodzi dokladnie jedno kolo. Kola wielkie, dzielace niebo na
domy, przechodza przez Zenit, Nadir i punkt podzialu na Równiku). Zauwazmy,
ze na rysunku 7 nie zostala okreslona jeszcze rektascencja Poludnika miejscowego,
tzn. nie jest mozliwe ustalenie, jaka jest wzajemna orientacja obu siatek i co za
tym idzie - jakie planety majduja sie w poszczególnych domach. Zrobione jest
to na rysunku S - dokladnie tak, jak w omówionym uprzednio przykladzie
z globusem. Horoskop jest zatem ulozony. Pozostalo mi tylko bardzo
podziekowac mamie Weroniki za wykonanie trudnych i pracochlonnych rysunków
do tego artykulu.

Rys. 7. Podzial na domy. Oznaczono Horyzont, Równik i Poludnik miejscowy. Liczby na Równiku mówia, gdzie znajduje sie ••Slonce srednic" w odpowiednich momentach
mierzonych w czasie miejscowym. Równik jest kolem opisanym liczbami 24:00, 6:00, 12:00, 18:00.
Poludnik miejscowy - prosta przechodzaca przez punkty Zenitu i Nadiru; Horyzont kolem, które nie przccbodzi przez te punkty.

&



Rys. 8. Wyglad nieba w momencie urodzin Weroniki (Porównaj z Rys. 6 i 7).

_Zadania
Redaguje mgr Andrzej MAKOWSKI

(X) x(x-1) •.. (x-n+1)
M 163. Jezeli n jest liczba naturalna, to przyjmujemy = ~- _m - Rozlozyc

,n n!

na czynniki wielomian

I(x) = l-(l)+W - ...+(-1Y'(~).
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Rozwiazanie na str. 10
M 164. Dany jest czworokat ABCDwpisany W okrag i nie bedacy trapezem. Udowodnic, ze
dwusieczne katów utworzonych przez proste AB i CD oraz BC i AD sa prostopadle.
Rozwiazanie na str. 10
M 165. Liczbe e mozna zdefiniowac jako sume szeregu

111

l+-iT+2T+3T+ ....
(zob. artykul J. Chlipalskiego w Delcie 1/1978). Udowodnic, ze e nie jest liczba wymierna·
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje dr~Waldemar GORZKOWSKI

F55. W walcowym naczyniu znajduja sie dwie niemieszajace sie ciecze o róznych

gestosciach. Po ustawieniu na srodku obracajacej sie plyty powierzchnie cieczy przybraly ustalony
ksztalt wklesly (patrz rysunek). Czy górne powierzchnie obu cieczy sa przystajace?
Napiecie powierzchniowe i przyleganie zaniedbujemy.
Rozwiazanie na str. 15
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Artykul ten jest nieco przeredagowana
praca maturalna wykonana przez Autorke
w 1977 roku w Liceum im. K. Gottwalda

Dokladniej: homeomorfizmy wieloscianów
zachowujace wlasnosci: "byc krawedzia"

i"byc wierzcholkiem".

Wielosciany z minimalna iloscia powtórzen (I)

Malgorzata ZALEWSKA
W artykule tym zajmowac sie bedziemy wieloscianami wypuklymi. Ustalmy najpierw
terminologie. Bedziemy mówili, ze sciany wieloscianu sa tego samego rodzaju, gdy maja te sama

liczbe boków. Jezeli oznaczamy liczbe scian wieloscianu iII"' przez s(iII"') a liczb!, rodzajów scian
przez r(iII"') to s(if/")-r(iII"') nazywac bedziemy iloscia powtórzen w tym wieloscianie.
Jak mozna wykazac, kazdy wieloscian ma dwie sciany tego samego rodzaju. My udowodnimy
nawet wiecej - a mianowicie: dla kazdego wypuklego wieloscianu iII"'

s(iII"')-r(iII"') ~ 3.

Dowód: Zalózmy, ze w danym wieloscianie iII"' sciana o najwiekszej liczbie krawedzi. jest
k(iII"') - kat. SCian w tym wieloscianie musi byc co najmniej k(iII"')+1 (gdyz k(iII"') - kat moze
miec co najwyzej jedna krawedz wspólna z kazda inna sciana) wiec

s(iII"') ~ k(iII"')+1.

Rodzajów scian moze byc co najwyzej k(iII"')- 2 gdyz i-kat moze byc sciana tego wieloscianu tylko dla
i = 3,4, ... , k("fI/") wiec r(iII"') .;; k(iII"')-2. Stad

s(iII"')-r(iII"') ~ k(iII"')+1-(k(iII"')-2) = 3.

A wiec w kazdym wieloscianie sa co najmniej trzy powtórzenia.
Postaramy sie teraz znalezc wszystkie (z dokladnoscia do homeomorfizmu, zachowujacego
wierzcholki i krawedzie) wielosciany z trzema powtórzeniami. Inaczej mówiac bedziemy szukac'
reprezentantów wszystkich klas wieloscianów, przy czym dowolny wieloscian z danej klasy

mozna przeksztalcic na dowolny wieloscian z tej samej klasy za pomoca homeomorfizmu, .
zachowujacego wierzcholki i krawedzie. Do tej samej klasy naleza wielosciany majace sciany tego
samego rodzaju ulozone w ten sam sposób, np. wielosciany na rys. l. Wielosciany na rys. 2.
naleza do dwóch róznych klas, mimo ze maja sciany tego samego rodzaju. Sa one ulozone
w rózny sposób.

Rys 1.

A,

Rys J.

Rys 2.

Wielosciany z trzema powtórzeniami maja wiele ciekawych wlasnosci. Zaznajomienie sie z nimi
pozwoli nam na znalezienie wszystkich klas tych wieloscianów. Przytoczymy teraz te wlasnosci
wraz z niektórymi dowodami.
Poniewaz dalej bedziemy zajmowac sie tylko wieloscianami z trzema powtórzeniami, mówiac

"wieloscian" bedziemy mieli na mysli taki wlasnie wieloscian. Przyjmijmy, ze wieloscian, w którym
sciana o najwiekszej liczbie boków jest k-kat, nazywac bedziemy "wieloscianem z k-katem".
Mówiac "jedyny wieloscian" mamy na mysli jedyny z dokladnoscia do homeomorfizmu,
zachowujacego wierzcholki i krawedzie.

Wlasnosci wieloscianów

1. Dla wszystkich i = 3,4, ... , k wieloscian z k-katem zawiera sciany, bedace i-katami.

2. W wieloscianie z k-katem kazda sciana ma krawedz wspólna z k-katem.

3. W wieloscianie z k-katem dokladnie jedna sciana nie ma krawedzi wspólnej z (k-l)-katem.

4. W wieloscianie zawierajacym co najmniej dwak-katy (oznaczmy je A, ... A. i B, ... B.):
(a) wielokaty te maja wspólna krawedz (przyjmiemy, ze A, = B" A2 = B2),

(b) sciany zawierajace krawedzie AlA. i B,B. oraz A2A3 i A2B3 sa trójkatami.

Dowód (a) wynika bezposrednio z wlasnosci 2. Przy dowodzie (b) z tej samej wlasnosci
wnioskujemy, ze istnieje sciana zawierajaca krawedzie A.A._I i B.B._l (rys. 3). Sciana ta ma dwa
punkty wspólne ze sciana zawierajaca krawedzie A,Ak i A,B., w takim razie sciany te maja wspólna
krawedz A.B., czyli sciana zawierajaca krawedzie A,A. i A,Bdest trójkatem A,A.B •.
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Rys. S

Aj

Aj-'

Bn-'

A,

Ai-l

S. W wieloscianie zawierajacym dokladnie jeden k-kat Al", Ak i (k-l)-kat AtA,B3 '" Bk_t
"sciana, zawierajaca krawedzie A,A3 i A,B3 lub AIAk i AIBk_l jest trójkatem. Dowód jest taki

sam, jak dla wlasnosci 4. Uwaga: obie sciany, zawierajace krawedzie AIAk i AIBk_l oraz A,A3
i A,B3 nie musza jednoczesnie byc trójkatami, gdyz z wlasnosci 3 wynika, ze istnieje dokladnie
jedna sciana nie majaca krawedzi wspólnej z (k-l)-katem AIA,B3 ... BLl (por. rys. 4).

6. W wieloscianie zawierajacym dokladnie jeden k-kat sciana, która nie ma krawedzi wspólnej
z (k-l)-katem, jest trójkatem. -

Szkic dowodu:

Oznaczmy: AlA, ... Ak-k-kat, AIA,B3 ... BLl -(k-l)-kat. Niech sciana zawierajaca
krawedz AIAt_l nie ma krawedzi wspólnej z (k-l)-katem (rys. 5). Na mocy wlasnosci 3, sciana
zawierajaca krawedz AtAt_l jest jedyna sciana nie majaca krawedzi wspólnej z (k-l)-katem
AIA,B3 ... BLl. Wystarczy zauwazyc, ze sciany, zawierajace krawedzie AL_lAt

i At+lAI+" maja krawedzie wspólne z (k-l)-katem Al'" BLl i wspólny wierzcholek Bj.
(Gdyby sciana o krawedzi AI+IAt+, zawierala np. krawedz BjBj+l, a sciana o krawedzi At_lAL

krawedz Bj_,Bj_l' to sciana o krawedzi Bj_lBj nie mialaby krawedzi wspólnej z k-katem
Al'" Ak, co jest sprzeczne z wlasnoscia 2.)

7. Jezeli w wieloscianie, zawierajacym dokladnie jeden k-kat, wierzcholek P nie nalezy do k-kata,
ani do (k-l)-kata, to istnieje trójkat o wierzcholku P i podstawie nalezacej do k-kata, a wiec
nie majacy punktów wspólnych z (k-l)-katem.

Dowód: Oznaczmy k-kat - AIAz ... Ak, (k-l)-kat - AIA,B3 ... Bk _1 (rys. 5). P jest
wierzcholkiem wieloscianu, wiec istnieja co najmniej trzy sciany o wierzcholku P. Wszystkie
te sciany musza miec krawedz wspólna z k-katem, co najwyzej jedna z tych scian moze nie

miec krawedzi wspólnej z (k-l)-katem, wiec istnieja co najmniej dwie sciany majace krawedzie
wspólne z k-katem AlA, ... Ak i (k-l)-katem AIA,B3 ... Bk _l' Zalózmy, ze sa to sciany,
zawierajace krawedzie AL_lAL i AjAj+ 1 (i ~ j). Sciany te maja wspólna krawedz'JnP
(w przeciwnym przypadku istnialaby sciana, nie majaca krawedzi wspólnej z k-katem). Sciany,
zawierajace krawedzie AIAt+!, ... , AjAj_l nie maja krawedzi wspólnych z (k-l)-katem.
Z wlasnosci 3 wiemy, ze istnieje dokladnie jedna sciana, nie majaca krawedzi wspólnej
z (k -1)-katem, wiec j = i+ l lub i = j. Gdyby i = j, to wierzcholek P nalezalby jedynie do
dwóch scian, co jest niemozliwe.

8. W wieloscianie, zawierajacym dokladnie jeden k-kat, co najwyzej jeden wierzcholek nie
nalezy do k-kata ani do (k-l)-kata (wniosek z wlasnosci 3 i 7).

9. Jezeli w wieloscianie "fI/", zawierajacym dokladnie jeden k-kat, istnieje wierzcholek, nie
nalezacy do k-kata ani do (k-l)-kata, to liczba [("fi/") wszystkich wierzcholków w tym
wieloscianie równa jest [("fi/") = k+(k-l)-2+1 = 2k-2, a jezeli taki wierzcholek nie istnieje
[("fi/") = 2k-3.

Korzystajac z wlasnosci 1-9 pokazemy, dla jakich k moga istniec wielosciany z k-katem.

10. Jezeli 'fl wieloscianie 1f"..zawierajacym dokladnie jeden k-kat
(a) [("fi/") = 2k-2, to 6 ~ k ~ 7,
(b) [("fi/") = 2k-3, to 4 ~ k ~ 6.

W wieloscianie zawierajacym dokladnie jeden k-kat musi byc k> 3, gdyz dla k = 3 nie istnieje
(k-l)-kat.

Dowód (a): Dla k = 4 otrzymujemy wieloscian, nalezacy do tej samej klasy, co graniastoslup
o podstawie trójkatnej. Ma on 3 k-katy. Dla k> 4 w wieloscianie istnieje co najmniej jeden
pieciokat, rózny od k-kata (p. dowód wlasnosci 7), wiec musi byc k> 5.

Przyjmijmy k ~ 6. W wieloscianie "fi/" istnieje co najmniej jeden pieciokat, oprócz pieciokata
sa jeszcze: k-kat, (k-l)-kat, czworokaty i trójkaty, lecz nie ma i-kata dla 5 < i < k-1. W takim
razie (k-2)-kat jest co najwyzej pieciokatem, czyli k ~ 7.
Dowód (b) przebiega analogicznie.

Sformulowalismy twierdzenie, rozstrzygajace, dla jakich k moga istniec wielosciany, zawierajace
dokladnie jeden k-kat. Podobne twierdzenie mozna udowodnic dla wieloscianów, zawierajacych
dokladnie dwa k-katy.

11. Dla wieloscianu "fi/" zawierajacego co najmniej dwa k-katy

(a) [("fi/") = 2k-2~
(b) k ~ 5.

Dowód (a): Nalezy wykazac, ze nie istnieje wierzcholek P, nie nalezacy do zadnego z k-katów.

Gdyby taki wierzcholek istnial, to musialyby istniec co najmniej trzy sciany o wier~cholku P,
majace krawedzie wspólne z kazdym z k-katów, co jest niemozliwe.

Dowód (b): Poniewaz w takim wieloscianie nie ma innych wierzcholków niz wierzcholki dwóch
k-katów, wiec (k-l)-katjest co najwyzej czworokatem, czyli k ~ 5.

W drugiej czesci artykulu, która ukaze sie w Delcie 9/1978, omówimy wszystkie klasy
wieloscianów z k-katem.
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Mechanika, komputer, czlowiek (II)

Prof dr Dominik ROGULA

Co maszyna potrafi?
W miejsce terminu komputer bedziemy uzywac slowa maszyna, któremu
przypiszemy znaczenie ogólniejsze, niekoniecznie ograniczone do urzadzen
podobnych do dzisiejszych komputerów. Oczywiscie, w sprawie mozliwosci
maszyn nalezy odróznic kwestie "co moze zrobic dana maszyna" od kwestii
"co moze zrobic maszyna w ogóle". Nie interesuja nas tutaj ograniczenia
mozliwosci konkretnej maszyny wynikajace z jej konkretnej konstrukcji.
Nie interesuja nas równiez ograniczenia wynikajace z ewentualnego niedostatku
materialu konstrukcyjnego. Dla pewnego X moze byc prawda, iz "zadania X nie
wykona zadna maszyna posiadajaca mniej niz N elementów", gdzie N jest bardzo
duza liczba, np. wieksza niz liczba elektronów w calej naszej Galaktyce, i wówczas
trudno oczekiwac, ze naprawde uda nam sie zbudowac maszyne wykonujaca
to zadanie.
Nie chodzi nam takze o fizyczny aspekt wykonywanych przez maszyne prac.
Problem "czy maszyna potrafi uszyc ubranie" rozumiemy nie jako "czy istnieje
maszyna, która jest w stanie poruszac nozycami, igla, nicia i materialem, i która
odpowiednio sterowana bedzie w stanie uszyc ubranie", lecz raczej jako "czy
istnieje maszyna, która potrafi tak sterowac maszyna do szycia, by w wyniku
powstalo ubranie".
Uzywajac dzisiejszej terminologii komputerowej mozemy powiedziec, ze interesuja
nas mozliwosci jednostki centralnej, a nie urzadzen peryferyjnych. Mozliwosci
te dotycza dzialan w swiecie informacji i odpowiadaja raczej pracy umyslowej·
niz fizycznej.
Na czym wiec polegaja istotne ograniczenia mozliwosci maszyn? Pogladów
takich, jak "maszyna nie moze zmienic raz powzietej decyzji" badz tez "maszyna
nie moze stawiac sobie celów" etc. nie bedziemy blizej omawiac, zaliczajac je do
pogladów "naiwnych", podyktowanych ich autorom nie tyle znajomoscia
przedmiotu, ile skadinad szlachetna potrzeba obrony godnosci czlowieka przed
zagrozeniem ze strony komputera. Zagrozenie to nie jest chyba wieksze niz
niegdys heliocentryzacja ukladu planetarnego, a do tresci tych wypowiedzi latwo
budowac realizowane kontrprzyklady.
Zródlem glebiej umotywqwanych pogladów na temat zasadniczych mozliwosci
maszyn jest teoria algorytmów. W gruncie rzeczy bowiem powstanie i rozwój tej
teorii byly wynikiem dazenia do wyjasnienia, co moze byc zrobione w sposób
"mechaniczny". Za podstawe takich pogladów mozna przyjac stwierdzenie
"maszyna moze wykonywac algorytmy i tylko algorytmy", które stanowi nie
tyle wynik, ile motto teorii ~lgorytmów. Z tego punktu widzenia, zasadnicze
ograniczenie mozliwosci maszyn mozna by wyrazic w stwierdzeniu "maszyna nie
moze wykonywac zadan niealgorytmizowalnych". Pogladem tym zajmiemy sie
blizej w nastepnym odcinku.

--
Rozwiazanie zadania M 164.
Niech E bedzie punktem przeciecia prostych
AD i BC, F zas punktem przeciecia prostych
AB i CD. Niech dalej EM i FM beda
dwusiecznymi omawianych katów,
G, H, K, L - punktami ich przeciecia
z bokami czworokata.
Rozpatrujac trójkaty EAM i EMC
otrzymujemy
-t:AME+ "'AEM= 1: DAM

",CMH= -t:MCE= ",MEC
Dodajac te równosci stronami
i uwzgledniajac równosc
-t:AEM = '"MEC otrzymujemy
-t:AME+ -t:CMH = "'DAM+ "'MCE
Podobnie, rozpatrujac trójkat FAM i FMC
znajdujemy, ze

-t:FMC+ -t:AML = -t: MCD+ -t:MAB.
Dodajac stronami ostatnie dwie równosci
otrzymujemy
(-t:AME+ ",AML}+(-t: CMH+ -t:FMC) =
= (-t:DAM+ -t:MAB}+(-t:MCE+ -t: MCD).

-t:LME+ -t:FMH= -t:DAB+ -t: BCD,
ale -t:LME = '-t:FMH, ~iec

2-t:LME= -t:DAM+ ",BCD
Wykorzystujac wreszcie fakt, ze czworokat
jest wpisany w okrag, a wiec ze -t:DAB+

+ '"BCD = n, wnioskujemy, ze -t: LME = -i-.

tO

D

--
Rozwiazanie zadania M 163
W rozwiazaniu wykorzystamy kilka
spostrzezen:
1. W wielomianief(x) wystepuje tylko jeden
wyraz zawierajacy najwyzsza potege x, jest to
(-l)"--x"

n!
Z. Jezeli k Jest liczba naturalna mniejsza od

n. to (~) = O.

3. Pierwiastkami wielomianuf(x) sa liczby
1,2, ... , n.
Rzeczywiscie, niech k bedzie jedna z tych liczb.

Wówczas f(k) = 1- m+(~)- +

+(-I)l{Z)+(-I)l+lV~·l) + +

+(-l)"(~) = (l-I)l = O.
(-l)"

Jest wiec f(x) = -;;! (x-I)(x-2) ...

(X-l)... (x-n) = (-l)" n



mala delta

Do czego moze sie przydac. zegar?
Jak zobaczymy - nie tylko do wskazywania godziny. Od
najmlodszych lat uczymy sie odczytywac godzine na
podstawie polozenia dwu kresek na kole. To kolo - to
tarcza zegara, a kreski to jego wskazówki. Mniejsza z nich
przemierza przezgodzine 1/12 tarczy, a wiec 30°, a zatem
ma predkosc katowa 30°/godz. Jest to dwukrotnie wiecej
od predkosci katowej Slonca na niebie, która' wynosi
15°/godz. (bo od poludnia do zachodu jest 6 godzin
i 90°). Wykorzystujemy to do oznaczania stron swiata
w dzien sloneczny. Kierujemy mala wskazówke na
Slonce. Dwusieczna kata miedzy kreska oznaczajaca
godzine 12 a mala wskazówka wskazuje poludnie. Ta
znana kazdemu turyscie zasada jest tylko przyblizona
(pomijajac bledy ustawienia zegarka i przepolowienia kata
"na oko"). Czas astronomiczny nie zawsze zgadza sie
z zegarowym, szczególnie gdy mamy czas letni.
Nie jest od razu widoczne, ze na pólkuli poludniowej
w ten sposób wyznaczamy kierunek pólnocy a nie poludnia.
A co bedzie na równiku? A gdy Slonce jest w zenicie?
A pomiedzy zwrotnikami?
W opisanej metodzie wskazówka minutowa jest
niepotrzebna : poslugujemy sie tylko godzinowa. Nic
dziwnego: z "teoretycznego" punktu widzenia duza
wskazówka jest w ogóle niepotrzebna, bo godzine
wyznacza polozenie malej. Duza wskazówka pelni tylko
role noniusza na skali minut. Dawne zegary istotnie nie
mialy wskazówki minutowej. Bylo to w czasach, kiedy
czlowiek w minute mógl przebyc kilkaset metrów czy
kilometr, a nie jak dzis nawet i dwadziescia.
Jezeli juz uzywamy zegara z dwiema wskazówkami, to czy
moglyby one miec te sama dlugosc. Od pierwszego rzutu
oka widzimy, ze na narysowanych obok zegarach mamy
odpowiednio godzine 3.00 (a nie ok. 12.15), 12.15 (a nie ok.
3.00), 8.15 (a nie gdzies za dwadziescia trzecia), 2.40
(a nie inna), 12.00. Czy Czytelnik móglby wykazac
rachunkowo, ze na zegarze z tak samo dlugimi
wskazówkami godzina 12 i 5 1:3 minut jest
nieodróznialna od 13 i 16:: minut?

Rzeczywiscie,
o 1Z h si!i3 ' maina pn:esta.wic' wskazówki,

bo:

duiQjest na 5113'
-w tym po[oieniu mala. bylabyliJ'taTczy zegara

po pelnej(pz'erW5zej/ godzinie ;ponz'ewaimala przebiega
5' tarcz1f zegara. na godzine) wiec wskazywalaby

60 . ~ _ '0)
5" 1~3- 1~3

po pe!nej god'dnie
mara (6z'egnz'e 12 ra.:z-y ?<Jolnz'e;'z)jest na

1f'51f3' =ii .:~' = m
-tyLewlasnie minu-t(po pelne} godzinie)

wskazywalaby uJ tym poloieniu duza.
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Obie wskazówki zegara przydaja sie przy rozwiazywaniu
zagadnienia trysekcji kata. Juz starozytni Grecy próbowali
rozstrzygnac, czy mozna konstrukcyjnie (to znaczy za
pomoca cyrkla i linijki) podzielic dowolny kat na trzy
równe czesci. Zadanie to czekalo z góra dwa tysiace lat na
rozwiazanie, które brzmi: sa katy, których nie da sie w ten
sposób podzielic na trzy równe czesci. Przykladowo, nie da
sie tego zrobic dla kata 20°. Okazuje sie jednak, ze
trysekcja dowolnego kata jest wykonalna, gdy posluzymy
sie dodatkowym "przyrzadem geometrycznym": zegarem.
Narysujmy nasz kat na przezroczystym papierze. Ustawmy
zegar na 12.00 i polózmy go tak, by wierzcholek kata byl
w srodku obrotu wskazówek, a jedno ramie kata padlo
wzdluz wskazówek. Przesunmy wskazówke minutowa tak,
by pokryla sie z drugim ramieniem kata. Zaznaczmy na
papierze, o jaki kat przesunela sie w tym czasie wskazówka
godzinowa. Jest to dwunasta czesc kata jaki przeszla
minutowa, tj. dwunasta czesc naszego kata. Wystarczy
wiec dwukrotnie podwoic ten maly kat (co mozemy juz
zrobic za pomoca cyrkla i linijki), by otrzymac trzecia
czesc kata wyjsciowego.
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Przyjrzyjcie sie wiec uwaznie. Wydawaloby sie, ze sila
odsrodkowa powinna rozpedzic listki herbaty na obrzeze,
a tymczasem "cos" zagania je do srodka. Wyjasnienie
zjawiska jest dosc proste. Odsrodkowa sila bezwladnosci
rzeczywiscie dociska wirujaca substancje (herbate) do
scianek szklanki. Rozwazmy maly element objetosci
herbaty wirujacy dokola osi przechodzacej przez srodek
szklanki. Im dalej od tej osi tym wieksza jest sila
odsrodkowa. W wyniku tego cisnienie w herbaCie bedzie
wzrastalo od srodka do brzegów, równowazac
wzrastajaca sile odsrodkowa·
W wirujacej cieczy nie powinno byc pradów wzdluz
promienia szklanki. Wniosek ten jednak jest falszywy 
nie uwzglednilismy w rozumowaniu tarcia cieczy o dno
szklanki. Ciecz w warstwie dennej wiruje wolniej niz
w warstwie powierzchniowej. Cisnienie przy scianie na dnie
bedzie wiec mniejsze, niz przy scianie na powierzchni.
W wyniku tej róznicy cisnien herbata bedzie splywac przy
sciankach ku dolowi nastepnie do srodka i wzdluz osi ku
górze. Rozrzucone, ciezsze od herbaty (dobrze zaparzonej),
fusy skupia sie w srodku.
W wirujacej cieczy powstaje zatem dodatkowy przeplyw
po zamknietych krzywych lezacych w plaszczyznach
pionowy,?h.
Teoria ruchu fusów w herbacie jest gotowa, mozemy teraz
przejsc do meandrowania rzek. Popatrzmy na rysunek.
Taki sam przeplyw, który skupia fusy w herbacie, przenosi
w zakrecajacej rzece piasek z jednego brzegu na drugi.
Mechanizm obu zjawisk jest identYGzny.Tak to w szklance
herbaty mozna znalezc wyjasnienie procesów, które
zmieniaja powierzchnie Ziemi .
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Modele matematyczne ijak z nich skorzystac

Pro! dr Tadeusz Traczyk
Jesli jest prawda, ze motorem ludzkiej dzialalnosci jest pragnienie szczescia, to owo
szczescie ma tysiac twarzy - kazdy je widzi inaczej i nikt nie poznal jego istoty.
Stad wielosc dróg, na których czlowiek próbuje realizowac swoje dazenie do
szczescia. Stad takze wielosc kultur i mozliwych cywilizacji. Prawdopodobnie
gdzies w basenie sródziemnomorskim w czasach zamierzchlych zrodzila sie
i opanowala ówczesnego czlowieka idea podporzadkowania sobie przyrodyi przetwarzania jej na uzytek swojej wizji szczescia. Idea ta, idea wladania
srodowiskiem, stala sie zapewne korzeniem cywilizacji, która dzis dominuje
w naszym swiecie.
Okazalo sie jednak szybko, ze przyroda rzadza prawa, które nie sa podlegle woli
czlowieka: "Aby wladac przyroda, trzeba jej byc poslusznym" powiedzial
Franciszek Bacon, jeden z pierwszych wielkich empiryków Odrodzenia. Stalo.sie
jasne, ze poznanie praw przyrody jest koniecznym warunkiem opanowania jej.
Badania podstawowe - odkrywanie praw rzadzacych przyroda - znalazly
spoleczne uzasadnienie i nobilitacje w europejskich kregach cywilizacyjnych.
Niemniej poszukujac goraczkowo doraznych korzysci ekonomicznych,
praktycznych, czesto jeszcze zapominano o niezbywalnych wartosciach tych badan
nazywanych dla kontrastu teoretycznymi. Nawet Stanislaw Staszic - otwierajac
szkole przygotowawcza do Instytutu Politechnicznego w Warszawie w 1826
roku - powiedzial: "Uczony teoretyk moze byc jeszcze prózniakiem, jeszcze tylko
spoleczenstwa ciezarem. On równie jak jego nauki bez celu bedac, stanie sie
w towarzystwie albo nudnym, albo z zbytnia o sobie zarozumialoscia
niespokojnym. Lecz ten uczony, który przez zastosowanie swoich nauk
i umiejetnosci do wzrostu krajowych dostatków, do rozwijania narodowego
przemyslu, ten bedzie obywatelem uzytecznym, ten stanie sie wspólpracownikiem
kolo wszelkiego zamiaru spolecznienia sie ludów, kolo powszechnego dobra"
(Gazeta Warszawska, nr 5, 9.1.1826).
Matematyka byla od czasów starozytnych uznanym narzedziem czlowieka w jego
staraniach o wladanie przyroda. Jej odkrycia czesto wyprzedzaly postep w innych
dziedzinach wydajac sie przez to nieuzytecznymi. Prawdziwy i szybki jej rozwój
nastapil jednak dopiero w czasach nowozytnych wraz z rozwojem nauk
empirycznych - z nich glównie czerpala swoje problemy obdarzajac je wzamian
nowymi metodami badawczymi. Obdarzajac tak hojnie, ze nazwano ja królowa
nauk. ,
Zawsze tak sie dzieje, ze im doskonalsze czlowiek stworzy sobie narzedzie pracy,
tym trudniejszej jest poddawany próbie. Próbie sprostania nowej jakosci 
wykorzystania wszystkich walorów nowego narzedzia. Walorów, których tworzac
je nawet nie przeczuwal. Matematyka jest narzedziem bardzo wymagajacym.
Jesli pojecia sa scisle zdefiniowane, zalozenie precyzyjnie sformulowane, to 
dopiero wówczas - stosujac uznane przez logike reguly wnioskowania matematyk
moze wyprowadzac nowe tezy zwane zwykle twierdzeniami. Poprawnie
wyprowadzone tezy moga sie okazac falszywe jedynie wtedy, gdy falszywe sa
zalozenia, z których je wyprowadzono. Takie postepowanie nazywa sie dedukcja.
Rozumowanie dedukcyjne jest trudne, dlatego tez definicje i zalozenia powinny
byc mozliwie najprostsze i w niewielkiej liczbie. Stad pochodzi koniecznosc
upraszczania i pewnej idealizacji stawianych przed matematykiem problemów,
tzn. koniecznosc pomijania mniej waznych zalozen i szczególów, upraszczania
innych, i tym podobnych zabiegów. Nazywa sie to budowaniem matematycznego
modelu dla okreslonego fragmentu rzeczywistosci fizycznej. Jest to krytyczny
etap stosowania matematyki: jesli bowiem model zostal zle dobrany, to chocby
do dedukcji uzyto potem najpiekniejszej i najbardziej zaawansowanej
matematyki, jej wyniki - choc spelnione w tym modelu - sa bez zadnej wartosci
dla tego fragmentu swiata, którego maja dotyczyc. Gorzej: bardzo czesto
prowadza korzystajacego z nich czlowieka na manowce falszywych konkluzji
i falszywych decyzji.
Czasem bywa inaczej: matematyczny model pasuje jak ulal do niewielkiego
fragmentu rzeczywistosci fizycznej, a przestaje pasowac, gdy ten fragment
powiekszymy. Slowo "powiekszymy" nie dotyczy oc!leglosci elementów, chodzi
raczej o rozszerzenie zakresu badan np. o przejscie od badan wlasnosci fizycznych
pewnych obiektów do badania ich skladu chemicznego lub jeszcze glebiej -
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Wynika stad, ze powierzchnie ekwipotencjalne

(V. const) sa przystajacymi paraboloidami

o równaniach postaci

n

LXij~hi
j=1

m n

~~c··x·.L...J L...J I) l)
;=1 j=l

(2)

(l)

(3)

z uwagi na zapotrzebowanie j-tej elektrowni (j = l, ... , n).

byl najmniejszy. Przy tym nalozone sa ograniczenia

z uwagi na dzienna wydajnosc i-tej kopalni (i = 1,2, ... , m) oraz wymagania

. do badania czastek elementarnych, z których sa zbudowane. Z takiego modelu
mozemy z powodzeniem korzystac, jesli uwzglednimy jego ograniczenia,
Np. wprowadzona przez Euklidesa geometria przestrzeni trójwymiarowej przez
dwa tysiace lat byla doskonalym modelem fizycznej przestrzeni, w której wszyscy
zyjemy i poruszamy sie. Nie wyobrazano sobie nawet, ze moze byc inaczej.
Jedynie wsród matematyków pewien niepokój wzbudzal slynny V postulat
Euklidesa mówiacy, ze w plaszczyznie wyznaczonej przez dana prosta l i dany
punkt A nie lezacy na prostej l istnieje co najwyzej jedna prosta przechodzaca
przez A i nie przecinajaca prostej l. W równowaznej postaci pewnik ten brzmi:
suma katów trójkata plaskiego jest równa sumie dwóch katów prostych.
Podejrzewano, ze ten pewnik jest konsekwencja pozostalych postulatów
Euklidesa. Podejmowane wielokrotnie próby dowodu nie udawaly sie. I nie mogly
sie udac, poniewaz w XIX W. pokazano, ze V postulat nie jest konsekwencja
pozostalych. Powstaly wtedy nowe geometrie, w których ten pewnik zostal
odrzucony: geometria Lobaczewskiego i ogólniejsza od niej geometria Riemanna.
Mozna bylo sadzic, ze sa to czysto myslowe konstrukcje nie majace zastosowania
w naukach empirycznych.
I oto w 1913 roku Albert Einstein oglosil swoja slynna szczególna teorie
wzglednosci a potem ogólna teorie wzglednosci, poddajac rewizji podstawowe
zasady fizyki. W tych pracach Einstein przyjal wlasnie riemannowski model
czterowymiarowej przestrzeni; trzy wymiary okreslaly· polozenie, czwartym
wymiarem byl czas: kazdemu zdarzeniu w swiecie fizycznym odpowiadal punkt
w tej przestrzeni. Teor,ia wzglednosci swietnie wyjasnia wynik róznych
eksperymentów; dotychczas nie zostala obalona. Przeciwnie, potwierdzily ja
specjalnie przeprowadzone doswiadczenia, np. w dziedzinie fizyki czastek
elementarnych i jadra atomowego, a takze w astronomii. Okazalo sie, ze dla
tych dziedzin geometria Euklidesa nie jest "dobrym" modelem przestrzeni
fizycznej. Warto zwrócic uwage, na to, ze w opisie zjawisk fizyki klasycznej, np.
w dynamice lub kinetyce ciala stalego fizyka Einsteina nie rózni sie od fizyki
Newtona. Dlatego tez geometria Euklidesa byla "dobra" dla tej fizyki.
Koniecznosc idealizacji i uproszczen wystepuje takze w procesie tworzenia
znacznie bardziej szczególowych modeli matematycznych dla konkretnych
zagadnien technicznych lub ekonomicznych i podobne powstaja tu
niebezpieczenstwa. Mówil o tym prof. dr Andrzej Wierzbicki w wykladzie
inauguracyjnym w Politechnice Warszawskiej lX1976 r. w nastepujacych
slowach: "Uzytkowy model matematyczny dla danego problemu jest czesto
z natury rzeczy niedokladny i wymaga weryfikacji w oparciu o dane pomiarowe.
Bez praktycznej weryfikacji, teoretyczne modele pozostaja pusta abstrakcja,
która nie moze byc wykorzystana dla pozytku spoleczenstwa". I dalej: "Sztuka
tworzenia dobrego modelu uzytkowego wymaga duzego doswiadczenia i intuicji
technicznej w rozwiazywaniu zadan okreslonego typu". Posiadanie dobrego
modelu matematycznego umozliwia optymalne rozwiazanie problemu
praktycznego. Oto klasyczny juz przyklad - zagadnienie transportowe: w kraju
jest czynnych n elektrowni zuzywajacych odpowiednio a l, a2, ... , an ton wegla
dziennie. Wegiel ma byc dostarczony z krajowych kopalni, których jest m i kazda
produkuje dziennie co najmniej odpowiednio hl, h2, ••• , hm ton wegla. Znany
jest koszt cij transportu l tony wegla z i-tej kopalni do j-tej elektrowni
(i = 1,2, ... , m; j = 1,2, ... , n). Tak nalezy zorganizowac transport wegla,
aby calkowity koszt transportu byl najmniejszy. Jest to wiec zagadnienie decyzji
optymalnej. Nalezy okreslic taka liczbe xij ton wegla, który ma byc
przewieziony z i-tej kopalni do j-tej elektrowni, aby calkowity koszt transportu

Powierzchnie rozpatrywane w tresci zadania
z oczywistych powodów musza byc

powierzchniami ekwipotencjalnymi. Podany
wyzej zwiazek oznacza wiec. ze powierzchnie

te musza byc przystajace.
Przy analizie powierzchni ekwipotencjalnych

w ukladzie obracajacym sie w istotny sposób

skorzystalismy z faktu, ze ciecz jest

w równowadze. Gdyby tak nie bylo, gdyby

jakies obszary cieczy mialy w tym. ukladzie

niezerowa predkosc, to nalezaloby uwzglednic

jeszcze inne przyspieszenia, np. przyspieszenie
Coriolisa, którego nie mozna opisac za pomoca

potencialu i nasze rozwazania stracilyby
sens.

Rozwiazanie ",dania FSS

W ukladzie ob""",jacym sie ze stala predkoscia

katowa na kazdy punkt cieczy dziala

przyspieszenie ziemskie g (skierowane
pionowo) i przyspieszenie odsrodkowe "",

(skierowane poziomo, od osi obrotu). Pole II
jest polem potencjalnym. Jego potencjalem

jest V. c, gzo Równiez pole przyspieszenia
odsrodkowego jest polem potencjalnym

o potencjale Vo = - -} .,1,1 (z i , zaznaczono

na rysunku w tresci ",dania).

Potencjal ukladu pól jest suma potencjalów

poszczególnych pól, "'tem kazdy punkt cieczy
znajduje sie w polu przyspieszenia

o potencjale:

V

15



Ufamy, ze Czytelnik nie dal sie zwiesc pozorna realnoscia opisanej wyzej sytuacji;
mamy tu do czynienia nie z sytuacja rzeczywista a jedynie z jej matematycznym
modelem ..Oczywiscie nie tylko dlatego, ze uzylismy symboli literowych, tzn. ze
rozwazamy to zagadnienie ogólnie, ale - co jest znacznie wazniejsze - dlatego,
ze dokonalismy dosc powaznych uproszczen. Zwrócmy uwage chociazby na jedno;
jako kryterium decyzji optymalnej przyjelismy koszt transportu. Zadanie
rozwiazalismy. Czy rzeczywiscie wydamy polecenie zgodne z tym rozwiazaniem?
A moze sie np. okaze, ze linia kolejowa z j-tej kopalni do i-tej elektrowni jest
tak obciazona transportem rudy do Huty Katowice, ze transport takiej duzej
ilosci Xii_wegla, jaka wypadla z naszego rozwiazania nie jest juz ta linia mozliwy.
Inne trudnosci moze nam np. stworzyc nagla zmiana pogody w pewnych
rejonach kraju itd. Znów wiec matematyczny model opisujacy bardzo dobrze maly
fragment rzeczywistosci - pomijajacy pewne jej aspekty - moze sie okazac
nieprzydatnym, gdy te aspekty uwzglednimy.
Jesli juz uswiadomilismy sobie jedynie modelowy charakter wyzej opisanego
zadania transportowego, to zastanówmy sie nad jego rozwiazaniem; byc moze
zostanie ono jednak wykorzystane w praktyce. Rozwiazaniami dopuszczalnymi
tego zadania nazywamy takie (skonczone) ciagi liczb xii, gdzie i = 1, H" m;
j = 1,2, H" n, które spelniaja ograniczenia (2), (3), (4). Takie ciagi mozna
traktowac jako wektory lub punkty przestrzeni wielowymiarowej. Okazalo sie
przede wszystkim, ze zbiór wszystkich rozwiazan dopuszczalnych jest wypuklym
podzbiorem tej przestrzeni (jesli a = (al' ... , ak), b = (bl, H" bk) sa róznymi
punktami k-wymiarowejprzestrzeni, to mówimy, ze punkt p = (Pl' ... , Pk) lezy
na odcinku ab wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba t E (0,1), ze
Pi = aj + t(bj - aj) dla i = l, 2, H" n. Podzbiór H tej przestrzeni nazywamy
wypuklym, jesli z kazda para punktów a, b zawiera takze odcinek ab). Okazalo
sie takze, ze zbiór wszystkich rozwiazan dopuszczalnych jest figura wypukla ze
skonczona liczba wierzcholków. Na plaszczyznie bylyby to wiec wielokaty
wypukle, w przestrzeni trójwymiarowej - wielosciany wypukle (ew. zbiory
nieograniczone). Pominiemy tu definicje wierzcholka zbioru wypuklego w dowolnej
przestrzeni wielowymiarowej. Rozwiazaniami optymalnymi nazwiemy te sposród
dopuszczalnych, które minimalizuja funkcje kosztów (1). Zwykle jest ich wiele,
tworza jednakze zbiór wypukly ze skonczona liczba wierzcholków a wierzcholki
te sa takze wierzcholkami z:.)ioru rozwiazan dopuszczalnych. Te fakty czysto
geometrycznej natury, owoc rozumowania dedukcyjnego, pozwolily znalezc
algorytm prowadzacy od jednego wierzcholka zbioru rozwiazan dopuszczalnych
do innego w taki sposób, aby koszt transportu (1) nie powiekszal sie. Znalezienie
pierwszego wierzcholka jest bardzo latwe. Potem stosujac wspomniany algorytm
skonczona liczbe razy znajdujemy wszystkie wierzcholki zbioru rozwiazan
optymalnych. Potrzebne rachunki sa wykonalne na maszynie cyfrowej nawet
wtedy, gdy m+n jest liczba trzycyfrowa.

Zadanie transportowe jest typowym zagadnieniem z dzialu matematyki, który
wyrósl w ciagu ostatnich trzydziestu kilku lat z pytan stawianych w ekonomii i
nazywa sie programowaniem liniowym. Glówne twierdzenia programowania
liniowego - takze te, które zostaly tu sformulowane - otrzymano wykorzystujac
pojecia geometrii analitycznej i przestrzeni wielowymiarowej oraz pojecia algebry
liniowej. Tak wiec jeszcze jedno uogólnienie geometrii Euklidesa - tym r.azem
nie przez odrzucenie jednego z postulatów lecz przez powiekszenie liczby
wymiarów - które mogloby sie wydawac pusta jedynie zabawa umyslu, nagle
znalazlo bardzo piekne i praktyczne zastosowanie. Zauwazmy jednak, ze
gdybysmy nie mieli do dyspozycji szybko liczacych maszyn, to te zastosowania
pozostalyby jedynie w sferze pieknych mozliwosci: liczba operacji
arytmetycznych rosnie bowiem bardzo szybko, gdy rosnie m+n.
Zagadnienia optymalnego projektowania urzadzen technicznych nie beda juz na
ogól tak proste jak zadanie transportowe. Zarówno wymagania nalozone na
parametry konstrukcji technicznej (waga, wymiary, wytrzymalosc, odpornosc
na czynniki atmosferyczne, czulosc, dokladnosc itp.) jak i kryterium decyzji
optymalnej (koszt w zadaniu transportowym) moga nie miec postaci liniowej
nawet przy znacznych, ale dopuszczalnych uproszczeniach. Jednakze tylko przez
znalezienie odpowiedniego modelu matematycznego mozna tego rodzaju
zagadnienia rozwiazywac. Metoda prób i bledów otrzymuje sie rozwiazania zwykle
dalekie od optymalnego, poniewaz mozliwyoh decyzji jest na ogól
nieskonczenie wieje.

*-
Rozwiazanie zadania M 165.

PrzypuSCmy.ze e = !!... gdzic p i q sa liczbamiq
naturalnymi. Byloby wiec

(q-l)!p = q!e = q!(l + ~+ 21, + ... +~)+1.. q.
1 l l

+ q+ 1+ (-q-+-l)-(-q-+-2-)+ (-q-+-I-)-(q-+2)(q+ 3)
+ ....

Suma wystepujaca w nawiasie jest liczba
wymierna o mianowniku q!. a wi~ po
pomnozeniu jej przez q! otrzymamy liczbe
naturalna. Liczba

( I I l)A = (q- l)! p - q! l + l! + 2! + ... + q!

jest wiec liczba calkowita Gako róznica
dwóch liczb naturdlnych).
Z drugiej strony

l l
A = -q+-l + -(q-+-'-)-(q-+-2-)+

I
+ (q+ l) (q+2) (q+3) + ...•

a wiec
l l l

O < A < q+l + (q+l)' + (q+l)' + ...
l l l l= __ . = =_ <l

q+l 1- _1_ q+l-l q •
q+l

czyli O < A -< l. co jest sprzeczne
z poprzednim stwierdzeniem, ze A jest liczba
calkowita. Tak wiec zalozenie. ze e jest liczba
wymierna doprowadzi In nas do sprzecznosci.

Ponadto ma byc

(4) Xij ~ O i = I, H" m; j = I, 'H, n.
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W zwiazku z podobnymi zagadnieniami technicznymi rozwinely sie w ciagu
ostatnich dwudziestu lat dwa duze dzialy matematyki: programowanie
dynamiczne i teoria optymalizacji. Sa one zbyt skomplikowane, aby w krótkim
artykule mozna bylo je blizej omówic.
Zamiast tego podkreslamy, ze chociaz rozwiazywanie konkretnych zagadnien
technicznych czy ekonomicznych ma ogromne znaczenie dla gospodarki narodowej
dla jej doraznych potrzeb, to jednak niemniej waznym (dla tej samej gospodarki
ale w dlugim okresie czasu) zastosowaniem matematyki w naukach scislych jest
wlasnie nadawanie ich problemom scislego charakteru, tzn. porzadkowanie
wiedzy o okreslonym fragmencie rzeczywistosci przez tworzenie teorii (np. teoria
wzglednosci). Tworzenie scislych teorii przez wykorzystanie odpowiednich modeli
matematycznych pozwala takze na odkrywanie nowych faktów naukowych bez
pomiarów, eksperymentów i obserwacji - w drodze rozumowania dedukcyjnego.
Eksperymenty nabieraja wówczas nowego sensu. Moga byc odpowiednio
projektowane w celu potwierdzenia poprawnosci modelu i slusznosci odkryc
teoretycznych. W taki sposób - najpierw teoretycznie a dopiero potem poprzez
przyrzady optyczne - odkryto istnienie planet Neptuna i Plutona i obliczono
ich orbity. Plutona dostrzezono dopiero w 15 lat (w 1930 r.) po teoretycznym
stwierdzeniu jego istnienia i polozenia w kosmosie. Istnienie elektronów dodatnich
zostalo udowodnione przez Diraca w 1930 roku w wyniku rozwazan teoretycznych
na gruncie pewnego modelu matematycznego. Odkrycie to zostalo w dwa lata
pózniej potwierdzone eksperymentalnie przez Andersona. Eksperyment byl
specjalnie zaprojektowany - nastawiony na "wylapanie" dodatnich elektronów
z promieni kosmicznych. Zapewne nie doszloby do tego eksperymentu, gdyby
nie teoretyczne odkrycie Diraca.
Próbowalismy w tym artykule pokazac sprzezenie zwrotne pomiedzy matematyka
i naukami empirycznymi. Nauki te wykorzystuja matematyke do uscislenia
swoich pojec, do poprawnego planowania eksperymentów, do rozwiazywania
problemów przez tworzenie odpowiednich modeli matematycznych. Matematyka
zas otrzymuje w zamian pakiety nowych zagadnien, nowych pytan, z których
powstaja nawet nowe teorie matematyczne, które z kolei sluza naukom
empirycznym.

· tyczny (4)

Evange/ista Torricelli (1608-1647)
byl najznakomitszym sposród
uczniów Galileusza. Kontynuowal
jego badania w zakresie mechaniki,
ale najwieksza slawe przyniosly mu
doswiadczenia w zakresie
hydrostatyki i hydrodynamiki.
Wynalazl barometr rteciowy (tzw.
rurka Torricellego), wykazal
istnienie cisnienia atmosferycznego,
oszacowal ciezar atmosfery
ziemskiej, odkryl prawo wyplywu
cieczy z naczynia.
Reprodukujemy dwa znaczki
z portretem uczonego, wydane
przez Wlochy (w roku 1958)
i przez ZSRR (w roku 1959).

Jerzy BARTKE
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