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Swiat jest na tyle skomplikowany, ze jesli chcemy go opisywac, musimy koncentrowac nasza uwage na pewnych cechach, abstrahujac od
innych. A wiec geometra abstrahuje od koloru przedmiotów, materialu z jakiego sa zrobione i innych cech fizycznych, interesuja go tylko
wlasnosci geometryczne. Topologowie koncentruja sie na pewnych wybranych wlasnosciach geometrycznych (zwanych topologicznymi),
traktuja wiec tak samo kolo jak kwadrat, ale inaczej niz kule 3-wymiarowa lub zbiór l-punktowy. Natomiast galaz topologii zwana teoria
hornotopii zajmuje sie jeszcze wyzsza klasa niezmienników i w konsekwencji nie odróznia kuli n-wymiarowej od zbioru jednopunktowego,
czy tez - mówiac bardziej obrazowo i niescisle - Jasia; od tegoz Jasia, któremu na nosie wyrósl dlugi wlos. Jednakze metody, jakimi
posluguje sie teoria homotopii, pozwalaja realizowac te intuicje jedynie w zakresie dosc prostych, regularnych obiektów, jak np. wielosciany,
Jasio.

Teoria ksztaltu - nowa, stworzona przez Karola Borsuka galaz topologii - stawia sobie za cel przeniesienie, a raczej rozszerzenie idei
teorii homotopii na znacznie szersza klase obiektów.

Czym zajmuje sie teoria ksztaltu?

Dr Jerzy DYDAK
Dla lepszego zrozumienia niniejszego artykulu

wskazane byloby zapoznanie sie z praca
Profesora Borsuka pt. "Co to jest teoria
rek/rak/ów?" (Delta 3/1979).

Przez l bedziemy oznaczac odcinek domkniety [O, l], symbol Xx l oznacza iloczyn
kartezjanski X przez l. Jest to przestrzen, której punktami sa pary (x, t), gdzie
oczywiscie x E X, t E l. Mozna ja sobie wyobrazac jako walec o podstawie X
(jezeli X jest kolem, to Xx l jest "rzeczywiscie" walcem). Wprowadzimy teraz
bardzo wazne dla nas pojecie sciagalnosci przestrzeni do punktu.

Definicja 1. Przestrzen X nazywamy sciagalna do punktu Xo E X, jezeli istnieje
przeksztalcenie F:Xx l -+ X, takie ze

F(x, O) = x F(x, 1) = Xo,

Wyrazajac sie nie calkiem scisle, przestrzen
jest sciagalna, jezeli mozna ja " w sposób
ciagly sciagnac" do jednego punktu (rys.
ponizej).

Opisany w tekscie dowód niesciagalnosci
przestrzeni Z mozna pogladowo strescic tak.
Przy ewentualnym sciaganiu Z do jednego

punktu, punkty lezace na ukosnych odcinkach
musialyby sie poruszac wzdluz tych wlasnie
odcinków - a zatem punkty z Y w dól,

punkty z X do góry. A co z punktem (O, O)?

Ukosne odcinki podchodza do niego

dowolnie blisko. Ciaglosc wymaga, by punkt
(O, O) poszedl w te sama strone, w która

.dostatecznie bliskie mu punkty. Ale jedne

• z nich ida Vi góre, drugie w dól; sprzecznosc.

przy wszelkich x E X.

Mozna to sobie wyobrazic jako przeksztalcenie walca o podstawie X
w te sama przestrzen X, przy czym na dolnej podstawie przeksztalcenie
to jest tozsamoscia, zas na górnej - kazdy punkt przechodzi na xo.
Jeszcze inaczej, "dynamicznie" mozna to sobie przedstawiac jako sciskanie
przestrzeni do jednego punktu Xo w czasie od t = O do t := 1. Mówimy, ze w tym
przypadku przestrzen X ma ten sam typ homotopii co przestrzen
jednopunktowa Xo, a przeksztalcenie tozsamosciowe jest homotopijne

. z przeksztalceniem X w jeden punkt Xo E X. Ogólniej, dwie przestrzenie X, Y maja
ten sam typ homotopii, jezeli istnieja dwa przeksztalcenia f:X -+ Yi g: Y -+ X
takie, ze g' f jest homotopijne z przeksztalceniem identycznosciowym idx(g· f ~
~idx) orazf' g ~ idy.

Jezeli przestrzenie X i Y sa sciagalne i maja tylko jeden punkt wspólny, to suma
XuY "wyglada na" sciagalna. Najpierw mozemy bowiem sciagnac X do wspólnego
punktu X i Y, a potem Y. Jednakze to wyobrazenie nie jest wlasciwe dla pewnych
przestrzeni. Okreslmy na przyklad X jako podzbiór plaszczyzny euklidesowej E2
bedacy suma odcinków laczacych punkt (O, 1) z punktami (O, O) i (l/n, l/n),
n = l, 2, .... Wówczas suma X uY = Z nie jest sciagalna, gdzie Yjest
symetrycznym obrazem X wzgledem osi odcietych.

Rzeczywiscie, zalózmy, ze H:Zx l -+ Z jest homotopia laczaca idz
i przeksztalcenie stale w punkt (O, 1), tzn. H(z, O) = z i H(z, l) = (O, l) dla
kazdego z E Z. Istnieje wtedy taka liczba O < to < l, ze srednica zbioru
H( {(O, O)} x [O, toD jest mniejsza od li H«O, O), to) i= (O, O). Zatem H«O, O), to) =
= (O, a) i mozemy zalozyc, ze a > O (jezeli a < O, to dowód jest analogiczny).
Teraz dla dostatecznie duzego n srednica zbioru H( {(-l/n, -l/n)} x [O, toD
jest mniejsza od 1 i odleglosc punktów H« -l/n, -l/n), to) i H«O, O), to) jest
mniejsza od min(a, l-a). Zatem H« -l/n, -l/n), to) = (O, b), gdzie b > O.
Tutaj natrafiamy na sprzecznosc, gdyz kazda droga laczaca (-l/n, -l/n) z (O, b)
w Z w naszym przypadku H( {(-l/n, -l/n)} x [O, toD musi miec srednice
wieksza od l, jezeli b > O.

Tak wiec Z i przestrzen jednopunktowa nie maja tego samego typu homotopii,
chociaz globalnie maja bardzo zblizone wlasnosci, np. E2-Z oraz E2- {(O, O)}
sa przestrzeniami homeomorficznymi. Zatem teoria homotopii jest niewystarczajaca
juz przy badaniu wszystkich podzbiorów plaszczyzny, gdyz rozróznia
przestrzenie {(O, O)} i Z, a intuicyjnie chcialoby sie uwazac obie przestrzenie za
równowazne .

przestrzen

nAmi
(

.11,1110,11

przestrzen
sciagalna

Przestrzen Z
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Odsylamy tu Czytelnika do artykulu
Profesora Borsuka; na plaszczyznie retrakty
absolutne sa zbiorami domknietymi,
ograniczonymi i sciagalnymi.

Okrag (wiadomo co) i okrag warszawski
(taki kawalek zamkniety zageszczajacej sie
sinusoidy) maja ten sam ksztalt.

Jedyna przeszkoda do sciagalnosci Z stanowily jej zle lokalne wlasnosci
w punkcie (O, O). Natomiast jezeli wyjdziemy chociaz troche poza przestrzen Z,
to obecnosc "pechowego" punktu (O, O) w tej przestrzeni przestanie byc
odczuwana. Mam tutaj na mysli nastepujacy fakt:

Przestrzen Z jest sciagalna w kazdym zbiorze otwartym U plaszczyzny E2, który
ja zawiera.

Jest on oczywiscie prawdziwy, bowiem dla kazdego otoczenia U przestrzeni Z
w E istnieje liczba naturalna n > O taka, ze prostokat B = [-l/n, l/n] x [-1, l]
jest zawarty w U.Teraz przestrzen bedaca suma BuZ jest sciagalna w sobie,
a zatem Z jest sciagalna w U.

To co zrobilismy tutaj, polegalo na zastapieniu odwzorowan przestrzeni Z przez
przeksztalcenie pewnych otoczen tej przestrzeni. To "zneutralizowalo" jak gdyby
wplyw niedobrego punktu (O, O). Okazuje sie, ze. sensowne jest przyjac, by te
otoczenia byly retraktarni absolutnymi.
Mam nadzieje, ze na powyzszym przykladzie Czytelnik zrozumie sens
wprowadzenia nastepujacych definicji:

/ Niech X, Y i Z beda kompaktami, ·a M, N i P retraktarni absolutnymi
zawierajacymi X, Y i Z odpowiednio.

Definicja 2. Ciag podstawowy z (X, M) do (Y, N) to ciag przeksztalcen
{Jn:M --+ N}::"=l spelniajacy nastepujacy warunek: dla kazdego otoczenia V
przestrzeni Y w N istnieje otoczenie U przestrzeni X w M i liczba naturalna k ~ l
takie, ze dla dowolnego n ~ k przeksztaleeniafnl U i/n+11 U sa homotopijne w V,
tzn. istnieje przeksztalcenie H:Ux [O, l] --+ V, dla którego H(x, O) = fn(x)
iH(x, l) = fn+ 1(X) dla kazdego XE U.

Definicja 3. Niech f = {Jn:M --+ N}::"=1 bedzie ciagiem podstawowym z (X, M)
do (Y, JIi), a g = {gn:N --+ P}::"=l ciagiem podstawowym z (Y, N) do (Z, P).
Zlozeniem g' f ciagów f i g nazywamy ciag h = {gn/n:M --+ P}::"=l'

Uwaga. Przy definicji 3 nalezy sprawdzic, ze ciag {gnfn:M --+ P}::"=ljest ciagiem
podstawowym.

Definicja 4. Ciagiem identycznosciowym id(x. M) nazywamy ciag podstawowy
{idM: M --+ M}::"= 1, zlozony z przeksztalcen tozsamosciowych.

Definicja 5. Dwa ciagi podstawowe {Jn:M --+ N}::"=l i {Jn:M --+ N}::"=l Z (X, M)
do (Y, N) sa homotopijne, jezeli dla kazdego otoczenia V przestrzeni Y w N
istnieje otoczenie U przestrzeni X w M i liczba naturalna k ~ l taka, ze dla
dowolnego n ~ k przeksztalceniafnIUi/~IU sa homotopijne w V.

Definicja 6. Dwie przestrzenie X i Y maja ten sam ksztalt jezeli istnieja: retrakty
absolutne M i N zawierajace X i Y odpowiednio, ciagi podstawowe f z (X, M)
do (Y, N) i g z (Y, N) do (X, M) takie, ze g' f jest homotopijne z id(x. M) i f· gjest
homotopijne z id(Y.N)'

Jako test na zrozumienie powyzszych definicji proponuje przekonac sie, ze opisana
na wstepie przestrzen Z ma ksztah przestrzeni jednopunktowej.

Mozna wykazac, ze przestrzenie M i N wystepujace w Definicji 6 sa nieistotne
w tym sensie, Ze jesli zachodza warunki wymienione w Definicji 6 dla pewnych
przestrzeni M i N, to sa one spelnione dla kazdej pary retraktów absolutnych M'
i N' zawierajacych X i Y odpowiednio. Takze mozna pokazac, ze przestrzenie
o tym samym typie homotopii maja ten sam ksztah, a fakt odwrotny jest
prawdziwy dla absolutnych retraktów otoczeni owych.

Teraz mozemy okreslic czym zajmuje sie teoria ksztaltu. Jest to badanie
niezmienników ksztahu, tzn. takich wlasnosci przestrzeni, które zachowuja sie, gdy
zastapimy ja przez dowolna przestrzen o tym samym ksztalcie.

Jako kolejne cwiczenie proponuje Czytelnikowi przekonac sie, ze spójnoscjest
niezmiennikiem ksztaltu, a takze zastanowic sie, które ze znanych niezmienników
topologicznych sa takze niezmiennikami w teorii ksztaltu ..
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Rozwiazanie zadania F 76.
Niech w czasie t masa kropli wynosi m, a jej

promien r. W czasie tlt objetosc kropli
wzrosnie o 4nr'tlr z dokladnoscia do

czlonów rzedu (dr)', gdzie tlr jest przyrostem

promienia kropli. Zatem przyrost· masy

kropli wyniesie tlm = 4nr'tlr (gestosc wody

wynosi I). Zgodnie ze wskazówka mamy

dm = 4nr2~ _ 4nr' skad ~r. = const.tli dt ' tlt

Stad wynika, ze r = Kt, gd~ie K jest
pewnym wspólczynnikiem. Przyjelismy, ze
r = O orazv = O dla t = O. Zgodnie z druga

zasada dynamiki

dp
dt = mg,

d· P" 4 3
g Zle p = mv. omewaz m =:= 3" nr =.

= ~ nK3t3t wiec równanie powyzsze mozna
3

zapisac w postaci

~(t3V) = gf3,
dt

skad

po scalkowaniu (rózniczkowac nie nalezy,

gdyzv zalezy pd t) otrzymujemy

3 l .. l
t V= '4 gt' l ostateczmev = '4 gt.
Kropla spada z przyspieszeniem jednostajnym
równym czwartej czesci przyspieszenia

ziemskicio. Kropla taka jest "a~tyrakieta";
zamiast tracic - zyskuje podczas ruchu ma>;e.

Jednym z ciekawszych niezmienników ksztaltu jest punktowa l-przesuwalnosc.

Definicja 7. Continuum X nazywamy punktowo l~przesuwalnym, jezeli dla
punktu Xo E X i kazdego otoczenia U przestrzeni X w M E AR istnieje otoczenie W
przestrzeni X w M spelniajace nastepujacy warunek:
dla kazdego otoczenia V przestrzeni X w M i kazdego przeksztalcenia f: (SI, a) ~
~ (W, xo), gdzie SI jest okregiem i a dowolnym punktem okregu, istnieje
przeksztalcenie H: SI X [O, I] ~ U, dla którego H (x, O) = f( x) dla x E SI,
H(a, t) = f(a) dla O ~ t ~ l i H(Sl x {l}) c V.

Okazuje sie, ze wszystkie continua lukowo spójne, a takze podcontinua rozmaitosci
dwuwymiarowych sa punktowo l-przesuwalne. Jednym z najwazniejszych wyników
dotyczacych tego pojecia jest

Twierdzenie 8 [J. Krasinkiewicz]: Kazde continuum punktowo
l-przesuwalne X ma ksztalt pewnego continuum lokalnie spójnego.

Tak wiec klasa continuów majacych ksztalt continuów lokalnie spójnych posiada
prosta charakteryzacje wyrazona warunkiem wystepujacym w Definicji 7.

Standardowym przykladem continuum nie bedacego punktowo l-przesuwalnym
jest solenoid diadyczny D, który mozna sobie wyobrazic jako przeciecie takiego
nieskonczonego ciagu zstepujacego pierscieni do gry ringo {Pn}~=l> ze Pn+1 jest
dwukrotnie nawiniety we wnetrzu Pn. Solenoid diadyczny czesto wystepuje
w róznych dzialach matematyki.
Poniewaz podcontinua plaszczyzny sa punktowo l-przesuwalne, wiec jako wniosek
otrzymujemy; ze solenoid diadyczny nie jest zanurzalny w plaszczyzne
(tzn. plaszczyzna nie zawiera zbioru homeomorficznego z solenoidem diadycznym).

Zachodzi nawet mocniejszy rezultat: Iloczyn kartezjanski solenoidu diadycznego
i odcinka jednostkowego nie jest zanurzalny w E3.

Zostal on uzyskany przez D. R. McMiJJana przy uzyciu nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 9 [J. Krasinkiewicz - D. R. McMi/lan]. Niechf:X ~ Y bedzie
ciaglym odwzorowaniem continuum punktowo l-przesuwalnego X na Y. Wtedy
przestrzen Yiest punktowo l~przesuwalna.

,
Przed praca McMillana wiedziano jedynie, ze stozek nad solenoidem diadycznym
nie jest zanurzalny w E3 i w dowodzie istotnie korzystano z wlasnosci wierzcholka
tego stozka.

Mam nadzieje, ze na przykladzie punktowej l-przesuwalnosci mozna bylo
zobaczyc jak wyglada w praktyce rozwiazywanie glównego problemu teorii
ksztaltu:

Podac warunki na to, by dana przestrzen miala ksztalt pr.zestrzeni
o dobrych wlasnosciach lokalnych.

Uwagi koncowe. Teoria ksztaltu jest dziedzina mloda i wciaz rozwijajaca sie. Zostala

zapoczatkowana przez Profesora Borsuka praca "Concerning homotopy properties oj compacta"
opublikowana w 1968 roku w Fundamenta Mathematicae. Zyskala szczególny rozglos po
odkryciu przez T. A. Chapmana w 1972 roku glebokiego zwiazku miedzy ksztaltem przestrzeni
polozonych w pseudownetrzu s kostki Hilberta Qoo (s jest zbiorem punktów (x, X2, ... ) E Qoo

takich, ze 0< x. < l/k, k = 1,2, ... ) a typem topologic~nym ich dopelnien w Qoo. Udowodnil
on mianowicie, ze dwa kompakta X i Y w s maja ten sam ksztalt wtedy i tylko wtedy, gdy
Qoo_ X i Qoo_ y sa homeomorficzne. Do zainteresowania sie teoria ksztaltu przyczynilo sie takze.
sformulowanie i udowodnienie przez M. Moszynska w 1973 roku odpowiednika twierdzenia
Whiteheada.

Istnieje juz dosc obszerna literatura (przeszlo 400 prac) poswiecona teorii ksztaltu i jej
zastosowaniClm do innych dzialów topologii, w której pokazny udzial maja Profesor Borsuk
i jego uczniowie. Ponadto istnieja dwa opracowania monograficzne:
Karol Borsuk, Theory oj shape, Monografie Matematyczne 59, Warszawa 1975,
oraz

Jerzy Dydak i Jack Segal, Shape theory: An introduction, Lecture Notes in Math. 688, Sprmser
1978.
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maja gwiazdy?
Mgr Michal CZERNY

•
Rozwiazanie zadania M 224
Przypuscmy, ze k jest pierwiastkiem
calkowitym naszego równania. Wtedy
(x-a)(x+10)+1 = (x-k)(x-l)
i podstawiajac x = k mamy:
(k-a)(k+ 10)+ I = O, czyli
(k-a) (k+ 10) = -I i poniewaz k-a
i k + 10 sa calkowite, wiec albo
k-a = l,k+IO = -l,
albok-a= -J,k+JO= 1.
Mamy wiec dwie mozliwe wartosci a: a = -12
lub a = -8. Jezeli a = -12, to
(x-a)(x+IO)+1 = (x+12)(x+10)+1 =
= (x+ 11)2,a jezeli a = - 8, to
(x-a) (x+IO)+1 = (x+8)(x+10)+1 =
= (X+9)2.
Wobec tego a = - 12 lub a = - 8 i tylko
te dwie wartosci a spelniaja warunki zadania.

Wyznaczanie wieku róznych obiektów jest z reguly przedsiewzieciem skomplikowanym. Jednym
z podstawowych problemów archeologii jest sprawa datowania wykopalisk. Paleontolodzy próbuja
wyznaczyc wiek skamienialych roslin i zwierzat, a geologowie staraja sie ocenic, jak stare sa

rózne skaly. Wszystkie te poczynania nie naleza do latwych, gdyz przyroda nie obqarzyla swoich
tworów w metryki, w których czarno na bialym wypisany bylby moment ich powstania.
Wyznaczanie wieku gwiazd napotyka na jeszcze jedna dodatkowa trudnosc. Nie mozna
mianowicie umiescic gwiazdy w laboratorium;aby poddac ja analizie; wszystkie informacje

musimy wydostac z promieniowania, jakie do nas dociera. Dlatego nie ma bezposredniej metody
okreslania, ile lat maja gwiazdy, wymyslono natomiast metody posrednie, opierajace sie na --'-
lepiej lub gorzej - sprawdzonych teoriach i hipotezach.

Jednym z charakterystycznych parametrów okreslajacych wiek gwiazdy jest sklad chemiczny jej
zewnetrznych warstw, czyli tzw. atmosfery. Drugim parametrem jest polozenie gwiazdy
w Galaktyce. Aby to szerzej wyjasnic, musimy zatrzymac sie na chwile przy teorii powstawania
pierwiastków we Wszechswiecie, a takze przy teorii ewolucji Galaktyki.

Obecnie prawie wszyscy naukowcy uwazaja, ze Wszechswiat powstal 15-20 miliardów lat temu.
W momencie powstawania Wszechswiata (w tzw. wielkim wybuchu, lub mówiac z angielska
"big bangu") utworzyly sie dwa najlzejsze pierwiastki -wodór i hel. Powstaly takze minimalne
ilosci innych pierwiastków, które dalej bedziemy nazywac pierwiastkami ciezkimi. Wytworzyly
sie one w kilku pierwszych zaledwie minutach istnienia Wszechswiata, który wtedy byl bardzo
goracy i gesty. Przyczyna powstania pierwiastków byly reakcje jadrowe.
Nieustanna ekspansja (rozszerzanie sie) Wszechswiata spowodowala, ze po tych kilku pierwszych
minutach gestosc i temperatura materii spadly na tyle, iz reakcje jadrowe musialy ustac.
Wszechswiat w dalszym ciagu powiekszal swoja objetosc i po pewnym czasie (ale czas ten liczy
sie juz w milionach lat!) materia rozmieszczona poczatkowo dosc jednorodnie zaczela skupiac sie
w poszczególne galaktyki. Wtedy takze powstala nasza Galaktyka.

Wydaje sie, iz nasza Galaktyka miala poczatkowo ksztalt wielkiej kuli zbudowanej z rzadkiego
gazu. Drobne niejednorodnosci spowodowaly, ze czesc materii zaczela skupiac sie w obloki
gazowe, gestsze niz otaczajacy je osrodek. Oblok taki byl niestabilny (sily grawitacyjne
przewyzszaly cisnienie gazu) i dlatego podlegal procesowi kondensacji. Jego objetosc malala,

natomiast gestosc i temperatura rosly. W pewnym momencie temperatura w centrum obloku
stala sie na tyle duza, iz mogly zachodzic reakcje jadrowe. Energia wyzwalana w takich reakcjach
powstrzymala proces kurczenia sie obloku. Powstala stabilna konfiguracja gazowa -
nowo narodzona gwiazda.

Gwiazdy produkuja energie w glebokich wnetrzach. Energia ta wypromieniowywana jest
w postaci fal elektromagnetycznych - swiatla. Zródlem energii sa reakcje jadrowe. Reakcje te
polegaja na laczeniu sie jader lzejszych pierwiastków w jadra pierwiastków ciezszych.
W poczatkowych fazach ewolucji w gwiezdzie zachodzi glównie proces syntezy jader helu z jader
wodoru; schematycznie mozna ten proces zapisac tak:

41H -+ 4He+e.

Wzór ten nalezy rozumiec w nastepujacy sposób: cztery jadra wodoru o jednostkowej masie
atomowej przeksztalcaja sie w jedno jadro helu o masie atomowej równej cztery; e oznacza
energie wydzielona w czasie tej reakcji.

Skutkiem reakcji jadrowych zmienia sie sklad chemiczny wnetrza gwiazdy: staje sie ono
ubozsze w wodór, a bogatsze w hel. Natomiast sklad warstw powierzchniowych gwiazdy
pozostaje nie zmieniony, gdyz zarówno temperatura, jak i gestosc sa tam zbyt male, aby mogly
zachodzic reakcje jadrowe.
Gdy caly zapas wodoru w centralnych czesciach gwiazdy zosta!lie wyczerpany, zaczynaja

zachodzic reakcje syntezy jader wegla z jader helu:

34He-+12C+e.

Gdy obfitosc wegla stanie sie wystarczajaco duza, wówczas moze powstawac tlen:

12C + 4He -+ 160 + e.

Jadro tlenu moze przylaczyc jadro helu dajac w wyniku jadro neonu i tak dalej. Efektem tych
wszystkich reakcji jadrowych jest cala gama pierwiastków chemicznych powstajacych we
wnetrzu gwiazdy.

Gwiazdy koncza swoja ewolucje, gdy wyczerpia zasób energii jadrowej. Gwiazdy mniej masywne
staja sie wówczas bialymi karlami, tj. stosunkowo malymi, lecz bardzo gestymi kulami rozgrzanej
materii, która powoli stygnie. Gwiazdy masywniejsze koncza swój zywot gigantycznym
fajerwerkiem, jakim jest wybuch supernowej. Prawie cala gwiazda zostaje wówczas rozerwana
;,na strzepy", a jedynie z najbardziej centralnych warstw tworzy sie tzw. gwiazda neutronowa.
Masa gwiazdy neutronowej' jest bliska masy Slonca (równej 2 x 1030 kg), a promien jest rzedu

Zaledwie 10 km. Czytelnik mote latwo obliczyc, jak wielka jest srednia gestosc takiego obiektu.
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Tempo ewolucji gwiazdy zalezy drastycznie od jej masy. Gwiazda o masie równej masie Slonca
potrzebuje ok. 10 miliardów lat, aby stac sie bialym karlem; natomiast gwiezdzie o masie
kilkadziesiat razy wiekszej wystarczy zaledwie pare milionów lat, by wybuchnac jako supernowa.
Wrócmy do naszej Galaktyki. Zostawilismy ja w momencie, gdy miala ksztalt kulisty i zaczynaly

tworzyc sie pierwsze gwiazdy. Oczywiscie rozmieszczone one byly w sposób sferycznie symetryczny.
Z biegiem czasu gaz znajdujacy sie w Galaktyce opadal do plaszczyzny równika galaktycznego.
Jednoczesnie najmasywniejsze sposród najwczesniej powstalych gwiazd konczyly juz swoja
ewolucje wybuchami supernowych. Materia tych gwiazd rozrywana w czasie wybuchu zawierala
znaczne ilosci pierwiastków ciezkich. Po wybuchu przenikala ona do gazu miedzygwiazdowego.
W ten sposób nastepowalo wzbogacenie-materii miedzygwiazdowej w pierwiastki ciezkie.
Proces tworzenia sie gwiazd z ga~m miedzygwiazdowego trwal dalej -- trwa on zreszta do dzisiaj.
Gwiazdy powstawaly (i powstaja) jednak juz tylko w poblizu plaszczyzny równika

galaktycznee:o, gdyz tylko tam .pozostala wystarczajaca ilosc materii. Wybuchy supernowych
ustawicznie wzbogacaja te materie w pierwiastki ciezkie. Dlatego im pózniej powstala gwiazda,
z· tym wiekszej ilosci pierwiastków ciezkich byla zbudowana.

Jak widac, gwiazdy w nas~ej Galaktyce mozna podzielic z grubsza na dwie grupy. Pierwsza - to
gwiazdy stare, nalezace do tzw. 'podsystemu sferycznego Galaktyki. Maja one co najmniej
10 miliardów lat. Sa to gwiazdy malo masywne, gdyz masywniejsze zakonczyly juz swoja

e:wolucje. Zewnetrzne warstwy tych gwiazd, nie przeksztalcone przez reakcje jadrowe, zawieraja
bardzo malo pierwiastków ciezkich; Druga grupe stanowia gwiazdy mlodsze, tworzace podsystem
plaski, gdyz grupuja sie w poblizu plaszczyzny równika galaktycznego. W warstwach
powierzchniowych tych gwiazd znajduje. sie stosunkowo duzo pierw.iastków ciezkich.

Sklad chemiczny zewnetrznych warstw gwiazdy mozna wyznaczyc z obserwacji. W tym celu
nalezy przeprowadzic tzw. analize widmowa promieniowania. Swiatlo gwiazdy skupione w
ognisku teleskopu nalezy przepusciC przez pryzmat lub siatke dyfrakcyjna. Otrzymamy wÓwczas
widmo promieniowania gwiazdy. Wystapia w nim ciemne prazki. Istnienie kazdego z tych .
prazków swiadczy o wystepowaniu w atmosferze gwiazdy jakiegos pierwiastka. Natezenie prazka
swiadczy o obflto~ei tegoz pierwiastka ..

Stwierdzono, ze w gwiazdach podsystemu sferycznego ulamek ma~y atmosfery, jaki stanowia
pierwiastki ciezkie, wynosi zaledwie pare tysiecznych. Dla gwiazd podsystemu plaskiego jest on
odpowiednio wiekszy. I tak dla Slonca (którego wiek ocenia sie na 4,6 miliarda lat) wynosi on
dwie setne, natomiast dla gwiazd najmlodszych (majacych tylko kilka milionów lat) jest on
równy czterem setnym.

, Problem ewolucji gwiazd jest jednym z lepiej zbadanych zagadnien wspólczesnej astronomii.
Obecnie mozemy powiedziec, jak zmieniaja sie w czasie charakterystyczne parametry gwiazdy,
takie jak promien, jasna.sc (tj. ilosc energii emitowana w ciagu sekundy), temperatura
powierzchniowa itp. Dlatego mogloby wydawac sie prostym wyznaczenie wieku gwiazdy przez
porównanie jej obserwowanych parametrów z teoretycznymi obliczeniami. Metoda ta jednak
zawodzi, gdyz - jak juz powiedzielismy wyzej :....ewolucja gwiazdy zalezy nieslychanie silnie od
jej masy, nie ma zas dokladnej metody wyznaczania mas gwiazd. Jedynym wyjatkiem jest nasze
Slonce, którego mase znamy z wystarczajaca precyzja. Wyniki teorii ewolucji mozna jednak
zastosowac do wyznaczania wieku gromad gwiaz~. Sa to wielkie skupiska gwiazd wewnatrz
Galaktyki. Wyrózniamy dwa rodzaje gromad. Gromady kuliste zawieraja 105-106 gwiazd, a ich
promienie wynosza 50-1OOrarseków. Przypominaja one wielkie kule. Gromady otwarte sa
mniejsze. Do kazdej z nich nalezy kilkadziesiat lub kilkaset gwiazd. Ich ksztalt jest
nieregularny, a typowe rozmiary wynosza kilka parseków. Gromady kuliste naleza do
podsystemu sferycznego Galaktyki, natomiast gromady otwarte - do plaskiego.
Sadzimy, ze gwiazdy nalezace do jednej gromady uformowaly sie jednoczesnie.

W celjl wyznaczenia wieku gromady wygodnie jest posluzyc sie diagramem Hertzsprunga
-Russella (w skrócie diagramem H-R). Na poziomej osi tego diagramu (skierowanej - ze
wzgledów historycznych - na lewo!) odlozony jest logarytm temperatury powierzchniowej
gwiazdy, natomiast na osi pionowej - logarytm jej jasnosci. Kazda gwiazde reprezentuje na
diagramie H-R jeden punkt. Gwiazdy w momencie powstania ukladaja sie wzdluz prawie
prostej linii, która nazywa sie ciagiem glównym wieku zerowego. Im wieksza jest masa gwiazdy,
tym wyzej znajdzie sie ona w ciagu glównym. Po pewnym czasie zmieniaja sie parametry
gwiazd, tych masywniejszych - bardziej, tych mniej masywnych - odpowiednio mniej. Gwiazdy

beda ukladac sie wzdluz innej linii na diagramie H-R. Mozna obliczyc teoretyczny ksztalt
takich linii (sa to tzw. izochrony) w zaleznosci od czasu, jaki uplynal od momentu powstania.
gwiazd. Porównujac teoretyczne izochrony z rozmieszczeniem gwiazd z gromady na diagraIJ.lie
H-R mozna wyznaczyc wiek tejze gromady. '

Procedure taka zastosowano do zbadania wieku wielu gromad. Okazalo sie, ze wiek gromad

kulistych jest praktycznie ide!ltyczny i wynosi okolo 15 miliardów lat. Diagramy H-R dla,
gromad otwartych róznia s,eeriatomiast znacznie swoim wyglaaem,a tym samym gromady te
maja rózny wiek. Istnieja gromady otwarte, które maja zaledwie pare·miIionÓwJat; sa takze
takie, których wiek wynosi miliardy Jat.' "

31> logT3,8"

3,6 log T3,84,04,2

Schematyczny diagram H-R dla kilku

gromad otwartych.(czame linie) i jednej

gromady kulistej (linia czerwona).

Teoretyczny dia~ram 'i-I-R. Na osi poziomej
zaznaczony jest lo·garytm temperatury

powierzchniowej (w kei winach), a na
pionowej - logarytm jasnosci

(w jednostkach slonecznych). Zaznaczony

jest ciag glówny wieku zerowego i izochrony
odpowiadajace pieciu i dziesieciu miliardom
lat.

"

lOg...b..l 'Le NGC 2362 .h. ~ Peorsei

Schematyczny wyglad naszej Gahlkiyki

HZ bo~u". Punkty czerwone wyobrazaja

gwiazdy o malej obfitosci pierwiastków
ciezkich, natomiast czarne - o duzej.

,'II!!!""
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Na okregu zatoczonym na sferze ze srodka S

dowolnym rozwarciem cyrkla rwybierzmy

trzy dowolne punkty A, B, C. Zbudujmy
trójkat o bokach dlugosci AB, BC, CA

i opiszmy na nim okrag o promieniu 't.
Rozpatrujac przekrój sfery plaszczyzna kola

wielkiego zauwazymy latwo, ze wysokosc AA'
trójkata równoramiennego SO,A, w którym
bok OS jest równy poszukiwanemu

promieniowi sfery R, jest równa '1, a jego
podstawa AS jest równa r. Wystarczy teraz

zbudowac trójkat AA'S, w którym 1:SA 'A
. jest prosty, SA = '. SA' = 'h aby na

przecieciu symetralnej odcinka SA
i przedluzenia boku A' S znalezc punkt O, dla"

"którego odcinek OS jest równy szukanemu
promieniowi.

s

A

o wlasnosciach wyrazenia x1+xg+ ...+x~

Jaroslaw CEL

§l" O" ó" ." p+" p+ +" " p p. r wnamu Xl Xz "" ••• X" = Y
"

Twierdzenie 1. przy ustalonych X, > O oraz y równanie (;; xf = yP jest spelnione dla co
najwyzej jednego wykladnika p.

"
Do';'ód: Niech dla pewnego wYkladnika'p.bedzie ~ xf = yP. Wystarczy udowodnic, ze [przy q #< P;=1

"II

marny ~ x1 'I y •• Gdy q '< p, to wobec y > X, mamy y.-P < x1-", czyli;=1

Il Il " Il

y. = y.-Py' = y.-P L xf = L: xfy4-P < L: xfx1-P = L x1,
;=1 ;=1 lal 1=1

"
natomiast jezeli q > p, to postepujac analogicznie dowodzimy, ze ~ x1 < )1••;=1

"
Co do równania ~ xf= yP Euler wypowiedzial w. 1778 roku przypuszczenie, U; nie ma ono;= 1

rozwiazan naturalnych, jezeli tylko 2 ~ n < p. Obalono je jednak po 188 latach, zachodzi
bowiem równosc 27' + 84'+ 110' + 133' = 144'.

Il

Twierdzenie 2. Dla kazdego wykladnika p równanie ~ xf = yP ma rozwiazanie w liczbach
1=1

calkowitych dodatnich, jezeli tylko n jest dostatecznie duze.

Dowód. Jezeli n == k", to mozemy przyjac X, = k(i = 1,2, ...• n),y = P i.jak latwo widziec,
wówczas równanie jest spelnione. Niech e bedzie pewna liczba naturalna i niech liczby

Il

S,(i = 1.2 •...• n), t spelniaja równanie dla danej liczby naturalnej n. Jest wiec ~ Sf = t", wiec
1=1

"+."-1
dla x, = S, (i = 1.2 •... , n). XJ = tU = n+ l. n+2, ... , n+e"-l) bedzie ~ xf = (et)".

1=1

Wynika stad. ze skoro równanie nasze ma rozwiazanie w liczbach naturalnych dla liczby n, to
ma je takze dla liczby n+ e"-l. wiec i dla n+ e"-l +e"-l itd. dla liczby n+ (e"-1)/. gdzie
/ jest dowolna liczba naturalna. Rozwazane równanie ma, jak wiadomo, rozwiazanie przy
n = kIt. totez biorac najpierw e = k". a potem e =;: P-l (dlaczego. zaraz sie okaze) wnosimy.
ze rozwiazanie takie istnieje dla kazdej liczby n postaci n = k"+ (k"-l)u+ [(k"-l)p-l]v. gdzie
u i v sa naturalne. Jak nietrudno stwierdzic. liczby k"-l oraz (k"-I)"-l sa wzglednie pierwsze.
totez na podstawie wniosku l ze str. 12 "Teorii liczb", cz. II. W. Sierpinskiego mozemy napisac.
ze kazda dostatecznie wielka liczba naturalna jest postaci (k" - 1) u + [(k" - l )" - l]v, a zatem
i postaci n = k"+(k"-l)u+ [(k"-l)"-l]v. a dla takiej liczby rozwazane równanie ma
rozwiazanie.

"
Odbiegnijmy na chwile od tematu i rozwazmy równanie ~ pXI = P'. które powstaje

i:= 1
Il

Z równania ~ xf = yP przez odwrócenie roli wykladników i podstaw. Rozwiazemy je W liczbach
;=1

naturalnych. Zalózmy, ze X, ~ X,+1 < y, oczywiscie p ;;lo 2.
" II"

Mamy 1+ ~ pX,-Al = pY-Xl. musi byc zatem Xz = Xt, co daje 2+ L pXI-Xl = pJ'-Xl,
1~2 1~3

"
Gdy p = 2, to 1+ ~ 2XI-Xl-1"" 2Y-xl-l, skad n = 2'+1, t eN, x,-xl-l = O1-3
(i"" 3,4 •... , n), y = t+xI+I, przy n:::;2'+1, teN. Niech dalej bedzie p :::;3. Rozumujac

Il

jak wyicj dostajemy 1+ ~ 3X,-Xl-1 = 3Y-Xl-1, latwo zauwazyc, ze x,-xI-l:::; O
. 1=4

(i = 4, S, ... , n) i n:::; 3'+2, t eN, totez rozwiazaniami w tym "wypadku sap = 3. X3 "" X'l = X1

X,;:: Xl +l(i :::;4,.5, .•., n), y = t+xr+1, przy n"=3'+2, t eN. "

••
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A. Rotkiewicza:

c.b.d.o.
. Sp(n) . L:P n-t (P+ 1) 1

hm -- = hm -- . Bt = --
n-+oo nHl n-+oo' p+ 1 k p+ 1k=O

f·

1 p ( +1)Sp(n) = lP+2P+ ... +nP = --1-2:: Pk Bt' (n+l)PH-t,
.. p+ k=O .

gdzie liczby Bt zwane dzis liczbami Bernoulliego sa niezalezne od~. Dalej mozna juz
stwierdzic, ze

nieskonczenie wiele liczb zlozonych.

n

Twierdzenie 3. Gdy liczby naturalne XI sa wieksze niz 1. ciag L xf(p = 1.2, ... ) zawiera
i=1

Dowód. Obierzmy dowolna liczbe naturalna N. Wobec XI > I istnieje takie naturalne p, ze;'
n

q = L xf > N, czyli q > Xl. Zalózmy, ze q jest liczba pierwsza. oczywiscie q x XI. wiec z malego
i=1

n

Jezeli n > 2 oraz L xf = yf. gdzie Xl, ... , X., Y sa liczbami naturalnymi takimi. ze Xl < Xa <
i= I

< ....< X., to x. > p.

1

Uczynic to mozna poslugujac sie calka ~ xP dx = --.
O' p+l

Zastosujemy jednak inna metode wykorzystujac rozwiazane przez Jakuba BernoulIiego
zagadnienie wyznaczenia sumy Sp(n) = lP-t-2P+ ." +nP zamieszczone w pracy "Ars conjectandi'·
wydanej w roku 1713, juz po jego smierci. Bernoulli dowiódl. ze

Przechodzimy teraz do ogólnego rozwiazania. sprowadzajac rozwazane równanie do postaci
n

1 + L pXI-Xl-1 = py-x1-1• gdzie p ~ n, skad Xl = Xl dla i = 2,3, ... ,p; Xl = Xl + 1
i.=p+l

dla i = p+ 1.p+2•...• n; y = t+Xl +1 przy n = p'+p-l. t eN. Warunkiem rozwiazania jest

spelnienie równosci p r +p = n + 1, p, n = l, 2, ..., t e N, wobec której, rzecz jasna, p In+ 1.
n

Na zakonczenie przegladu róznych wlasnosci równania L xf = yf zacytujemy twierdzenie
i=1

Wyprowadzimy wzór Cavalieriego. tj. wzór

§ 2. Inne wlasnosci

PQCZ4tkowe liczby Bemouliego to: Bo = I.
I I O.

B1 = -"2' B2 = 6' B3 = I nastepne

liczby o .nieparzystych indeksach sa równeI . I
zeru; natomiast B. = 30' B. = 42' B. =

I S 691

= - 30' B10 = 66' Bu = - 2730 • B1• =
7 3617'

=6.B1.= '-51O •...B2.=
23749461029 ..

= - ---s1O-- •...LIczby Bernouhego

maja duze znaczenie w teorii liczb, wystepuja
np. przy obliczaniu wartosci slynnej funkcji

"dzeta" Riemanna, a takze w rozwinieciach
kilku waznych calek ..

n

twierdzenia Fermata wynika, ze xY-I == 1 (mod q), skad XfH-I == xf (mod q), lecz L xf ==
i=1

n n

== O (mod q)•.przeto po zsumowaniu kongruencji dostajemy .L XfH-I == .L xf == O (mod q).
1=1 1=1

n n

Ale z kolei L XfH-I > L xf, bowiem dla XI > 1. q ;;;.2 mamy XfH-I > xf. Wynika stad,
i=1 i=1

n n

ze liczba L XfH-I jest zlozona, gdy liczba L xf = q jest pierwsza, a zatem co najmniej
i=1 i=1

Rozwiazanie zadania M 2is
Jezeli p jest liczba pierwsza wieksza od 3. to .

reszta z dzielenia p przez 6 jest równa 1 lub S.
(Liczby postaci 6k. 6k+2. 6k+4. sa

parzyste. a liczby postaci 6k + 3 sa podzielne

przez 3). Tak wiec p = 6k+ I lub p =
= 6k-l (= 61+5). Wobec tego p2 =

k(3k± 1)
z (6k± 1)2 = 36k2± 12k+-1 = 24--2-- +
+ l. Wystarczy teraz zauwazyc. ze liczba

k(3k± l) jest. dla kazdego k. parzysta.

n n

jedna z liczb L xf oraz L XfH-I wiekszych od N jest zlozona. Dowodzi to jednoczesnie
i=1 i=1

zadanej tezy, bowiem liczba N obrana byla dowolnie.

Zapewne znacznie trudniejsze byloby znalezienie warunków na liczby n, p takich, by istnialo
n

nieskonczenie wiele liczb pierwszych L xf, gdzie Xl (i = 1.2, ... , n) sa calkowite. Z pewnych
i=1

twierdzen Fermata, Gaussa oraz Lagrange'a wynika, iz istnieje nieskonczenie wiele liczb

pierwszych postaci xI+xi, xI+x~+xi+x~+xi+x~, gdzie x"x •• X3. X4 sa calkowite.
W roku 1923 G. H. Hardy i J. E. Littlewood wyrazili przypuszczenie, ze istnieje nieskonczenie
wiele liczb pierwszych postaci x~ +x~ +x~, gdzie Xl, x., X3 sa calkowite.
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mala della

"Cialo zanurzone w cieczy traci na ciezarze tyle, ile wazy
wyparta przez nie ciecz": Tak podobno powiedzial
Archimedes, i tak qcza ludzi od niepamietnych czasów

. podreczniki filozofii, historii naturalnej, ostatnio zas
fizyki. Skoro tylu ludzi tak twierdzi, to chyba tak jest.

. Spróbujmy jednak sprawdzic.
Do doswiadczen potrzebna bedzie waga z zawieszanymi
szalkami, komplet odwazników, dwa sloje mieszczace sie
na szalce wagi, sztabka metalowa lub dodatkowy
odwaznik, drewniany klocek, cienki sznurek lub mocna nitka
i dostep do wody. Doswiadczenia beda wykonalne w kazdej
szkolnej pracowni fizycznej.

Doswi,adczenie. r
Nalejmy do sloja wody, postawmy go na szalce wagi, obok
niego polózmy na szalce metalowa sztabke. Zrównowazmy
ich ciezar odwaznikami. Nastepnie przelózmy sztabke do
sloja z woda .... Szalki pozostaja nadal w równowadze.
Sztabka metalowa nic nie stracila na cietarze.
Hm. Powtórzmy eksperyment.

DQswiadczeilie ~ ..
Zdejmijmy szalke wagi, zamiast niej zawiesmy na sznurku
sztabke. Zrównowazmy ja odwaznikami. Teraz podstawmy
slój pod sztabke i napelnijmy go woda tak, aby sztabka
zanurzyla sie. Szalka z odwaznikami leci w dól. Sztabka

- utracila czesc swojego ciezaru. Cierpliwy eksperymentator·
moze nawet zmierzyc, ujmujac odwazniki, ile wyniosla
strata ciezaru, zmierzyc objetosc sztabki i sprawdzic, ze
strata ciezaru sztabki jest równa ciezarowi wypartej wody.
Jest wiec w tym prawie Archimedesa cos z prawdy ..
Sztabka traci na ciezarze, ale nie zawsze. Moze rzecz w
tym, iz.za pierwszym razem sztabka naciskala na dno .
sloja? PO\y~órzmydoswiadczeI)iejes.zcze r~z:..•



•

Doswiadczenie ·'3.
Na jednej szalce wagi postawmy slój z woda, obok niego
polózmy sz~abke i kawalek sznurka, na drugiej - tyle
odwazników, aby szalki byly w równowadze. Zawiesmy
teraz sztahke na sznurku, przyczepionym do haczyka od
szalki tak, aby byla zanurzona w wodzie. Szalk,i,ani drgna.
Sztabka nic nie stracila na ciezarze.
Aha, nie naciskala na dno, ale ciagnela za sznurek.
Zróbmy wiec tak, aby ani nie naciskala, ani nie ciagnela.
Musialaby sama plywac ...
Zamienmy wiec sztabke na klocek. Powtórzmy
eksperyment.

Doswiadczenie 4.
Kladziemy klocek na szalce, obok sloja z woda
i równowazymy wszystko odwaznikami. Nastepnie
wkladamy klocek do sloja. Plywa. Ale szalki ani drgna.
Nie stracil na ciezarze. Zupelnie tak, jakby cos
przekazalo ciezar klocka w dól na szalke.
To "cos" to chyba woda. No tak, woda potrafi, zgodnie
z prawem Pascala, przekazywac cisnienie "na
odleglosc". Ale dlaczego w takim razie sztabka tracila
czesc ciezaru, gdy slój nie stal na szalce? Aha, bylo chyba
tak: sztabka dzialala na wode pewna sila w dól, wiec
woda, zgodnie z III prawem Newtona, zadzialala na
sztabke przeciwnie skierowana i równa co do wartosci sila
reakcji. Zaraz, zaraz, ale sztabka stracila tylko czesc
swojego ciezaru. Dlaczego nie caly? Czy klocek traci tez
tylko czesc swojego ciezaru? Sprawdzmy ...

Doswiadczenie 5.
Powtarzamy doswiadczenie 2 z klockiem zamiast sztabki.
Klocek plywa po powierzchni, sznurek luzno zwisa.
Klocek stracil caly ciezar .

. 000, to juz sie nam nie podoba. Spróbujmy wepchnac
klocek pod powierzchnie wody. Niech nie bedzie-taki
wazny. Stawia opór.~. Gdyby wiec przywiazac go do dna
sloja, ciagnalby dno do góry. Moze wtedy slój straci na
ciezarze?
Sprawdzmy to.

Doswiadczenie· 6, . ;.... " ..

Tubedzie nam potrzebna silna przyssawka gumowa
(np. od strzalki dziecinnego pistoletu) i igla z nitka.
Nalezy przyszyc koniec sznurka do przyssawki, a nastepnie
przyssac ja lub przykleic (doorym klejem wodoodpornym,
np. "Hermolem") do dna sloja. Na drugim koncu sznurka
uwiazemy klocek. Sznurek powinien byc na tyle krótki, aby
klocek nie mógl wyplynac na powierzchnie wody. Odwazamy
w drugim sloju odpowiednia porcje wody, wazymy pusty
slój z przyssawka i klockiem, nastepnie przelewamy wode
do niego i wazymy ponownie. Klocek ciagnie przyssawke,
a za jej posrednictwem dno sloja, do góry z calej sily, lecz
ciezar sloja z zawartoscia jest dokladnie równy sumie
ciezaru wody i ciezaru pustego sloja z klockiem
i przyssawka.
Tak. Waga nic sobie nie robi z zapasów miedzy klockiem
i woda, jesli tylko i klocek, i woda sa na szalce. Zachowanie
klocka wzgledem wody jest osobista sprawa tych dwojga.
Jesli jednak woda wypycha klocek do góry, to klocek· .
powinien, zgodnie z Ul prawem Newtona, pc~ac wode,
wdól.Sprawdzmr to ..



Doswiadczenie 7

Potrzebny bedzie pret metalowy, dlugosci przynajmniej
30 cm. Przytwierdzmy klocek do konca preta (np. przez
mocne przywiazanie sznurkiem). Odwazmy wode w jednym
sloju, zwazmy drugi, pusty slój. Obciazmy jedna szalke
wagi taka iloscia odwazników, która odpowiada sumie
ciezaru pustego sloja i ciezaru przygotowanej porcji wody.
Na drugiej szalce postawmy pusty slój. Jedna osoba niech
wsunie koniec preta z klockiem do sloja na wadze, ale tak,
aby klocek ani pret nie dotykaly go. Teraz niech chwyci
pret mocno, aby nie poruszyl sie przy nalewaniu wody.
Druga osoba, niech napelni slój na szalce woda. Slój
opada w dól. Jestesmy w domu. Woda chciala wypchnac
klocek do góry, lecz ten, trzymany krzepko na precie przez
kolege, nie dal sie. Wobec tego woda powedrowala w dól.
Prawo Archimedesa opisuje sile, jakiej doznaje cialo
zanurzone w cieczy, wzgledem tej cieczy. Ciezar, czyli sila,
z jaka Ziemia dziala na cialo, nie ulega przy tym zmianie.
I na koniec zagadka:
A co staloby sie z prawem Archimedesa w stanie
niewazkosci, np. w stacji orbitalnej?

Ukladamy. kólka.

Jezeli mamy wyciete jednakowe kólka mozemy za ich
pomoca pobiedzic sie nad rozwiazaniem nastepujacego
zadania: jak ulozyc te kólka, aby na przykrytej przez nie
powierzchni dalo sie narysowac mozliwie najwieksze kolo.
Rozwiazanie dla trzech kólek, czy dla· czterech jest
oczywiste. A dalej?
Spróbujcie sami. My dodamy tylko, ze dla pieciu kólek
rozwiazanie jest mocno nietypowe, a gdzies w okolicy
dwudziestu kólek w ogóle konczy sie dotychczasowa
wiedza.

Takie proste zadanie, ze az wstyd. Moze potraficie je
rozwiazac powiedzmy do dwudziestu. A moze ogólnie?

1.0
Mala Delte opracowali: Marele KORDÓS i'A1idrzej nASINSKl .. " ... '. ' ..: ..



Kacik filatelistyczny (13).
Leonhard Euler (1707-1783) by! naj bardzie

znanym matematykiem XVIII wieku i jednym

z twórców nowoczesnej matematyki.
Pochodzil z Bazylei, gdzie studiowal

matematyke pod kierunkiem J. Bernoulliego.

W wieku lat dwudziestu byl juz na tyle znany,
ze zaproswny zostal do Petersburga przez
tamtejsza Alcademie Nauk i wkrótce otrzymal
tam stanowisko profesora. Pracowal
w Petersburgu przez kilkanascie lat, potem
przez 25 lat w Berlinie (na zaproszenie króla

Prus, Fryderyka II), a pod koniec zycia wrócil
znów do Petersburga. Euler by! nieslychanie

plodnym uczonym - opublikowal ponad

500 prac z matematyki, dotyczacych prawie.
wszystkich znanych wówczas jej dzialów.

Zapoczatkowal teorie równan rózniczkowych
ifunkcji specjalnych, wprowadzil do analizy

matematycznej liczby zespolone. Od niego
pochodzi wiele twierdzen, definicji ioznaczen
wspólczesnej matematyki (np. oznaczenia liczb

" i e). Duzo uwagi poswiecil Eu]er
zastosowaniom matematyki w róznych
dziedzinach nauki i techniki - publikowal
prace z astronomii, optyki, hydrauliki

(sformulowal prawo mechaniki plyoów znane

jako prawo Eulera), a takze prace dotyczace
muzyki, budowy okretów i artylerii. Pelne

wydanie jego dziel obejmuje ok. 30000 stron
druku.

Znaczki z podobizna Eulera wydano w NRD

w latach ]950 i ]957, oraz w ZSRR w roku

1957. Reprodukujemy znaczek z NRD
z roku 1957.

Jerzy BARTKE

~.

Patrz W niebo
Rekojesc maczugi tworzacej gwiazdozbiór Wolarza
i rzucajacej sie w oczy na majowym niebie, stanowi jasna
gwiazda Arktur (rxBaotis). Na pierwszy rzut oka wydaje sie,
ze nie wyróznia sie ona niczym wsród innych gwiazd, poza
swoja jasnoscia widoma. Aby pokazac, ze o kazdej
gwiezdzie 'mozna powiedziec wiele ciekawego, zajmijmy
sie na chwile Arkturem. Jest on czwarta co do jasnosci
gwiazda na naszym niebie, jest ok. 115 razy jasniejszy od
Slonca, liniowe rozmiary 25-krotnie przewyzszaja
.rozmiary Slonca, a masa jest 4 razy wieksza - z czego
wynika, ze srednia gestosc gwiazdy jest 3 razy mniejsza od
gestosci powietrza, którym oddychamy (spotykamy
gwiazdy o masie wlasciwej jeszcze tysiace razy mniejszej).
Kolor Arktura jest zólto-czerwony.
Po przedstawieniu tej metryczki przejdzmy do najbardziej
ciekawego faktu dotyczacego Arktura. Otóz przed pól
milionem lat gwiazda ta nie byla w ogóle widoczna golym
okiem (o ile "gole oko" mialo te sama czuloSc.co dzisiaj).
Jednak przyblizajac sie do nas w ogromnym tempie,
gwiazda szybko zwiekszala swoja jasnosc a odleglosc od
Slonca zmniejszala sie. Obecny etap mozna nazwac
"bliskim spotkaniem" obu gwiazd - wlasnie Arktur nas
mija - porusza sie prawie po prostopadlej do linii naszego
wzroku skierowanego na te gwiazde. Arktur jest obecnie
odlegly od nas tylko o 11 parseków i juz prawie sie do nas
nie zbliza, za kilka tysiecy lat osiagnie punkt, w którym
predkosc radialna wyniesie O, a potem poszybuje
w przestrzen by zniknac za 500 tysiecy lat z naszego pola
widzenia gdzies w gwiazdozbiorze Panny. Arktur jest
gwiazda populacji II i nalezy do podsystemu sferycznego
naszej Galaktyki (patrz artykul M. Czernego w tym
numerze), co tlumaczy jego znaczna predkosc wzgledem
nas. Dzieki malej odleglosci Arktura oraz zastosowaniu
nowoczesnych cyfrowych technik przetwarzania obrazów
gwiazd mozna bylo wyznaczyc w sposób bezposredni jego
sredQ.icekatowa, która wynosi 0,020 sekundy luku (pod
takim katem widzielibysmy dwa brzegi zlotówki z odleglosci
40 km), a niedlugo bedziemy, byc moze, dostrzegac
szczególy na tarczy tej i innych bliskich gwiazd (jasne lub
ciemne plamy, "pociemnienie brzegowe" itp).
Zastosowana technika polega na tym, ze obraz dyfrakcyjny,
jaki tworzy gwiazda na kliszy, po odpowiednim
przetworzeniu uwzgledniajacym wplyw atmosfery (speckle
interferometry), porównuje sie z obrazem zródla
punktowego. Za róznice miedzy tymi obrazami
odpowiedzialne sa szczególy na tarczy gwiazdy.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI

•
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Rozklad jasnosci obrazów dyfrakcyjnych Arktura (A)

i daI~ki~j, praktyc!:nie punktowej ~azdy (B).



Examin maturitatis'

po raz pIerwszy
Egzamin dojrzalosci, matura, w szkolach
departamentowych Ksiestwa Warszawskiego
zostal wprowadzony po raz pierwszy w roku

1812. Pozostal do dzis, sprawdzajac dojrzalosc
abiturienta szkoly sredniej do pódjecia
studiów wyzszych.
Przez wiele lat byl równoczesnie egzaminem
wstepnym na wyzsze uczelnie.
Niektórzy nasi Czytelnicy zdawali egzamin
dojrzalosci w tym miesiacu. Przypomnijmy,
jak odbywala sie pierwsza matura.
PrZedstawiamy fragmenty" Wewnetrznego
urzadzenia szkól departamentowych",
przepisów wydanych w 1812 roku przez
Dyrekcje Edukacji Narodowej w Warszawie:

Tak przebiegala pierwsza matura. W ciagu lat
przepisy i organizacja ulegaly zmianom.

Róznie tez odbywala sie w róznych zaborach.
Przypomnijmy jeszcze zestaw zadan
maturalnych sprzed stu lat.

§ 41. Nikt do Uniwersitetu przyjetym nie bedzie, kto calego kursu nauk W szkole
Departamentowey nie ukonczy, nizey opisanego examinu przed naywyzsza Magistratura
edukacyyna mieyscowa nie odprawi, i nie otrzyma patentu, czyli zaswiadczenia "maturitatis"
od teyze Magistratury, od Rektora i Professorów examinuiacych podpisanego.
§ 43. Uczniowie 'chcacy sie udac do Uniwersitetu, oswiadczyc na pismie te ehec swoia powinni

Rektorowi szkoly, na cztery, a naymniey trzy tygodnie przed popisem publicznym z wyrazeniem
umieietnosci, która sobie kazdy z nich za glówny przedmiot uczonego swego zawodu obiera.
§ 44. Odebrawszy Rektor to oswiadczenie, wzywa do siebie Professorów którzy maiacym
odchodzic uczniom lekcye dawali, i uklada z nimi temata, które odchodzacy na pismie

wypracowac maia. Wypracowanie to odbedzie sje w przeznaczonym do tego dniu iednym pod
okiem Rektora, który potrzebnych pomocy piszacym z biblioteki dostarczy.

§ 45. Temata sciagac sie naprzód powinny do okazania postepku w naukach, stosui.ac onych
materya do glównego przedmiotu kazdego odchodzacego: tak np. aby dla zabieraiacego sie na
prawnika tema wziete bylo z pierwszych zasad moralnosci, z konstytucyi krayowey; chcacemu sie
sposobic do Urzedów admi!1istracyjnych, z kameraJney chimii, fizyki, historyi naturalney; na
Filologa i Literata, z wiadomosci rzeczy starozytnych; na budowniczego Hidraulika Lt.p.
z matematyki i fizyki."
Roboty te powinny bydz w sposobie rozpraw, krótko, zwiezle a ile rzecz pozwoli i ozdobnie
ulozone. Nie zada sie po nich wyzszych wiadomosci nad te, które sa planem nauk obiete,
wszakze zaleta bedzie dla piszacych, iezli okaza wiadomosci z prywatnego czytania xiazek nabyte.
§ 46. Po tych nastapia temata na okazanie postepku w iezyku Lacinskim, Francuzkim

i Niemieckim. Tych materye wymagac b~da, napisanie listów, powiesci lub opisów
historycznych, w tych iezykach ulozonych.

§ 47. Nadto chcacy otrzymac "testi~onium maturitatis" przekladac beda mieysca wskazime
sobie, tak Prpzaików iak Poetów tychze iezyków na polski. Wzory wyiete z autorów lacinskich,

oprócz tlumaczenia obiasniac beda gdzie tego wymaga potrzeba, wiadomosciami z historyi,
Jeografii i z starozytnosci czerpanymi. Do wyiasnienia iednak mieysc zawilszych z Horacego,
Wirgiliusza, Tacyta etc. mozna im pozwolic dykcyonarza lub komentarza dla doswiadczenia czy
ich uzyc umieia.
§ 48. przygotowane temata przezieraia Rektor z wyzey wzmiankowanymi Professorami,

i znacznieysze w nich bledy podkreslaia ...
§ 49. W dzien examinu ustnego, na który uczniom a szczególniey klass 'wyzszych przystep bedzie.
w~lny, Professorowie kazdy w swym przedmiocie daia krótka recenzya robot uczniów,
i podkreslone w nich mieysca bledne, okazuia dozorowi mieyscowemu.
Potem examinuja uczniów z matematyki, loiki, historyi powszechney i polskiey, zasad
moralnosci, konstytucyi krayowey, z fizyki, chimii, historyi naturalney, z iezyków i onych
literatury: ...
§ 50. Po skonczonym takowym examinie i oddaleniu sie tak examinowanych iak publicznosci,

Magistratura edukacyyna wraz z Rektorem i przybranemi Professorami sadza o dojrzalosci
kazdego odchodzacego i wydaia wzgledem niego wyrok "sine vel cum admonitione". Nakoniec
uznanym za doyrzalych daia dyplomata podpisami wszystkich examinuiacych osób, i pieczeciami
tak Magistratury edukacyyney, iak szkolna stwierdzone".

Zadania dane uczniom kI. VIII gimnazjów Okregu Naukowego Warszawskiego na egzaminach
dojrzalosci w koncu roku szkolnego 1880/81. Zadania z matematyki:

a) z arytmetyki. 0,4666 ... sumy otrzymanej ze sprzedazy weksla 36000 rs. z potraceniem 8% za
9 miesiecy przed terminem, uzyto na kupno lasu prostokatnego dlugosci 768 sazni, szerokosci
175 sazni. Za reszte otrzymanych pieniedzy kupiono dom; dochód z domu za trzy miesiace
stanowi tyle rubli, ile zaplacono za dziesiatyne lasu. Obliczyc jaki procent przynosi kapital
uzyty na kupno domu?

. b) z geometryL W kule wpisanym jest graniastoslup trójkatny foremny, którego 'powierzchnia
boczna ma byc równa sumie powierzchni obu podstaw. Danym jest bok a = 12 podstawy
trójkatnej, obliczyc promien kuli.
c) z algebry. Suma trzech liczb stanowiacych postep arytmetyczny równa ~ie 15; jezeli da
pierwszej z nich dodamy 1, do drugiej 4, do trzeciej 19, to otrzymamy trzy liczby stanowiace
postep geometryczny. Znalezc te liczby.

d) z trygonometrii. W rombie dana jest suma 2284,2 dwóch przekatnych i kat 75°47'48" mie4zy
dwoma bokami. Obliczyc powierzchnie figury.

opracowal mgr Walerian PIOTROWSKI
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Przepisy dla nauczycieli
jednego z amer):'kanskich
college' ów (1872)

1. Nauczyciele kazdego dnia naJ>elniajalampy
iczyszcza kominki.
2. Kazdy nauczyciel winien przyniesc wiadro
wody i kosz wegla na zajecia na dany dzien.
3. Pióra nalezy przygotowywac starannie.
Dozwolone jest ostrzenie stalówek wedlug
indywidualnych gustów uczniów.
4. Mezczyzni moga kazdego tygodnia
otrzymac jeden wieczór wolny, albo dwa-

. jezeli uczeszczaja regularnie do kosciola.
5. Po dziesieciugodzinach w szkole,
nauczyciele moga spedzac pozostaly czas na
czytaniu Biblii albo innych stosownych
ksiazek.
6. Nauczycielki, które wyjda nieodpowiednio
za maz albo zawieraja niestosowne znajomosci,
beda zwolnione z pracy.
7. Kazdy nauczyciel winien odkladac ze swych
zarobków odpowiednia sume na swoje lata
emerytalne, aby nie stac sie ciezarem dla
spoleczenstwa.
8. Kazdy nauczyciel, który pali papierosy,
uzywa alkoholu pod dowolna postacia,
uczeszcza na bilard lub do lokali albo goli sie
u fryzjera, daje tym samym podstawe do
watpicn~aw swoja warto~, dobre intencje,
rzetelnosc i uczciwosc.
9. Nauczyciel wypelniajacy swe powinnosci
bez zarzutu przez 5 lat, otrzyma podwyzke
w wysokosci 25 centów na tydzien, pod
warunkiem, ze zaaprobuje to Komisja
Edukacji.

Egzamin
Dramat w jednym akcie na cztery osoby: dr Alfa, dr Beta, doc. dr hab. Omikron oraz Kandydat.
Po podniesieniu sie kurtyny widzimy sale egzaminacyjna Uniwersytetu. Stól nakryty zielonym
suknem, akcent kolorystyczny w postaci bukiecików stokrotek. W glebi duza szklana tablica.
Alfa, Beta i Omikron siedza w fotelach miedzy tablica a storem.

Wchodzi Kandydat.

Alfa: Jak pana nazwisko?
Kandydat: Kandydat.
Alfa: Z czego pan sie przygotowywal?
Kandydat: Powtórzylem Algebre, Analize i Algorytmy. Moge odpowiadac.
Alfa: Prosze nam powiedziec, co nazywamy pólciaglym mianownikiem.
Kandydat: Rozpatrzmy rodzine podwójnie ewolutywnych funkcji holonomicznych na sferze
jednostkowej. W naturalny sposób nakladamy na to strukture grupy topologicznej i wobec tego
jednostajnosc Skolema na cyklach automorficznych jest - jako 8-relacja na zbiorach miary
zero - dobrze zdefiniowana. Oczywiscie wyjdzie na to samo; jezeli okreslimy ja jako funkcje
na tych lewych idealach, które wyznaczaja waluacje archimedesowe Uednostajnie na zbiorach
zwartych, ma sie rozumiec). Wobec tego dla dowolnego predykatu kardynalnego, mianownik
pólciagly jest tym normalnym kwaternionem, dla którego nasz problem znika prawie wszedzie.
Beta: Czy moze pan podac nam przyklad jednostajnosci nieskolemowskiej?
Kandydat: Wydaje mi sie, ze odwrotnosci liczb rzeczywistych nie sa jednostajne w sensie
Skolema ze wzgledu na przeliczalne przeciecia ... przynajmniej prawie wszedzie ...
Beta: W porzadku. Czy móglby pan teraz ...
Omikron (przerywa): Przepraszam, ze przerywam, ale chyba to nie jest nieskolemowska
jednostajnoSC. Nie widze, czemu spelniony jest aksjomat o gestosci siódmych pierwiastków
z jednosci.

Beta: Tak, tak, to jest niejasne, ale w mojej pracy o algebrach toksycznych (Journa/ of Refined
A/gebra, 1959) wykazalem, ze jezeli baza jest przeliczalna, a metryka noetherowska, to teoria
snopów o zdzblach na drzewach trywializuje sie, gdy drzewo jest styczne do pewnego gestego
pola ...
Omikron (znów przerywa): Aha, rozumiem.
Alfa: Prosze powiedziec nam, jak sie dowodzi twierdzenia Hockqe'a-Klockqe'a o jednostajnych
trywialnosciach.

Kandydat: Twierdzenie Heinego-Borela pozwala zredukowac równania Cayley'a-Hamiltona do
kanonicznej postaci Cauchy·Riemanna. Na mocy lematu Bolzano-Weierstrassa rózniczka
Radona-Nikodyma spelnia zatem zalozenie twierdzenia Nagaty-Smirnowa, a to znaczy, ze
odwzorowanie Schrodera-Bernsteina jest pojedyncze i rozdzielcze (wystarczy skorzystac
z twierdzenia aproksymacyjnego Stone'a - Weierstrassa). Skoro tak, to calke Lebesgue'a

Stjeltjesa mozemy z dobrym ~kutkiem wstawic do tezy twierdzenia Riemanna-Rocha w wersji
Grothendiecka-Hirzebrucha, lub - rzeCz jasna - do twierdzenia Goloda-Szafarewicza. W tym
ostatnim przypadku musimy tylko pamietac, aby nie przedluzyc jej omal prawie nigdzie metoda
Banacha-Hahna. Tak czy inaczej otrzymujemy wreszcie klasyczny ciag Jordana-Holdera. Zwracam
uwage, ze nie korzystalem z lematu Kuratowskiego-Zorna!
Beta: Czy zna pan definicje zbioru zwartego?

Kandydat: Mówimy, ze zbiór jest zwarty, jezeli z kazdego pokrycia otwartego mozna wybrac
podotkrycie skonczone, przepraszam, z kazdego nakrycia otwartego mozna zabrac pokrycie
nieskonczone ... och, myli mi sie... z kazdego pokrycia pod twardego mozna wykryc otwarcie
proskonczone. Dokladnie: z rzadkiego odkrycia potwornego mozna wyjac ubranie
wykonczone ... tak jest przynajmniej prawie zawsze ...

Alfa: Zostawmy to na chwile, a zamiast tego moze poda nam pan przyklad zbioru zwartego.
Kandydat: No wiec tak Bierzemy prosta rzeczywista i na niej jakis zbiór ograniczony, czy
raczej granice zbiorowa wybieramy podciag zbiezny ... zupelny w sensie Cauchy'ego ... ma
granice - nieskonczony .
Omikron: Na przyklad: czy przedzial liczbowy jest zwarty?

Kandydat: Tak, tak, oczywiscie jest ... to znaczy nie jest. Zwarty pan mówi? Bywa zwarty,
przynajmniej prawie wszedzie ... biore liczby wymierne, moze lepiej bedzie niewymierne
i okreslam je za pomoca przekroju Dedekinda. Wszystkie liczby mniejsze niz yi'
maja limes superior ... to znaczy ... wszystko ma swój kres ...
Omikron: No tak, racja. A propos, yi' jest wymierny, czy niewymierny?
Kandydat: y2, yi'? Wymierny, czy niewymierny? Liczba jest niewymierna, jesli nieprawda
jest, by byla wymierna n2 = 2m2 i rozpatrzymy dwa przypadki: n mniejsze od m lub.n
wzglednie pierwsze z 2 po obu stronach stoja liczby calkowite ...
A/fa: Co pan rozumie przez liczby calkowite?

Kandydat: Do tego sluza postulaty (zwane inaczej aksjomatami) Peano. Istnieje element l i s(l)
jest równe 2, potem s(s(l»jest równe ... i tak dalej. W kazdym razie prawie wszedzie ...
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Rozmyslania nad 'programem
szkolnym
- Cóz'to za matematyka. której ucza tenz
w szkolach! Bylem celujacym ucmiem.
ukonczylem Politechnike [(..•)], ale mej córce.
która chodzi do szóstej klasy. przy zadaniach
domowych pomagac nie moge.
- A jaki material teraz córeczka przerabia?
- Jakies przekroje w zakresie liczb
wymiernych lub tez coraz 10 nowe parametry
zmienne I
- A tak, ma 10 Da celu ksztalcenie ... 
zaczalem mówic, ale ojciec dokonczyl:
- Ma ksztalcic? Oszalec mozna przy takich
zadaniach. Lepiej juz zniesc matematyke
w szkole, aby dzieci niepotrzebnie nie dreczyc
rzeczami dla nich niezrozumia/emi!

<"Parametr". 1930)

Beta: W tej czesci materialu nie czuje sie pan zbyt pewnie. Ale moze jeszcze jedno latwe pytanie.
Ile jest 2 dodac 2?
Kandydat: No tak, to proste. Mamy binarna operacje -+ (definiowana indukcyjnie) i symbolem
;2 oznaczamy ...
Beta: Nie. nie. prosze nie dowodzic, tylko podac nam nazwe liczby, która powstaje, gdy liczbe
calkowita 2 dodamy do niej samej.
Kandydat: Uczylem sie tego. Zaraz sobie przypomne. No tak, pamietam. W pierscieniu
Dedekinda 2 generuje ideal pierwszy, który jest nierozgaleziony wtedy i tylko wtedy, gdy ...
Alfa, Beta i Omikron (razem): Ile to jest 2 dodac 2? Uczyl sie pan tego w pierwszej klasie.
Kandydat: Tak, tak, oczywiscie ... Nie moge sie skupic ... Naprawde wiem ... chwileczke ...
w pierwszej klasie, mówi pan ... Zgadza sie, 2 plus 2 jest... zaraz, zaraz, 1 plus 1 to dwa, dwa
plus jeden to trzy ... rozdzielnosc mnozenia wzgledem dodawania .. , to chyba ma jakis zwiazek
z grupa czwórkowa Kleina ... 8 razy 8 jest 65. Do licha! 2 plus 2 jest 2 plus 2 jest 2 plus 2 jest...
Alfa ... Moze na tym skonczymy. Dziekujemy panu. Poprosimy pana za kilka minut i powiemy ...

•
Kandydat wychodzi. Alfa, Beta i Omikron jeszcze raz przegladaja prace Kandydata ,,(1 - quasi

cwiercciqgle mianowniki w algebraicznie przymknietych cialach liczb przestepczych". Nagle ze
sciany spada tablica i przygniata ich.
Kandydat nerwowo przechadza sie po korytarzu. Otwieraja sie powoli drzwi od sali
e~nej i na czworakach wychodzi z nich Omikron; prawa reka nienaturaInie wykrecona.
twarz podrapana, ubranie ~ strzepach.

Omikron (do Kandydata, usmiechajac sie): Prosimy pana do srodka. Panski egzamin zostal
oceniony jako ...

KURTYNA

(Da podstawie: R. Both, The qualifying examination, The Mathematics Magazine, 1960)

*- Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 223. Majac do dyspozycji sfere, kartke papieru, cyrkiel i linijke znalezc promien tej sfery.
Rozwiazanie na str. 6.
M 224. Znalezc wartosci calkowite parametru a, dla których równanie

(x-a) (x+ 10)+ 1 = O

ma pierwiastki calkowite.
Rozwiazanie na str. 4.
M 225. Wykazac, ze kwadrat kazdej liczby pierwszej wiekszej od 3 daje przy dzieleniu przez 24,
reszte l.
Rozwiazanie na str. 7.

Redaguje dr Marek KALINO WSKl

F 76. W atmosferze przesyconej para wodna spada kulista kropla wody. W czasie ruchu para
wodna kondensuje -sie na kropli powiekszajac jej mase. Opisac ruch kropli. Opór powietrza
pomijamy.
Wskazówka. Szybkosc konsendacji pary na kropli jest wprost proporcjonalna do powierzchpi
kropli.
-Rozwiazanie na str. 3..
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Ctytelnik, który zetknal sie ~ niedziesietnymi
ukladami pozycyjnymi zapisania liczb wie, ze

napis 100 przedstawia w ukladzie dwójkowym
4. Dla un:ikniecia nieporozumien piszemy
wówczas (100h = 4. Analogicznie

w ukladzie o podstawie 11 ten sam napis
oznacza kwadrat podstawy, czyli liczbe 121,

co zapisujemy (100)" = 121. Przedstawmy

w systemie jedenastkowym kwadraty nastepnych
liczb naturalnych. Latwo wyliczymy, ze 144 =
= (121)11,169 = (144)11' Nietrudno

·zauwazyc prawidlowoSC. Przewidujemy, ze
196 = (169)" i równiez bez trudu

potwierdzamy to rachunkiem. Teraz kolej na
225. l tu niespodzianka: 225 '" (196)11'

Liczymy uwaznie: (196) 11 = 1 . I P +
+9 . 11 +6 = 226. Skad nagle ta nierównosc?

Czy jest to wyjatek od narzucajacej sie reguly,

czy odwrotnie, wyjatkami sa wymienione
równosci? Podstawa 11 nie jest jedyna

o podobnej wlasnosci. Bez trudu wyliczamy,
ze

(100)11 = 144

(121)11 = 169

(144)11 = 196
(169) •• = 225
ale (196),. = 258, a nie 256( = 162).' Czy

liczby 11 i 12 sa jedynymi majacYJlli te

zabawna wlasnoSC?

Zenon PIESYK

o .najwiekszej znanej liczbie

Nie, to nie pomylka. Czy wiecie, jaka jest najwieksza liczba naturalna spotkana do tej pory
w matematyce? Ze takiej nie ma, bo do kazdej mozna dodac jeden i bedzie wieksza? No tak,' ale
troche nie o to chodzi. Chodzi mianowicie o liczbe, która pojawila sie w teoriach matematycznych
w mniej wiecej naturalny sposób, niejako przypadkiem, a nie np. w artykule "Jak pisac coraz to.
wieksze liczby ... " itp.
Niech n(n) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wiekszych niz n, natomiast

n

Iin= ~~
O Inx

(jest to tzw. logarytm calkowy, z dokladnoscia do pewnych subtelnosci zwiazanych
z calkowaniem). Dla wszystkich n, dla których umiemy obliczyc n(n), mamy

n

n(n) < ~~.
O Inx

W 1914 roku Littlewood wykazal, ze istnieje liczba X taka, ze w przedziale [O, Xl znajdzie sie
na pewno takie n, dla którego bedzie spelniona nierównosc przeciwna. W 1937 Skewes pokazal,
ze takim X moze byc np.

34
X = 101010 ,

a czy moze byc mniejsze - nie umial rozstrzygnac.
To rzeczywiscie dosc duza liczba. Watpliwe, czy naprawde umiemy sobie zdac sprawe z tego,
jak jest wielka. Zacznijmy od takiej historyjki. Wyobrazmy sobie skale o objetosci jednej mili
szesciennej (mila = 1609 m) i milion razy twardsza niz diament. Raz na milion lat podchodzi
do tej skaly czlowiek i delikatnie przesuwa po niej reke. Po pewnym czasie skala sie zetrze.
Jakim? Zaledwie 1035 lat (jak twierdzi LittIewood w "A mathematician's miscellany").
Troche wiecej jest elektronów we Wszechswiecie: podobno 157· 1077•

W nastepnej historyjce umiescimy mysz w osrodku o temperaturze biliona (1012) stopni. Nie
musi ona tam od razu zginac z goraca, bo a nuz wskutek nieslychanie malo prawdopodobnego
rozkladu predkosci czasteczek uda jej sie troche przezyc. Jesli bedzie miala pecha, moze nawet

zamarznac. Prawdopodobienstwo, ze uda jej sie przezyc caly tydzien jest nie mniejsze niz

1
101046

(chyba, ze zdechnie z glodu).

To juz cos, choc liczba 101046 jest drobnymulameczkiem w porównaniu z naszymX = 1010ui34

(tak jak 46 z 1034). Natomiast zupelnie dobrze moze z nia konkurowac skromnie wygladajace

9!9!9! .

8

Choc mniejsza od X (dlaczego?), ta liczba jest juz znacznie wieksza od 101010 (dlaczego)?

A jaka jest najwieksza liczba napotkana w tzw. zyciu codziennym? Matematyk niemiecki Edward
Kasner wspominal, ze w okresie wielkiej inflacji w Niemczech (lata dwudzieste biezacego wieku)
widzial w sprawozdaniu bankowym liczbe

496585346OOOOOOOOOOOO

(czterysta dziewiecdziesiat szesc trylionów piecset osiemdziesiat piec tysiecy trzysta czterdzieS(;i
szesc bilionów) marek.

Kacik

filumenistyczny'
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Czy mozliwe jest widzenie wielkosci mikroskopowych
nieuzbrojonym okiem?

;
I,+z"

H
I,+z'-d

Zk k .. "k' h ;onstru CJl geometrycznej WYD! a, ze: - = ---;
k 11+z

Jak dobrze wiadomo oko ludzkie jest w stanie rozróznic dwa punkty, jesli ich odleglosc katowa
jest wieksza od jednej minuty. Normalnie wiec mozna rozróznic punkty odlegle co najwyzej
o 0,1 mm.
W pewnych szczególnych okolicznosciach oko ludzkie moze dzialac jak powiekszalnik
fotograficzny. Ta metoda mozna rozdzielac punkty znajdujace sie znacznie blizej siebie (rys. l).
Zauwazylem, ze jesli tuz przed powierzchnia oka umiesci sie prawie punktowe zródlo swiatla, to
na siatkówce nie utworzy sie punktowy obraz, lecz powstanie swietlna plamka. Umieszczenie
pomiedzy okiem, a zródlem swiatla malego przedmiotu spowoduje, ze na siatkówce bedzie
widoczny jego cien. Bedzie on obrazem prostym, jednak w naszej swiadomosci zostanie odwrócon)
i jako taki bedziemy go widziec. Okazalo sie, ze zjawisko to jest znane i ze jego jakosciowy opis
podany jest przez Williama Bragga [l]. Ponizej przedstawiam rozwazania teoretyczne, które
pozwalaja to zjawisko ujac ilosciowo. Geometria doswiadczenia jest pokazana schematycznie
na rys. 2, gdzie przyjeto nastepujace oznaczenia:

F1 - ognisko przednie soczewki oka
F, - ognisko tylne soczewki oka
S - punktowe zródlo swiatla
S' - obraz punktowego zródla swiatla (punkt przeciecia promieni swietlnych).
11 - ogniskowa przednia
l, - ogniskowa tylna
k - odleglosc przedmiotu od zródla swiatla
d· - odleglosc soczewki oka od siatkówki
z - odleglosc zródla swiatla S od ogniska F1

z' - odleglosc obrazu S' zródla swiatla od ogniska F,
x - odleglosc zródla Swiatla od soczewki oka
h - wysokosc przedmiotu
H - wysokosc cienia przedmiotu na siatkówce
; ---,wysokosc cienia przedmiotu na soczewce.

Rys. 2·

Rys, 1

Wobec tego
H = (f1+z)(/,+z'-d) = 11+Z. (l~_d_).h k~+~ k h+~

Zgodnie z równaniem Newtona dla soczewki znajdujacej sie na pograniczu dwóch srodowisk

(1)

a stad

z' =/1/,/z,

H 1 ( dZ(f1+Z») 1
- = - 11+Z----- = --(fd,+z(f,-d».h k 1,(f1+z) ki,

W przypadku akomodacji oka na nieskonczonosc l, = d

(2)

H /1
h k (3)

kr
gdzie r jest srednica zrenicy, a / odlegloscia zrenicy od soczewki oka. Jezeli / ~ x, to hmax = -.x
Wynika stad, ze zblizenie punktowego zródla swiatla do oka zwieksza pole widzenia. Zwiekszenie ~
odleglosci k przedmiotu od zródla swiatla co prawda równiez zwieksza pole widzenia, ale
zachodzi to kosztem uzyskiwanego powiekszenia (3).
Pole widzenia jest proporcjonalne do promienia zrenicy, a poniewaz zrenica rozszerza sie przy
slabym oswietleniu, korzystne jest prowadzenie obserwacji w zaciemnionym pomieszczeniu i ze·

slabym punktowym zródlem .swiatla.
Dobrym przyblizeniem punktowego zródla swiatla jest mala dziurka w kartce papieru
oswietlona swiatlem rozproszonym. Gdy jeden koniec krótkiej tulejki zaklei sie taka kartka,
a drugi celuloidem z namalowana mala strzalka, to latwo bedzie uzyskac cien strzalki na
siatkówce (rys. 3).
Dla uzyskania wiekszych powiekszen taka konstrukcja jest jednak niewygodna, wymaga bowiem
bardzo krótkiej tulejki i mikroskopijnej dziurki. Jako zródlo swiatla baroziej zblizone do

.punktowego, mozna wykorzystac mala kulke oswietlona odlegla zarówka.

swiatla. Mamy (rys. 2)

Rys. 3

Literatura
[1]. William Bragg, The Universe ol Light,
G. Bell and Sons Ltd London 1933, str. 49
SI.

[2]. Szczepan Szczeniowski, Fizyka
doswiadczalna, czesc IV, PWN, Warszawa
1967, str. 139, .

Jak stad widac powiekszenie H/h zalezy w tym przypadku od odleglosci k przedmiotu od
punktowego zródla swiatla, a nie zalezy od odleglosci zródla swiatla i przedmiotu od oka.
WielkoSC pola widzenia czyli maksymalna wielkosc przedmiotu, która mozna w ten sposób
obserwowac, jest wyznaczona przez kat, pod którym widac zrenice oka z punktowego zródla

kr

hmax = --/'.x-
(4)
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To ja, wasZ brojler
spolegliwy!

W taki sposób ogladalem przezrocze z naniesiona regularna siatka ciemnych punktów. Stala siatki
wynosila 0,05 mm, bylo wyraznie widac nie tylko poszczególne punkty, ale i ich ksztalt.
Równiez w ten sposób moglem zobaczyc blony komórkowe nablonka cebuli.
Jesli przyjac k = 3 mm, to wedlug Sz. Szczeniowskiego [2] mozna obliczyc powiekszenie:

H 11- = -- = 5,6.
h k

H
Normalnie, dla przedmiotu znajdujacego sie w odleglosci dobrego widzenia (20 cm) stosunek -

h

wynosi 0,1 a wiec ponad 50 razy mniej.
Byc moze podobna metoda poslugiwali sie badacze starozytni i tym nalezy tlumaczyc ich czasami
zaskakujaca znajomosc mikroswiata.

Zbigniew WAS
Odpowiadam, owszem,
czemu nie? W czasie pisania artykulu autor byl sludentem II roku fizyki na UJ.

Iz 21tf=-=-
Vz Vz'

Z k' d' 'k' 2 rp' 2m1 Vz/z
warun ow za ama wym a, ze mz = m1, czy I z = --2-f-z--

Dwukrotnie wieksza masa wody w rurociagu tworzy slup o dlugosci dwa razy wiekszej niz
poprzednio, tzn. Iz = 21t. Rozwazmy, jaki warunek musi byc spelniony, aby przez dowolny
przekrój rurociagu przeplywala odpowiednia masa wody w tym samym czasie. Mamy:

m1 = 11Spd, gdzie Sp - pole powierzchni przekroju rurociagu, d-gestosc wody.
Analogicznie: mz = IzSpd = 2/1Spd.

Masa m1 oraz masa mz = 2m1 musza w tym samym czasie przejSC przez przekrój Sp:

Intuicja bywa zawodna
Historia, na której sie opieram, zdarzyla sie (ponoc) w jednym z zakladów chemicznych w czasie
wojny. W laboratorium opracowano technologie opierajaca sie na reakcji, dla której niezbedne
bylo dostarczenie pewnej i10sct ciepla. Uzyskawszy sukces, reaktor chemiczny po prostu
powiekszono do zadanych produkcyjnie wymiarów. I cóz sie okazalo? Wydajnosc reakcji
wyraznie zmalala w nowych warunkach. Na czym polegal blad konstruktorów? Ilosc ciepla,
jaka odbiera reaktor proporcjonalna jest do pola powierzchni ogrzewanej reaktora. Po prostym
powiekszeniu reaktora (przeksztalceniu przez jednokladnosc) pole powierzchni ogrzewanej
wzroslo proporcjonalnie do kwadratu stosunku jednokladnosci, natomiast objetosc reaktora 
proporcjonalnie do szescianu tego stosunku. Inaczej mówiac: poniewaz pole powierzchni roslo
znacznie wolniej od objetosci, "nasycenie cieplem" substancji w reaktorze zmalalo, co pociagnelo
za soba wiadome skutki.
Innym przykladem na taka pozorna anomalie jest rozwiazanie nastepujacego zadania:
Pompa wtlacza do rury w ciagu pewnego czasu pewna mase wody. Ile raiy powinna wzrosnac
moc pompy, by mogla ona wtloczyc 2 razy wieksza mase wody w tym samym czasie do rury
o tym samym przekroju. Niestety, narzucajaca sie odpowiedz: dwa razy, jest nieprawidlowa.
Oto rozwiazanie: Zadaniem naszej stacji pomp jest nadanie masie m wody predkosci V.
Zakladajac, ze w ciagu calego czasu f stacja pomp dziala ta sama sila Fna wode zapisujemy:

m'V
F'f= m' V, F= --o

f

Praca pompy przy wtloczeniu w rure mniejszego slupa wody, o masie m1 i dlugosci /1, w czasie f

. 1 m1 V1
wynosI W1 = F1 -/1 «= --- It,

2 2f

l .. k' l d bed' 'c P W1 m1 V1 I
moc pompy wt aczaJaceJ ta I s up wo y zle wynosI 1= -f- = -2-fZ- l'

A I .. dl . k l d .. dl o' I P mz Vz Izna oglczme a Wle szego s upa wo y, o masie mz I ugoscl z, otrzymamy: z = ---
2fz

i ka~dy mnie lubi
JEDNAKOWO

To taka sama samo

realizacja jak kaz
da inna.,
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Bo wlasciwie - cze
mu nie? Niech mi kto

wyjasni !

na tym, albo na owym.

i jest proscie j I

umiarkowanie Prze\(onan

3< ZAPEWN I>~
trwalosc opinii .... ~
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a za to nie jestem
niewolnikiem np.
uczuc

"'J ••/UJ""'A.An'.JW"'~/"~'''' i w ten sposób
wszystko sie wyr6w
Duje

Mnie nie zalezy

Niektórym to tak
zalezy, ~e az dziw.

1 ja kaMego
JEDNAIW;{Olubie.

2m12V1/z
Moc Pz wynosi wiec Pz = z' Ale Iz = 2/1, ostatecznie otrzymujemy wiec

2fl

2m12V121t 3 ml V11t . Pz
Pz = ---- = 2 ---, czylI -- = 23•

2ft 2ft Pl

Glebiej nieco rozwazajac z pozoru dziecinnie latwy problem otrzymalismy raczej niespodziewany
wynik.

Pi je po~ je i udaje pi janego

o oszcze~ - chinskie

••• ale chce by mnie ~ycie pOdarlo
potargalo piorunem wichury niechaj
wbija we mnie kly pazury i drapie~
nie mnie ch'W)'ta za gardlo •.•

Ikre tyn, tj., przepraB zam, Tuwim!

Autor byl, w czasie pisania artykulu,
uczniem III klasy Liceum Ogólnoksztalcacego
im. K. Gottwalda w Warszawie. L. MANKIEWICZ
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