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Dualizm
korpuskularno- falQwy

Hajta iwista

Dr Michal SZU REK

co Czytelnik moze latwo sprawdzic, jesli nie znal tego przedtem.
Nowymi wektorami osi zostaly obrócone stare:

{X' = xcosa.-ysinay' =7 xsina:+ ycoscx,

Xnowc = Xstarc'· cosa:+ Y~t.re· sina:

Ynowc = - Xstarc • sin et +Ystarc • cos et.

Rys. t

W, = [coso<,sin 0<],
W. = [-sino<,coso<].

{'II, = «1 + ••'II. = 7., +4c •.
(*)

. [2 l]. [2 7]MaCIerz 7 4 nazywa SIe transponowana do l 4 •

Niech punkt A ma wspólrzedne x, y. a Et, Ez niech beda
wersorami osi, tj. El = [1, O], E2 = [O, l]. Zatem 6A =
= X' E, +Y' E2. Przyjmiemy za nowe wektory osi obrazy
starych: '11 = [2, l], Y)z = [7,4], czyli

Je:ieli przeksztalcenie I przestrzeni R" w siebie jest opisane wzorami

{Xl = Qtt.t'.+trnx,+ ... +OlI1X"
~~.~.~~'.~~:.~~'.~~:.::'.:.~~~~~
XII = QnlXl + alll Xl + .. 0 +OIlIlX"

. [27]czyli o macIerzy 1 4 .

nazywamy macierza tego przeksztalcenia. Wyrazajac Xl' 0.0 t XII przez
.>.~, ... , x;' (czyli rozwiazujac odpowiedni uklad r6wnan, jesli to mozliwe),.
otrzymujemy wzory na przeksztalcenie odwrotne do /. Macierz tego
przeksztalcenia odwrotnego nazywamy macierza odwrotna do M i oznaczamy
przez M-'.

Kto nie wierzy, niechaj to przeliczy, na przyklad tak, jak my
w nastepnym przykladzie tego typu. Rozpatrzymy przeksztalcenie
plaszczyzny opisane wzorem

{x' = 2x+7yy' = x+4y,

Skoro zmienily sie osie i wersory ukladu, to zmienily sie takZe
wspólrzedne punktów i wektorów. Jak sie zmienily? Skoro
uklad wspólrzednych obrócil sie w lewo, to - latwo zgadnac 
wspólrzedne "obróca sie" w prawo, a to znaczy, ze zmienia
sie tak:

[all au ... aln]

to tablice wsp6lczynnik6w ~•.' ... ~:~.. :': .. ~~~
ani QII2 ••• allil

Czy os liczbowa i linia prosta to to samo? Niezupelnie. Na
prostej wszystkie punkty sa "takie same" i dopiero gdy umówimy
sie, ze jeden z nich przedstawia liczbe O, a inny liczbe l - mozemy
zaznaczyc wszystkie inne liczby i nasza prosta staje sie wlasnie
osia liczbowa. Kazdy punkt ma swoja wspólrzedna. Podobnie
kazdy punkt plaszczyzny przedstawia i moze byc przedstawiony
za pomoca pary liczb, ale o tym, które punkty odpowiadaja
jakim liczbom, decyduje uprzednio dokonany wybór ukladu
wspólrzednych (osi i skal na osiach).
Funkcja f(x} = x- 2 przesuwa os liczbowa o dwie jednostki

• w lewo; poczatek ukladu przewedrowal do punktu -2. A jak
zmienily sie wspólrzedne punktów? Oczywiscie zwiekszyly sie
o 2; inaczej: przesunely sie w prawo o 2 (bo minus to w lewo,
a plus - w prawo). To latwo zrozumiec. Malemu wszystko
wydaje sie duze, a duzemu - malutkie.
Przeniesmy sie na plaszczyzne. ObrÓCmy ja o kat CI. w lewo.
Jezeli przez x' i y: ozmrczymy wspólrzedne obraZu punktu
o wspólrzednych -x,y, to

Pro! dr Iwo BIALYNICKI-BIRULA,

czlonek korespondent PAN

o dualizmie korpuskularno-falowym, umieszczonym w tytule
artykulu, bede mówil jedynie w zwiazku z promieniowaniem
elektromagnetycznym - strumieniem fotonów. Nie wyczerpie
to oczywiscie calego tematu, bo dualizm korpuskularno-falowy ,
charakteryzuje takze zachowanie sie pozostalych mikroobiektów,
ale ograniczenie zakresu wykladu umozliwi nam bardziej
szczególowe i glebsze wyjasnienie podstawowych pojec
i koncepcji.
Fizyka promieniowania elektromagnetycznego zajmuje
wyróznione miejsce w strukturze wspólczesnej fizyki. Nie ma
zadnego innego przykladu tak rozleglego zakresu zja:-visk
fizycznych opisywanego tak doskonale za pomoca jednej
uniwersalnej teorii. Swiatlo, z którym obcuje czlowiek od zarania
swych dziejów i któremu tyle zawdziecza, stanowi tylko jedna
oktawe w widmie promieniowania elektromagnetycznego.
Promieniowanie to zóstalo zbadane w ogromnym zakresie,
liczacym kilkadziesiat oktaw, od bardzo twardych promieni
gamma do bardzo dlugich fal radiowycn. Wszystkie
przeprowadzone obserwacje i doswiadczenia wykazuja niezbicie,
ze w calym zakresie promieniowaniem elektromagnetycznym:
jego wysylaniem, pochlanianiem i rozchodzeniem sie, rzadza te
same prawa fizyczne.
Pora teraz wyjasnic, co to jest dualizm korpuskularno-falowy
i jaka byla jego historia.
Termin dualizm pochodzi od lacinskiego slowa dualis - podwójny
i oznacza dwoistosc, czyli wystepowanie dwóch przeciwstawnych,
lecz dopelniajacych sie elementów, cech, aspektów. Na przyklad,
dualizm jako koncepcja filozoficzna oznacza poglad, ze swiat
sklada sie z dwóch przeciwstawnych, dopelniajacych sie
pierwiastków: ducha i materii. W naszym przypadku dualizm
oznacza ze promieniowanie elektromagnetyczne zachowuje sie
jednoczesnie jak rojowisko czastek i jak fala. Mimo, iz oba te
aspekty, czastkowy i falowy, wystepuja zawsze razem, to
w kazdym wybranym zakresie widma promieniowania latwiej
jest dostrzec tylko jeden z nich. Z ogromnym trudem mozna by
zaobserwowac u promieni gamma ich cechy falowe i równie
trudno byloby wykryc cechy korpuskularne dlugich fal radiowych.
Tak wiec dualizm korpuskularno-falow)', nie tylko jest cecha .
charakterystyczna promieniowania elektromagnetycznego, ale
jest takze czyms na ksztalt klamry spinajacej cale widmo
promieniowania. lm dluzsza fala promieniowania tym latwiej
nam dostrzec aspekt falowy; im wieksza energia fotonów, tym
bardziej wyrazisty staje sie aspekt korpuskularny.
Historie dualizmu korpuskularno-falowego nalezy niewatpliwie
zaczac od Izaaka Newtona. Newton poswiecil wiele lat na
badania w dziedzinie optyki: od czasów studenckich do ostatnich
lat swego zycia. Wyniki tych badan zebral w obszernym dziele
zatytulowanym"Optyka", wydanym po raz pierwszy w 1704 roku
a pózniej wielokrotnie wznawianym w ulepszanych przez autora
wersjach. Na podstawie wielu obserwacji i doswiadczen, które
szczególowo opisal w Optyce, wiedziony genialna intuicja Newton
sformulowal teorie swiatla, która dla wspólczesnego czytelnika
brzmi miejscami prawie jak ekspozycja ... dualizmu
korpuskularno-falowego. Oczywiscie byloby ogromna przesada
twierdzic, ze Newton odkryl fotony, poniewaz nieznane mu byly
zadne fakty wymagajace wprowadzenia korpuskularnych cech
swiatla. Mimo ogromnego autorytetu naukowego Newtona,
jego teoria swiatla, zwana teoria emisyjna, nie zostala przyjeta
przez ogól fizyków. Dzieki pracom Huyghensa, Fresnela, Younga
i Arago, coraz wiecej zwolenników zdobywala falowa teoria
swiatla i w polowie XIX wieku powszechnie sadzono,
ze wszystkie zjawiska opisane i przeanalizowane przez Newtona,
a takze zjawiska odkryte pózniej, mozna wyjasnic przyjmujac,
ze swiatlo jest fala poprzeczna, rozchodzaca sie jako fala
splezysta w hipotetycznym osrodku zwanym eterem. Zagadnienie
mechanicznych wlasnosci tego osrodka bylo naj slabszym
ogniwem teorii falowej w jej pierwotnej, mechanicznej wersji.
Na to, by wyjasnic obserwowane fakty: ogromna predkosc,
polaryzacje fal swietlnych, wplyw ruchu osrodka materialnego
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na rozchodzenie sie swiatla i inne, nalezalo przypisac eterowiniespotykane nigdzie i bardzo zagadkowe wlasnosci.
Falowa teoria swiatla przyjela ostateczna forme w drugiej polowie
XIX wieku po odkryciu przez Maxwella poprawnej teorii zjawisk
elektromagnetycznych. W 1865 roku Maxwell wydedukowal
ze swojej teorii istnienie fal elektromagnetycznych rozchodzacych
sie z predkoscia swiatla i majacych inne wlasciwosci fal
swietlnych. Na tej podstawie Maxwell wysunal hipoteze, '
ze swiatlo j e s t fala elektromagnetyczna.
Tak powstala falowa, elektromagnetyczna teoria swiatla,
doskonala w swej matematycznej formie i obchodzaca sie bez,
klopotliwego pojecia eteru. Drgania pola elektromagnetycznego
skladajace sie na fale elektromagnetyczna nie wymagaly bowiem
zadnego przenoszacego je -osrodka: mogly z powodzeniem
rozchodzic sie w prózni. Maxwell zmarl w 1879 roku ni::
doczekawszy pelnego doswiadczalnego potwierdze.nia swojej
elektromagnetycZnej teorii swiatla. Dokonal tego Henryk Hertz,
wykazujac w serii doswiadczen przeprowadzonych w latach
1887-1888, ze przewidziane przez Maxwella fale
elektromagnetyczne rzeczywiscie istnieja w zakresie czestosci,
który nazywamy obecnie radiowym. Doswiadczenia Hertza byly
ukoronowaniem teorii Maxwella i przekonaly one ostatecznie
fizyków o poprawnosci tej teorii.
W czasie wykonywania swóich doswiadczen Hertz zauwazyl, ze
oswietlenie iskrownika w rezonatorze, sluzacym do wykrywania
fal, promieniowaniem ultrafioletowym, wzmaga przeskakiwanie
iskier. Nie potrafil on wyjasnic tego faktu, który jak dzis wiemy,
byl wynikiem zjawiska fotoelektrycznego. Zjawisko to stalo sie
punktem wyjscia dla korpuskularno-falowej teorii swiatla. Mamy
tu wiec do czynienia z jednym z tych zaskakujacych zbiegów
okolicznosci, w które obfituje historia fizyki. Doswiadczenie
bedace ostatecznym dowodem teorii falowej zawiera juz elemt!nty,
z których wyloni sie w przyszlosci nowa teoria. Warto w tym
miejscu zwrócic uwage na zbieg okolicznosci zupelnie innej .
natury, ale tez dotyczacy obu omawianych teorii. Twórca falowej,
elektromagnetycznej teorii swiatla, James Clerk Maxwell zmarl
w 1879 roku. W tym samym roku urodzil sie Albert Einstein,
który w 1905 roku wykazal, ze swiatlo ma nature ziarnista i tym
samym obalil teorie Maxwella w jej pierwotnej formie.
Koncepcja Einsteina byla oparta na hipotezie kwantów energii
sformulowanej 5 lat przedtem przez Plancka. W celu wyjasnienia
obserwowanego rozkladu widmowego promieniowania
elektromagnetycznego, wysylanego przez rozgrzane ciala, Planck
przyjal, ze promieniujace cialo zachowuje sie jak zbiór
rezonatorów nastrojonych na rózne czestosci. Energia drgan
kazdego takiego rezonatora musi byc wielokrotnoscia hIJ,
gdzie v jest czestoscia drgan a h nowa stala uniwersalna, zwana
dzis stala Plancka. Na podstawie tej hipotezy Planck otrzymal
wzór na rozklad widmowy promieniowania doskonale zgadzajacy
sie z doswiadczeniem. Mimo tej zgodnosci, hipoteza Plancka
tak dalece odbiegala od powszechnie przyjetych podówczas
koncepcji fizycznych, iz nie tyle zostala odrzucona, co
zignorowana przez wiekszosc fizyków.

Einstein posunal hipoteze Plancka znacznie dalej, postulujac,
ze nie tylko jakies hipotetyczne rezonatory w rozgrzanych
cialach, ale samo promieniowanie elektromagnetyczne o czestosci
v moze niesc energie jedynie w porcjach o energii hv. Bylo to
zdecydowane odejscie od tradycyjnej, falowej teorii swiatla,
wedlug której energia fali jest proporcjonalna do kwadratu
amplitudy d,rgan pola i moze zatem przyjmowac dowolne
wartosci. Ani w pierwszym artykule Einsteina ani w nastepnych
nie pojawila sie nazwa foton. Taka nazwe dla kwantów
promieniowania elektromagnetycznego zaproponowal dopiero
w 1926 roku malo znany fizyk Lewis.
Einstein uzyl swojej teorii swiatla nie tylko do lepszego
uzasadnienia wzoru Plancka, ale takze do wyjasnienia
prawidlowosci wystepujacych w zjawisku fotoelektrycznym.
O zjawisku tym wspominalismy przy omawianiu doswiadczen
Hertza, ale bylo ono pózniej badane bardziej dokladnie.
Wedlug Einsteina zjawisko fotoelektryczne powinno
charakteryzowac sie liniowa zaleznoscia energii kinetycznej
elektronów wybijanych z metalu przez promieniowanie od
czestosci padajacego promieniowania: Ek1n = hv - P. Linie
proste na wykresie funkcji Ek1n(v) dla róznych metali moga
zaczynac sie w róznych miejscach, ze wzgledu na rózne prace
wyjscia P, ale ich nachylenie powinno byc takie samo, gdyz
jest ono wyznaczone przez stala Plancka. Przewidywania te
byly zgodne z obserwacjami Lenarda z lat 1902-3, ale dopiero
wieloletnie, bardzo dokladne doswiadczenia MiIlikana w pelni
potwierdzily przewidywania Einsteina pod wzgledem ilosciowym.
Doswiadczenia te przekonaly wszystkich sceptyków, ze swiatlo
ma takze nature ziarnista. Rezultatem tych doswiadczen byla
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Obliczymy, jak zmienia sie wspólrzedne punktu A. Rozwiazujac
powyzszy uklad równan mamy

{El = 4'11-112E2= -7T1t+2Y12!

czyli mozemy napisac

01 = X(4)11- >11) + Y( -7>11 +2>11) = (4x-7Y)>11 +( - X+2Y)>11.

a to znaczy, ze nowymi wspólrzednymi punktu A sa

{xnowe =·4x-yYnowe = -7x+2y.

Wspólczynniki wystepujace w powyzszym wzorze ukladaja sie

. [4 -11 d d .. l2 1]
W macierz o wrotna o wYJscIOwej .-7 2 7 4
Mozemy to sforll).ulowac tak:
wspólrzedne punktów plaszczyzny poddanej przeksztalceniu
o macierzy A zmieniaja sie zgodnie z macierza odwrotna do A.
Widzielismy to juz na przykladach: uklad wspólrzednych
w lewo - wspólrzedne w prawo, itd. Dlatego tez te wspólrzedne
kartezjanskie nosza dodatkowe okreslenie: kontrawariantne,
co po polsku znaczy "przeciwzmiennicze" i to chyba wyjasnia,
skad ta nazwa.
Sa i wspólrzedne kowariantne, alias wspólzmiennicze, tj.
zmieniajace sie zgodnie z danym przeksztalceniem ukladu
wspólrzednych. Mianowicie polozenie punktu A na plaszczyznie
mozemy okreslic jednoznacznie podajac iloczyny skalarne
wektora OA przez wektory osi El, E2. Te iloczyny OA' El ,

6A . E2 sa wlasnie naszymi wspólrzednymi kowariantnymi.
Czytelnik, jesli zechce, bez trudu wykaze, ze istotnie, zmieniaja
sie one zgodnie z macierza wystepujaca we wzorach (*). Jest
to macierz transponowana wzgledem macierzy przeksztalcenia 
a nie odwrotna. Mozemy powiedziei::' ze poruszajacy sie uklad
wspólrzednych "wlecze za soba" wspólrzedne kowariantne
punktów (jak sie zmienia wektory, tak (wspólrzedne),

Rys. 2. Para (X', X2) tworzy

wspólrzedne kontrawariantne,
a (Xl. X2) - wspólrzedne

kowariantne punktu p.

, a wspólrzedne kontrawariantne (kartezjanskie) odbijaja jego ruch
jak gdyby w lustrze. Te dwa typy wspólrzednych zwiazane sa ze

,soba jak lewo i prawo, przód i tyl czy góra i dól. Spotkalismy sie
z ~rzejawami dualnosci, czy lepiej po polsku: dwoistosci.
Mamy tu zadanie dla Czytelnika:

Jezeli Xl, Xl oznaczaja wspólrzedne kowariantne, a Xl, x2 - wspólrzedne
kontrawariantne ustalonego punktu, to wielkosc XiX! +X2X1 nie zmienia sie
przy dowolnej zmianie ukladu wspólrzednych.

*

Gdy konserwatywni Anglicy przejda wreszcie na ruch
prawostronny, to czy wystarczy, jezeli
1) powiedza: jechac prawa strona!
2) odwróca znaki drogowe i przemaluja "zakaz skretu w prawo"
na "zakaz skretu w lewo" itd. ?

*

Pobawmy sie wstega M6biusa. Mozemy ja sobie zrobic z paska
papieru, obracajac jeden z jego konców przed sklejeniem o 180°.
A czy 'mamy obrócic go w prawo czy w lewo? Czy to nie
wszystko jedno, skoro lewo i prawo sa dwoiste?
Nie, nie wszystko jedno! Oto prawo- i lewostronna wstega
M6biusa.



A oto: prawo- i lewoskretna kostka do gry i 'siatka, z której
moznaje skleic.
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Gdy chcemy polaczyc kilka pasków, musimy liczyc sie
z ewentualnoscia wielokrotnej nakladki Wyobrazmy sobie, ze
chcemy polaczyc A I, A2, ••• , An sklejajac je wzdluz ich czesci
XI c AIo X2 C A2, ••• , Xn c An. Musimy zatem wyjasnic, jak
doklelic XI do Xj, a wiec dla kazdych i, j mamy okreslic
wzajemnie jednoznaczna funkcje gu:XI -> Xj (rys. 4). No i dobrze.
Ale, jezeli pewien punkt jest sklejony z innym, a ten drugi
z trzecim, to i pierwszy z trzecim. To znaczy, ze nasze funkcje
musza spelniac warunek

gjk aglj = gik dla kazdych i,j, k.

Ponadto gu = .gj/ (dlaczego?), skad wynika (jak?), ze/gil = id.I oto nasza "teoria sklejen" i jej pierwsze twierdzenie.
Istnieje wzajemnie jednoznar::na odpowiedniosc pomiedzy
a) sposobami polaczenia zblu/'Vw A I , A2, ••• , An przez sklejenie
ich wzdluz podzbiorów Xi c Ai;
oraz
b) zespolami n2 funkcji gu:XI -> Xj takimi, ze

l) glj = git I,
2) gjk aglj = gik,

i- po przyjeciu XI = X2 = ... = Xn = X
c) zespolami n2 funkcji gu:X -> X takimi, ze spelnione sa l) i 2)
z poprzedniego punktu b.
Taki jak w c) zespól funkcji glj nosi bardzo madrze brzmiaca
dluga nazwe: jednowymiarowy kocykl w sensie Cecha ukladu
Al' ... , An o wspólczynnikach w grupie automorfizmów X i nasze
prosciutkie twierdzenie "wyglada" teraz bardzo powaznie:
Zbiór wszystkich jednowymia/<Owych kocykU w sensie Cecha ukladu
Al, A2' ... , An o wspólczynnikach w grupie automorfizmów X
opisuje wszystkie sklejenia zbiorów A I, A2, ••• , An wzdluz X.I co z tego? - zapyta Czytelnik. Otóz doprowadzilismy Cie,
Czytelniku, do brzegu bardzo szybko rozwijajacej sie algebry
homologicznej, w której jest mowa o cyklach i kocykIach,
brzegach i kobrzegach, homologiach i kohomologiach,
stycznych i kostycznych (to nie dowcip), produktach i
koproduktach (tez nie zart), kompleksach i kokompleksach
(i to nie) oraz o minach i kominach (zart, zart!) a takze o

Gdy matematyk pobawi sie troche szczególnymi przykladami,
bierze sie za ogólna teorie. Wiec i my stwórzmy Ogólna Teorie
Klejenia.
Polecenie: polacz A z B, sklejajac a z b (rysunek 3), moze byc
wykonane jednoznacznie dopiero wtedy, gdy powiemy wyraznie
jak dokleic a do b. Który punkt ma byc sklejony z którym. Mozna
powiedziec, ze okreslamy funkcje g:a -> b i sklejamy potem
x z g(x).

równiez... nagroda Nobla dla Einsteina w 1921 roku ,za teorie,
zjawiska fotoelektrycznego (nie za teorie wzglednosci). W dwa
lata pózniej Compton w swoich doswiadczeniach nad
rozpraszaniem promieni X na elektronach wykazal ziarnista
nature promieniowania elektromagnetycznego takze i w tym
zakresie widma.

Mozna powiedziec, ze po tych odkryciach w optyce w pelni
zapanowal dualizm korpuskularno-falowy. Do opisu pewnych
zjawisk (ugiecie fal, interferencja itp.) uzywano obrazu falowego;
do opisu innych (zjawisko fotoelektryczne, jonizacja gazu,
zjawisko Comptona itp.) uzywano obrazu korpuskularnego .
Ze wzgledu na to, ze'oba te obrazy traktowano jako
wykluczajace sie wzajemnie, sytuacja byla wysoce
niezadowalajaca. Trwala ona jednak przez przeszlo 20 lat.
Rozwiazanie tego paradoksu przyniosla elektrodynamika
kwantowa, która powstala w rezultacie odkrycia przez
Heisenberga, Schr6dingera, Borna, Jordana i innych mechaniki
kwantowej. Podstawy elektrodynamiki kwantowej, ~formulowane
przez Paula Diraca w 1927 roku, stanowily rozszerzenie idei
mechaniki kwantowej na promieniowanie elektromagnetyczne.
Jakiej odpowiedzi dostarcza elektrodynamika kwantowa na
pasjonujace fizyków od czasów Newtona pytanie: czy swiatlo
jest czastka czy fala? Mozna odpowiedziec zartobliwie, ze
odpowiedzia jest tez pytanie: a dlaczego swiatlo mialoby byc
albo czastka albo fala? Pod pojeciami czastki i fali kryje sie
przeciez tradycyjna tresc uksztaltowana pod wplywem badan
takich obiektów jak kule bilardowe czy fale na wodzie.
Klasyczne modele tego typu nadaja sie, jak sie okazuje, do '
opisu wlasnosci fizycznych promieniowania elektromagnetycznego
tylko w ograniczonym zakresie ale nie udaje sie za ich pomoca
opisac wszystkich zjawisk. Sytuacja taka nie jest zreszta w fizyce
wcale wyjatkowa. Na przyklad, do opisu ruchu Ziemi wokól
Slonca wystarcza model punktu materialnego, ale model ten
jest zupelnie nieprzydatny do opisu trzesien ziemi.
Elektrodynamika kwantowa podaje precyzyjny opis matematyczny
promieniowania elektromagnetycznego, .z którego wynika takze
w jakich warunkach mozemy uzywac uproszczonych modeli
promieniowania: korpuskularnego i falowego. Kluczem do
zrozumienia zwiazku miedzy tymi dwoma opisami jest
staty~tyczny charakter praw kwantowych. W wielkim skrócie,
wspólczesna teoria promieniowania elektromagnetycznego
opiera sie na nastepujacych tezach. Promieniowanie
elektromagnetyczne ma nature ziarnista; mozna sobie wyobrazic,
ze sklada sie ono z fotonów o energiach hv. Dla pojedynczych
fotonów obowiazuja znane z mechaniki zasady zachowania
energii, pedu i momentu pedu, zmodyfikowane zgodnie
z wymogami teorii wzglednosci (fotony poruszaja sie z predkoscia
swiatla). Fotonów nie mozna jednak wyobrazac sobie w postaci
twardych kulek, miedzy innymi dlatego, ze nie mozna ich
zlokalizowac w przestrzeni i dlatego, ze posiadaja wlasnosc
zwana skretnoscia, której przejawem jest polaryzacja swiatla.
Falowa natura swiatla pojawia sie dopiero przy rozpatrywaniu
ruchu wielu fotonów, przy czym zwiazek miedzy fala a fotonami
ma wlasnie charakter statystyczny. Ze zbli~onym obrazem
zjawiska mamy do czynienia w przypadku rury Kundta
wypelnionej okruchami korka, gdy wzbudzimy w niej stojaca
fale dzwiekowa. Nie potrafimy przewidziec, w którym miejscu
znajdzie sie dany okruch, ale wiemy, iz w wezlach fali wystapi
nagromadzenie okruchów. Podobnie i fala elektromagnetyczna,
za pomoca której opisujemy zachowanie sie wiazki fotonów
pozwala wyznaczyc zageszczenia i rozrzedzenia fotonów
w przestrzeni. Mówiac bardziej precyzyjnie, prawdopodobienstwo
znalezienia fotonu jest proporcjonalne do kwadratu amplitudy
drgan pola elektrycznego i magnetycznego fali.
W ten sposób teoria falowa, lub raczej model falowy,
promieniowania elektromagnetycznego, podobnie jak kinetyczna
teoria materii, pozwala przewidziec srednie wartosci wielkosci
fizycznych. Jezeli fotonów w wiazce jest bardzo duzo, to taka
umiejetnosc przewidywania na ogól zupelnie nam wystarcza. Na
przyklad potrafimy przewidziec ksztalt obrazów dyfrakcyjnych
i interferencyjnych, choc nie wiemy w jakim kierunku podazy
pojedynczy foton. Prostym mechanicznym modelem powstawania
okreslonych obrazów w wyniku statystycznych prawidlowosci
jest deska Galtona. Nie wiemy bowiem dokad poleci dana kulka,
ale dla duzej liczby kul potrafimy dokladnie przewidziec ich
rozklad.

Rozumiemy teraz dlaczego model falowy staje sie coraz to
lepszy, gdy maleje czestosc promieniowania. Fotony o malej
czestosci maja mniejsze energie i trzeba ich wiecej, na to by
otrzymac strumien promieniowania o danej calkowitej energii.
Z kolei, im wiecej fotonów, tym mniej interesujacy jest los
kazdego z nich i jego charakterystyki. Ciekawy jest jedynie opis
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statystyczny pozwalajacy przy pomocy modelu falowego na
wyznaczanie wartosci srednich. I na odwrót, dla duzych czestosci
energia fotonów jest duza, ich liczba jest nieduza, czasami mamy
nawet do czynienia z pojedynczymi fotonami. Dogodny wówczas
staje sie model korpuskularny, w którym oddzialywanie
promieniowania opisujemy jako zderzenia pojedynczych fotonów
z innymi czastkami. '
Dysponujac nowoczesna aparatura fizyczna mozemy wykonac
doswiadczenie doskonale ilustrujace podane wyzej wspólczesne
rozwiazanie dylematu: czastka czy fala? Wykorzystamy do tego
caly laser bedacy stabilnym zrbdlem monochromatycznego
promieniowania, charakteryzujacego sie doskonalymi
wlasnosciami interferencyjnymi w tradycyjnym sensie teorii
falowej. Promieniowanie lasera padajacego na ekr;m mozemy
wykryc za pomoca czulego fotomnoznika reagujacego na
pojedyncze fotony. Okazuje sie, ze rzeczywiscie liczba padajacych
fotonów jest proporcjonalna do natezenia fali. Tam gdzie na '
ekranie widac jasne prazki fotomnoznik wykazuje o'gromna
liczbe fotonów, zas tam gdzie widac ciemne miejsca liczba ta
jest duzo mniejsza.
Dla wielu fizyków, jednym z nich byl sam Einstein, niemoznosc
przewidzenia zachowania sie pojedynczych fotonów, czy tez
ogólnie kazdych pojedynczych mikroczastek: elektronów,
protonów itd., jest wada teorii i swiadczy o,jej przejsciowej
roli w rozwoju fizyki. Jest oczywiscie prawda, ze mamy tu do
czynienia z istotnym ograniczeniem naszej wiedzy o swiecie. Nie
wiemy dotad, czy jest to absolutne ograniczenie, czy tez
w przyszlosci potrafimy sie od niego uwolnic i podac bardziej.
szczególowe niz tylko statystyczne prawa dla ruchu fotonów
i innych mikroczastek. Na razie cieszy nas to, ze wszystkie
statystyczne przewidywania elektrodynamiki kwantowej pozostaja
w idealnej zgodnosci z danymi uzyskanymi w licznych', bardzo
precyzyjnych doswiadczeniach. Dla ilustracji tej tezy podam, ze
czestosc fali radiowej wysylanej przez atomy wodoru przy tak
zwanym przejsciu nadsubtelnym zmierzona w doswiadczeniu
wynosi 1420,4057517864 MHz, gdzie wszystkie podane cyfry
sa znaczace. Obliczona teoretycznie wartosc zgadza sie
z dokladno~lcia do jednej milionowej z wartoscia zmierzona.
Ta zadziwiajaca zgodnosc teorii z doswiadczeniem bardzo
krepuje swobode ruchów fizyków. Wielu z nich chcialoby
zmienic teorie, zastepujac prawa statystyczne prawami
przyczynowymi, które umozliwilyby dokladne przewidywanie,
zachowania sie fotonów i innych czastek elementarnych. I
Jednakze dotad nie udalo sie podac zadnej innej teorii mogacej
konkurowac z teoria kwantowa w calym ogromnym zakresie jej
zastosowan pod wzgledem precyzji przewidywan i zgodnosci
z doswiadczeniem. '

Na razie obowiazuje wiec ciagle dualizm korpuskularno-falowy
rozumiany jako koncepcja, wedlug której czastki-korpuskuly
poruszaja sie, srednio, zgodnie z prawami falowymi.

pniakach i kopniakach (hi, hi). Ale nie igraszki slowne skladaja
sie na algebre homologiczna. Takie jak widzielismy kocykle
tworza grupe (przy pewnych slabych dodatkowych zalozeniach)
a z tego taki pozytek, ze i sposoby sklejania tworza grupe, a z tego
taki pozytek, ze mozemy miec nadzieje, iz cos tak dziwnego
jak klejenie róznymi sposobami moze miec opis algebraiczny,
a z tego taki pozytek, ze dowiemy sie o tym czegos wiecej, a z tego
taki pozytek .. , oj, wkraczam juz na sliski grunt. -

*

Kazde chyba pojecie matematyczne ma swoje ko-pojecie i ten
dualizm ma swój sformalizowany opis w jezyku teorii kategorii.
Mamy wiec i kogrupy i koalgebry (ze nie wspomne juz o
kotangensie). Postaramy sie opisac pojecie "przestrzeni kostycznej"
(nazwa nie pochodzi od kosci, tylko od stycznosci).
Widzielismy juz, ze na plaszczyznie (i w kazdej przestrzeni E")
mozna wprowadzic dwa rodzaje wspólrzednych: kowariantne
(oznaczone przez wskazniki na dole: XI, X2, X3,"') oraz
kontrawariantne (wskazniki na górze: xl, X2, x3, ..• ). Widzielismy

n

tez, ze liczba I XIX' zalezy tylko od punktu, a nie od ukladu'
i=t

wspólrzednych.
A wiec mamy funkcje h: VkowX Vkonlr -> R; przez Vkow
oznaczylismy zbiór wspólrzednych kowariantnych, Vkonlr
kontrawariantnych. Ma ona nastepujace wlasnosci

1) h(a+b, t) = h(a, c)+h(b, c),
1') h(a, b+c) = h(a,b)+h(a,c),

2) h(ra,b) = rh(a, b), a E Vkow, b E Vkontr, rE R,
2') h(a, rb) = rh(a, b),
3) jezeli dla pewnego a E Vkowi kazdego b E Vkontr mamy

h(a, b) = O, to a = O,

3') jezeli dla pewnego b E Vkontr i kazdego a E Vkowmamy
h(a,b) = O, tob = O.

Przestrzenie, zwiazane funkcja h o wymienionych powyzej
wlasnosciach nazywane sa dualnymi albo: sprzezonymi, o funkcji h
mówimy, ze ustala ich dualnosc.
A wiec przestrzen kostyczna np. do powierzchni - to dualna do'
plaszczyzny stycznej do tej powierzchni. Mozemy powiedziec, ze
przestrzen kostyczna to przestrzen styczna z dualnymi
wspólrzednymi.
Fatalny brak miejsca w Delcie kaze przerwac opowiadanie w tym
bardzo ciekawym miejscu. Dlaczego ciekawym? A, bo teraz
rozpatrywalibysmy wiazki styczne, czyli zbiory zlozone ze
wszystkich przestrzeni stycznych i dualne do nich wiazki kostyczne
(czyli zbiory zlozone z przestrzeni kostycznych), zobaczylibysmy,
jak sa zabawnie wzgledem siebie pokrecone, ze co jedna zakreci,
to druga odkreci, oraz dostrzeglibysmy, jak w tym
skomplikowanym swiecie pojec abstrakcyjnych odbija sie prosta
regula: uklad wspólrzednych w lewo - wspólrzedne w prawo,
poprzeczka nizej - poziom usportowienia spoleczenstwa wyzej,
skapy tata - rozrzutny syn, nudny jeden artykul - ciekawsze
inne.

1 ~-,-----; (1kg miesa,1kg ziemniaków)
I
I
I
I
I
I
1

m

Gastronomiczny dowód pewnego twierdzenia o dualnosci

Zgodnie z panujacym w matematyce stylem, zanim powiemy, o co chodzi, sformulujemy kilka
definicji. Bedziemy wiec najpierw rozpatrywac przestrzen spozywcza S. Jej elementami beda
porcje miesa i ziemniaków; 2 kg miesa i 3 kg ziemniaków oznaczymy symbolicznie przez
2m+3z (prosimy nie pytac redakcji, co autor rozumie przez -m itp.). Wyrazenia am+bz mozemy
dodawac, odejmowac i mnozyc przez liczby -a wiec S jest przestrzenia liniowa; mozna wyobrazac
ja sobie jako pl~szczyzne o osiach m i z (rysunek).
Kazda przestrzen ma baze. Baza to po prostu uklad wektorów podstawowych na osiach. Jak
i kazdej plaszczyzny, tak i baza nasz~j przestrzeni spozywczej S sa wektory [1, O] = 1· m+
+O·zi[O,l]=O·m+l·z ..
Produkty spozywcze kupujemy w sklepie. Sklep to nic innego jak funkcja przyporzadkowujaca
kazdemu elementowi s E S pewna liczbe rzeczywista r (wulgarnie mówiac: jego cene). A wiec
przestrzen sklepów sklada sie ze wszystkich funkcji (liniowych; cena rosnie liniowo wzgledem
ilosci towaru). Taka przestrzen nazywamy w matematyce dualna do Jub sprzezona z S i oznacZamy
przez S*. A kazdej bazie przestrzeni S odpowiada dualna do niej baza przestrzeni S*. W naszym
przypadku (tj. w przestrzeni S*) tworza ja dwa nieco zwariowane sklepy MIE oraz ZIE.
W pierwszym z nich placi sie tylko za mieso - zlotówke 2a kilogram. Kartofle dodaja tam'
za darmo, dla zachecenia ludzi do czestszego odwiedzania sklepu. Natomiast sklep ZIE- sprzedaje
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ziemniaki po zlotemu nie patrzac, ile kto wzial miesa. Czyli

MIE((,m) = l, MIE(I,z) = O,

ZIE(lom) = O, ZIE(loz) = I.

Kazdy inny rozsadny sklepikart, bioracy a za kilogram miesa i b za kilogram kartofli, moze
byc opisany jako kombinacja liniowa aMIE+bZIE.
Wprowadzmy teraz do rozwazan przestrzen obiadowa O. Jej elementy - to obiady, zlozone
z dan miesno-ziemniaczanych. Wyróznimy trzy "bazowe" dania w naszej przestrzeni, wraz
z wystepujacymi w nich proporcjami mieso-ziemniaki: k = kartoflanka na podrobach (Im+ 7z),

g = gulasz z ziemniak-ami (2m+5z), b = ~rwisty befsztyk + frytki (3m+z). Kazdy obiad naszej

(; 1przestrzeni O jest ich kombinacja liniowa mozna zjesc pól porcji zupy i trzy' befsztyki: "2 k + 3b,

o I)'lub np. trzy zupy, dwa razy gulasz i cwierc befsztyka: 3k+2g+ 4b etc .. Na mocy samej

definicji przestrzen O jest trójwymiarowa. Przekonujemy sie latwo, ze elementami przestrzeni
dualnej 0* sa restauracje, gdyz przypisuja one ceny swoim obiadom, na ogól dosc róznie. Cena
obiadu' w tej samej restauracji tez rosnie liniowo wraz z ~ielkoscia porcji.
Musimy teraz rozstrzygnac, jakie restauracje tworza baze dualna do bazy {kartoflanka, gulasz,
befsztyk} przestrzeni O. Odpowiedz znajdujemy latwo: sa to knajpy ZU, OU i BE takie, ze

ZU(z) = I,

GU(z) = O,

BE(z) = O,

ZU(g) = O,

GU(g) = t,
BE(g) = O,

ZU(b) = O.

GU(b) = O.

BE(b) = l.

Rozwiazanie zadania M 238

J'rb' d (' 'b bo
eze I o Jest owo net zas 1 = 'bo-t t

A,

A, = bo+b" b. = A,~I '

A, = bo+b, + b•• itd" to kazde z wyrazen
A. = bo+b, + "o +b. ma zadana wlasnosc,
W naszym przypadku bo = 6 i obliczamy

b - 1619616 A _ 2821109901456
• - 1502161' • - 26 .

i naszym wy~niem jest
2821109901456 6 36
265710196655 = 6+"5 + 31 +

1296 1619616
+ 1141 + 1502761 •

W pierwszej z nich placi sie tylko za zupe, objadajac sie gulaszem i befsztykami ile wlezie,

_w drugiej tylko gulasz jest w cenie, trzecia liczy sobie po zlotówce za jeden befsztyk, 'nie
dostrzegajac tlumów palaszujacych z apetytem kartoflanke z gulaszem.
Po wprowadzeniu tych podstawowych pojec przechodzimy do glównego toku naszych
rozwazan. Mamy oczywista funkcje "receptura" o argumentach w O a wartosciach w S:

rec(obiad) = produkty.

,Widzielismy, ze
rec(k) = 1m+ 1z,

rec(g) = 2m+5z,

rec(b) = 3m+z

i widoczne powyzej wspólczynniki liczbowe ukladaja sie w macierz [~ ~]. Zwyczajowo jednak

ustawia sie je tak: [I 2 31 i taka' macierz nazywa sie macierza danego przeksztalcenia_ 1 5 I

w zadanych bazach obu przestrzeni. Obliczylismy wiec macierz funkcji "receptura".
Kazde odwzorowanie liniowe pomiedzy dwiema'przestrzeniami liniowymi daje zycie
odwzorowaniu dualnemu. Wzorem okresla sie je w ten sposób:

jezeli f: W -+ V, to f* jest takim odwzorowaniem V* w W*, ze dla kazdego w e W mamy
(r(v*»(w) = v*(/(w».
U nas to bedzie tak. Z kazdym sklepem S* e p* mozna stowarzyszyc taka restauracje Ciot(S*),
w której za obiad placi sie tyle, ile zaplacilo sie w sklepie za produkty. Oczywiste jest,·ze taka
restauracje prowadzi nasza ciocia albo inna bliska krewna. Z samego okreslenia odwzorowania
dualnego wynika, ze

rec· = Ciot.

Jakie sa ceny w restauracji Ciot(MIE)? Oczywiscie takie:
zupa - I zl, gutasz - 2 zl, befsztyk -.3 zl,

a to znaczy, ze ta restauracja jest kombinacja liniowa;·

Clo/(MIE) = l· ZU+2' GU+3' BE.

Zupelnie podobnie stwierdzamy:ze skoro w Ciot(ZIE) mozna zjesc kartoflanke za 7 zl, gulasz
za 5 zl, a befsztyk za zlotówke, to

Clo/(ZIE) = 1 ZU+5 GU+I BE.

Dwa Ostatnie wzory daja juz macierz naszego "dwzorowania dualnego rec* = Ciot. Widzielismy
juz, ze wystepujace w tych wzorach wspólczynniki liczbOwe ustawiamy w kolumnach i stad
mamy, ze macierza Ciot jest

zwana transponowana wzgledem [l 2 3]. Tak oto widzimy, ze macierza odwzorowania. 1 5 l
dualnego do f w bazach dualnych rozpatrywanych przestrzeni jest macierz transponowana wzgledem

macierzy odwzorowania f w danych bazach.

(opr. red. na podstawie The Malhemallcal GazU/e, 1915).
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Przeksztalcmy podane równanie do innej
postaci

E = A(I +COsDI)sinwI = AsinwI+

+AcosDlsinwl = AsinwI+ ~ sin(w+ .0)1+2

+ ~ sin(w- .Q) I.2

Rozwazana fala jest wiec superpozycja
trzech fal monochromatycznych
o czestosciach: '

UJI = w- D = 2,6' 1015 s-r,
co] = co = 3,0' 1015 S-1,

w. = w + .o = 3,4' 1015 S-l.

W opisie kwantowym odpowiada jej
strumien fotonów o energiach

61 = hVI = h~ = fi(w-.Q)
211 •

6] = liw,

·3=fi(w+D) .

Traktujac absorpcj~ energii przez elektron
jako proces jednofotonowy , mozna korzystac
z prawa Einsteina dla zjawiska
fotoelektrycznego

e = Emu+ W,

gdzie Emu - maksymalna energia kinetyczna
fotoelektronów. Minimalna cz~stosc zdolna
wywolac fotoefekt

W
Wmln = --,;-•

czyli

_ 2,15 eY _ . -15-1
Wmln - 6,58' 10-16 eY' s - 3,21 10 s.

Poniewaz jedynie dla w. spelniona jest
nierównosc:

CI) > Wmla.

wiec tylko fotony o energiach '3 = fi( w + .o)
zdolne sa do wywolania fotoefektu,
a maksymalna energia eloktronów wynosi

Emu = fi(w+.o)- W: 6,58' 10-16'3,4.
·10" eY-2,IS eY"" 0,1 eY.

Antymateria we Wszechswiecie
. Dr Marcin KUB/AK

Odkrycie antyczastek w istotny sposób uproscilo nasz obraz swiata w skali mikroskopowej,
dowodzac zarazem, ze przyroda podziela niejako nasze upodobanie do symetrii. Jezeli jednak
postulat symetrii miedzy materia i antymateria, tak dokladnie spelniony w dziedzinie czastek
elementarnych, ma miec moc ogólnego prawa przyrody, to musi on byc równie"z
spelniony we Wszechswiecie jako calosci. W zyciu codziennym nie spotykamy - na szczescie 
wokól siebie zadnych skupisk antymaterii, a wytworzenie nawet znikomych jej ilosci wymaga
dosc skomplikowanych zabiegów eksperymentalnych.
W skali wlasciwej czlowiekowi swiat moze byc tylko albo materialny, albo antymaterialny.
Wniosek ten jest sluszny nie tylko w odniesieniu do Ziemi, ale równiez w odniesieniu do naszego
najblizszego otoczenia kosmicznego. Na Ksiezyc, Wenus i Marsa upadly juz przedmioty
zbudowane z materii ziemskiej i, jak wiemy, nie zakonczylo sie to eksplozja, jaka powinna
towarzyszyc bezposredniemu zetknieciu sie materii z antymateria. Wiemy równiez, ze Slonce
wysyla bezustannie strumienie czastek w postaci wiatru slonecznego, które dobiegaja, bez
widocznych efektów anihilacji, nie tylko do Ziemi, ale równiez do planet lezacych na dalekich
peryferiach ukladu slonecznego, oddzialujac po drodze z kometami, meteorami i pylem
miedzyplanetarnym. Stwierdzenie, ze caly uklad sloneczny jest zbudowany z materii, nie jest
jednak zbyt interesujace z astronomicznego punktu widzenia. Co najwyzej, potwierdza ono
nasze oczekiwania, ze naturalny obszar aktywnosci czlowieka nie ogranicza sie tylko do Ziemi,
lecz obejmuje równiez uklad Planetarny.
Mówiac najogólniej, warunek symetrii Wszechswiata wzgledem zamiany materii i antymaterii
moze byc spelniony w jeden z nastepujacych sposobów:
(1) srednio co' druga gwiazda w galaktyce jest zbudowana z antymaterii,
(2) srednio co druga galaktyka jest zbudowana z antymaterii,
(3) cala obserwowana przez nas czesc Wszechswiata, która dla wygody nazwijmy Metagalaktyka,
jest zbudowana z materii, natomiast w odleglych od nas obszarach Wszechswiata istnieje inna
Metagalaktyka, której nie jestesmy w stanie obserwowac, zoudowana calkowicie z antymaterii.
Powyzszy sposób rozumowania jest mniej lub bardziej swiadomym odwolaniem sie do· .
proponowanego niegdys modelu hierarchicznej. budowy Wszechswiata, zgodnie z którym
materia tworzy skupiska w coraz to wiekszej skali, oddzielone od siebie coraz to wiekszymi,
odleglosciami, tak iz w granicy srednia gestosc materii dazy do zera. Wprawdzie przyczyny, dla

których zaproponowano swego czasu model hi~rarchiczny, staly sie juz nieaktualne, jednak
pozostaje on wciaz uzyteczny jako ilustracja znanego faktu obserwacyjnego, ze poszczególne
gwiazdy skupiaja sie w galaktyki, poszczególne galaktyki tworza gromady galaktyk, a te,
byc moze, wchodza w sklad supergromad. Dalsze przedluzenie tego lancucha, tzn. laczenie
supergromad w metagalaktyke, wiele metagalaktyk w teragalaktyke itd., dopóki wystarczy nam
pomyslów na tworzenie nowych slów, jest juz tylko dowolna ekstrapolacja i w istocie rzeczy usuwa
tylko nie rozwiazane problemy z naszego pola widzenia, spychajac je w obszary Wszechswiata,
których z natury rzeczy nie jestesmy i nie bedziemy w stanie obserwowac. Dlatego tez
przyjecie trzeciej z wymienionych wyzej mozliwosci byloby raczej wybiegiem niz odpowiedzia
na nurtujace nas tu pytanie, gdzie we Wszechswiecie znajduje sie antymateria stanowiaca
odpowiednik naszej materii.
W tej sytuacji dokladniejszego rozwazenia wymagaja przede wszystkim dwie pierwsze mozliwosci. .
Zadanie, by srednio co druga gwiazda w kazdej galaktyce byla zbudowana z antymaterii,

.wydaje sie zadaniem zbyt daleko posunietym: gdyby przyroda chciala uczynic mu zadosc,
wówczas galaktyki najprawdopodobniej nigdy by nie powstaly. Wprawdzie historia powstania
i ewolucji galaktyk nie zostala jeszcze dokladnie odtworzona, to jednak jest niemal pewne, ze

obiekty te powstaly w wyniku grawitacyjnego kurczenia sie przypadkowych,zageszczen w
pierwotnym obloku materii rozrzedzonej. Trudno jest wyobrazic sobiej jak proces taki móglby
skutecznie przebiegac w przypadku, gdyby wzrostowi gestosci towarzyszylo jednoczesnie
wzmozenie procesów anihilacji miedzy czastkami materii i antymaterii. Wypada tu jednak
silnie podkreslic •.ze gdyby ktos mimo wszystko utrzymywal, ze naj blizsza nas gwiazda, Proxima
Centauri, jest zbudowana z antymaterii, to nie mielibysmy zadnych podstaw, by takie twierdzenie
odrzucic.

Dlaczego tak jest, latwo zrozumiemy, jezeli uprzytomnimy sobie, w jaki sposób astronomowie

tworza obraz naszego otoczenia kosmicznego. Otóz praktycznie wszystkie informacje, które
mamy o obiektach astronomicznych, pochodza z analizy wysylanego przez nie promieniowania
elektromagnetycznego, czyli fotonów, które naleza zarówno do swiata materii, jak i do swiata
antymaterii. Z drugiej strony, pelna symetria obu tych swiatów sprawia, ze wszystkie procesy
fizyczne, które prowadza do wyslania promieniowania elektromagnetycznego, przebiegaja
dokladnie tak samo w materii, jak i w antymaterii. Innymi slowy, nasza znajomosc cial
niebieskich jest calkowicie niezalezna od tego, czy skladaja sie one ze zwyklych atomów, czy
i antyatomów.•



dostawienie pionka jest zbiciem
wolnego pola
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Zauwazmy, ze zamieniajac role "pionków"
i "pustych pól" uzyskamy zallliast

. ,dostawiania pionków" - t ,zbijanie pustych
pól". Rozgrywajac wiec "samotnika" od
konca, rozwiazujemy dokladnie te sama
lamiglówke.

Dla scislosci wypada tu dodac, ze atomy materii i antymaterii, rózniace sie tym, ze znaki
ladunków ich odpowiednich czastek skladowych sa wzajemnie wymienione, inaczej reaguja na
obecnosc sil elektrycznych i magnetycznych, co w pewnych warunkach jest podstawa do
odróznienia materii i antymaterii. Na przyklad w polu magnetycznym elektrony i pozytony
poruszaja sie po torach kolowych, ale w kierunkach przeciwnych. W zwiazku z tym, tzw. efekt
Zeemana, czyli rozszczepienie linii widmowych atomu znajdujacego sie w polu magnetycznym
na skladowe o charakterystycznej polaryzacji, bedzie inny dla atomu, a inny dla antyatomu przy
takim samym kierunku pola. Jezeli jednak zmienimy kierunek pola magnetycznego na przeciwny,

wówczas kierunki ruchów elektronów i pozytonów ulegn~ zmianie na przeciwne i efekt Zeemana,
w takiej postaci w jakiej obserwowalismy go poprzednio dla atomów, bedziemy obserwowac
obecnie dla antyatomów; Poniewaz nie mamy zadnej innej metody wyznaczania kierunku pola
magnetycznego na odleglosc niz wlasnie efekt Zeemana, wiec obserwowane rozszczepienie

zeemanowskie linii widmowych mozemy interpretowac zawsze dwojako: albo jako wynik
oddzialywania atomów z polem o danym kierunku, albo jako wynik oddzialywania antyatomów
z polem o kierunku przeciwnym. Oczywiscie, nie zbliza to nas ani o krok do rozwia.zania problemu
odróznienia materii od antymaterii w astronomii.

Uwazny Czytelnik slusznie moze w tym miejscu zwrócic uwage, ze fakt, iz nie potrafimy odróznic
fotonu wyslanego przez materie od fotonu wyslanego przez antymaterie, nie wyklucza jeszcze
mozliwosci zaobserwowania skutków anihilacji zachodzacej na skale kosmiczna. Niestety,
równiez i tu spotyka nas rozczarowanie. W warunkach, jakie obecnie panuja w naszej Galaktyce
oraz prawdopodobnie w innych galaktykach, proces anihilacji materii i antymaterii
przebiegalby tak. spokojnie, ze jego skutki bylyby w obecnym stanie techniki obserwacyjnej
nie do zauwazenia. Przestrzenna gestosc gwiazd w galaktykach, byc moze z wyjatkiem
niewielkich obszarów ich jader, jest tak mala, ze zderzenie sie dwu gwiazd jest zdarzeniem
praktycznie niemozliwym, choc w przypadku, gdyby zderzajace sie gwiazdy byly zbudowane
z róznych rodzajów materii, wzajemna anihilacja-ich materii dostarczylaby nam wspanialego
widowiska kosmicznego, a zarazem dowodu istnienia antygwiazd. Jednak to, czego mozemy
realnie oczekiwac, nie przypomina w niczym wspanialego fajerwerku kqsmicznego. W najlepszym
razie zderzenie ograniczy sie do stosunkowo cienkiej warstwy, w której ulegna wymieszaniu
i anihilacji czastki rozrzedzonych obloków materii i antymaterii otaczajacych gwiazde
i antygwiazde. Rozumowanie, które do takiego wniosku prowadzi, jest stosunkowo proste i warto
je tutaj przytoczyc.

W zgodzie z wieloma danymi obserwacyjnymi mozemy przyjac, ze typowa gwiazda jest otoczona

oblokiem fizycznie z nia zwiazanej materii rozrzedzonej. Oblok taki moze byc pozostaloscia
po pierwotnym obloku, z którego powstala gwiazda, albo moze byc utworzony przez materie
opuszczajaca gwiazde np. w postaci wiatru gwiazdowego. Wyobrazmy sobie teraz, ze dwie
gwiazdy, zbudowane z róznych rodzajów materii, zblizaja sie do siebie na tak mala odleglosc,
ze otaczajace je obloki materii i antymaterii znajduja sie w bezposrednim kontakcie. W obszarze
zetkniecia sie obu rodzajów gazów natychmiast zaczna przebiegac procesy anihilacji. Anihilacja
kazdej pary elektron-pozyton spowoduje wyslanie dwóch kwantów gamma o lacznej energii
okolo l MeV, które na ogól opuszcza bez przeszkód miejsce swego powstania. Anihilacja
protonów z antyprotonami, która ze wzgledu na ich znacznie wieksza mase spoczynkowa
(odpowiadajaca okolo 1800 MeV) jest wazniejsza pod wzgledem energetycznym, ma przebieg
bardziej zlozony. Poczatkowo na miejscu pierwotnej pary pojawia sie mezony :rrlub K, które
po uplywie kilku mikrosekund rozpadna sie z kolei na kilka neutrin, kwantów gamma i jedna
lub dwie pary elektron-pozyton. Neutrina i kwanty gamma opuszcza miejsce reakcji unoszac
ze soba lacznie okolo 1500 MeV energii. Natomiast elektrony i pozytony, pomimo swej ogromnej

energii kinetycznej (okolo 300 MeV ~acznie) nie beda mogly oddalic sie zbytnio od miejsca
swego powstania. Przeszkodzi temu powszechnie wystepujace pole magnetyczne. W typowym
dla Galaktyki polu magnetycznym o natezeniu rzedu 10- 3 gaussa, elektrony i pozytony o podanej
wyzej energii beda poruszac sie po spirall!ch mieszczacych sie w obszarze o srednicy niewiele
wiekszej od odleglosci Ziemia-Slonce. Do chwili anihilacji, uwiezione przez pole magnetyczne
elektrony i pozytony beda tracic energie w wyniku promieniowania radiowego oraz w wyniku
zderzen z innymi czastkami. Zderzenia te bardzo szybko doprowadza do gwaltownego wzrostu
temperatury w warstwie granicznej, a tym samym do jej rozprezenia i zmniejszenia gestosci.

Zmniejszenie sie gestosci zahamuje z kolei dalsze procesy anihilacji. Ostatecznie ustali sie
pewien stan równowagi, w którym tempo anihilacji bedzie dokladnie takie, jakie jest konieczne
do wytworzenia odpowiednio goracej warstwy granicznej oddzielajacej materie od antymaterii.

Warstwa taka bedzie zródlem promieniowania gamma oraz promieniowania radiowego.

Co prawda ilosci energii, jakich mozemy oczekiwac od typowych warstw granicznych, sa

tak male, ze dzis nie bylibysmy w stanie wykryc ich, istnienia nawet z niewielkiej odleglosci, to
jednak problem nasz wyszedl w ten sposób ze sfery czystych spekulacji i przynajmniej w zasadzie
moze znalezc rozwiazanie obserwacyjne. Nalezy jednak dodac, ze odpowiednie obserwacje,
nawet jezeli bylyby kiedys mozliwe, nie beda mialy jednoznacznej interpretacji: juz obecnie
znamy i obserwujemy wiele procesów przebiegajacych w zwyklej materii, które sa zródlami
zarówno promieniowania gamma jak i promieniowania radiowego.

o ANTYPROTON

~ezony Tr lub K~

o
O

elektrony

PROTON
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Biale wygrywaja: I. Sc4 ShS (jesli I.. .seS
lub I...SfS, to 2. Sd6!, natomiast po
I...Se6 nastepuje 2. SeS Sc7, 3. Sc6 SeS,
4. Se7 i czarny kon nie ma ucieczki).
2. Ses Sg3, 3. SD ShS, 4, SgS! i w nastepnym
ruchu koniec. Widoczne jest, ze o wygranej
decyduje zajecie opozycji - dwa skoczki
tuz obok siebie.

--

al Przed przyroze
niem pola
elektrycznego

Pozostaje nam jeszcze do rozwazenia mozliwosc (2), tzn. ze srednio co druga galaktyka jest
zbudowana z antymaterii. W swietle tego, co mówilismy o trudnosciach zwiazanych
z obserwacyjnym wykryciem antymaterii w naszej Galaktyre, latwo jest zrozumiec, ze trudnosci
te wzrastaja nieslychanie, gdy mamy do czynienia z obiektami tak odleglymi i izolowanymi,
jak inne galaktyki. Jedyna, choc bardzo nikla nadzieje mozna w tym przypadku wiazac
z obserwacjami promieniowania kosmicznego. W strumieniu szybkich czastek, które dobiegaja
z przestrzeni kosmicznej do górnych warstw atmosfery ziemskiej, powinny znajdowac sie równiez
takie, które przybyly z odleglych galaktyk niosac informacje o przebiegajacych tam burzliwych
procesach, w których zaangazowane byly ogromne ilosci energii. Oczywiscie mozemy oczekiwac,
ze galaktyka zbudowana z antymaterii bedzie wysylala promieniowanie kosmiczne zlozone glównie
z antyczastek. Wykrycie w pozagalaktycznym promieniowaniu kosmicznym istotnej skladowej
antymaterialnej byloby wyrazna wskazówka, ze gdzies we Wszechswiecie istnieja antygalaktyki,
w których wybuchaja anty-supernowe, lub których anty-jadra wykazuja podobna aktywnosc jak
jadra zwyklych galaktyk. W obserwowanym promieniowaniu kosmicznym nie stwierdzono jeSj':cze
w sposób bezsporny wystepowania antyczastek, choc ich wykrycie byloby równie proste jak
zwyklych czastek. Wynik ten wydaje sie przemawiac przeciwko mozliwosci istnienia wokól
naszej Galaktyki licznych galaktyk zbudowanych z antymaterii, nie wyklucza jednak ich
istnienia w wiekszych odleglosciach.

Przedstawione wyzej trudnosci zwiazane z obserwacyjnym wykryciem istnienia antymaterii
we Wszechswiecie doprowadzily do do~c osobliwej sytuacji. Z jednej strony, w obecnym stanie
naszej wiedzy o Wszechswiecie jest zupelnie obojetne dla astronomów, czy materia wystepuje
w nim w takich samych ilosciach jak antymateria, czy' tez jest on zbudowany wylacznie z materii.
Z drugiej strony, u podstaw wszelkich badan astronomiczpych lezy przekonanie, ze
poznawane przez nas prawa przyrody maja znaczenie uniwersalne, tzn. odnosza sie do kazdej

czesci Wszech_swiata i sa spelnione we wszystkich przebiegajacych w nim procesach, niezaleznie
od ich skali. Dlatego tez wiedzac, ze istnieja dwa naj zupelniej pelnoprawne rodzaje materii,
trudno byloby nam pogodzic sie z przypuszczeniem, ze przyroda do zbudowania naszego
Wszechswiata zdecydowala sie uzyc tylko jednego rodzaju, drugiemu zas przeznaczyla role
efemerycznej zjawy towarzyszacej niektórym procesom przebiegajacym w skali podatomowej.

By nie wglebiac sie dalej w rozwazania natury bardziej filozoficzn-ej niz fizycznej, przyjmijmy
w tym miejscu zalozenie, ze pierwotnie materia i antymateria wystepowaly we Wszechswiecie
w jednakowych ilosciach i ze byly ze soba dokladnie wymieszane.

Wbrew pozorom, zalozenie to wcale nie wymaga rewizji naszych dotychczasowych wyobrazen
o poczatkowych stanach istnienia Wszechswiata. Obserwowana obecnie "ucieczka galaktyk",
wskazujaca na rozszerzanie sie Wszechswiata, oraz istnienie tzw. promieniowania resztkowego
przemawiaja za tym, ze nasz obecniebardzo rozrzedzony i zimny Wszechswiat byl niegdys

bardzo gesty i bardzo goracy. W warunkach temperatury rzedu wielu miliardów stopni i bardzo
duzej gestosci zarówno materii jak i promieniowania, antymateria mogla wspólistniec z materia,
poniewaz wszystkie akty anihilacji byly kompensowane przez akty kreacji par w wyniku zderzen
fotonów o odpowiednio duzej energii. Azeby jednak z takiej'mieszaniny mógl wylonic sie trwaly
Wszechswiat, nie ulegajacy ciaglej anihilacji w miare obnizania sie jego temperatury, musial miec
miejsce jakis proces, który doprowadzil do wielkoskalowego rozdzielenia materii od antymaterii.

O tym, jaki to byl proces, nie mamy obecnie zadnego pojecia. Nie znaczy to jednak; ze nie
móglby on zostac odtworzony na podstawie znanych nam praw przyrody. Do optymizmu w tym
wzgledzie upowaznia nas nastepujacy mechanizm rozdzielania materii od antymaterii
zaproponowany przez znanego fizyka szwedzkiego Hannesa Alfvena.

Wyobrazmy sobie calkowicie zjonizowana mieszanine materii i antymaterii znajdujaca sie w
silnym polu grawitacyjnym. Podobnie, jak to ma miejsce np.'w atmosferze ziemskiej, obecnosc
'pola grawitacyjnego doprowadzi do segregacji skladników zaleznie od ich masy: ciezkie protony
i antyprotony zostana zageszczone sil~iej niz lekkie elektrony i pozytony. Wyobrazmy sobie
równiez, ze do tak rozwarstwionej mieszaniny przykladamy pole elektryczne, które spowoduje
przeplyw pradu "z dolu do góry", tzn. w kierunku przeciwnym do kierunku pola grawitacyjnego.
Taki kierunek przeplywu pradu oznacza, ze czastki obdarzone ladunkiem dodatnim - protony
i pOZytony - poruszaja sie,!, góre, natomiast czastki o ladunku ujemnym - elektrony i
antyprotony - w dól. Latwo zauwazyc, ze w pewnym obszarze nastapi "spotkanie" plynacych

w dól elektronów z plynacymi w góre protonami; pojawi 'sie wiec. obszar, w którym wystepowac
bedzie przede wszystkim materia. Oczywiscie odwrócenie kierunku przeplywu pradu

spowodowaloby powstanie obszaru wypelnionego przede wsz~stkim antymateria.
Opisany tu proces nie bylby w stanie wyjasnic rozdzielenia materii i antymaterii na skale
kosmiczna, jest na to zbyt malo wydajny. Wskazuje on jednak droge, która powinny pójsc
dalsze rozwazania. Co wiecej, dowodzi on Jednoczesnierze mozna w nich wykorzystac tak
dobrze znane zjawiska, jak np. pole grawitacyjne czy przeplyw pradu elektrycznego. Tak wiec,
przedstawione w tym artykule klopoty, jakie sprawia astronomom problem istnienia antymaterii
we Wszechswiecie, nie sa jeszcze wystarczajacym powodem, by mieli oni zrezygnowac z wszelkich
prób wbudowania jej w astronomiczny obraz otaczajacego nas swiata, podobnie jak uczynili
to juz fizycy zajmujacy sie swiatem czastek elementarnych.

,.-

le+ je-r-- --lI I
: e- + p :I I

jp L_rp_...!

bl Po przyrozeniu
pola
elektrycznego

prad
elektryczny

e+

pp

e

pole
grawitacyjne
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mala delta

Plynnosc wod y

Woda wydaje nam sie bardzo miekka. Jest tak dlatego, ze, jak kazda ciecz,
zmienia latwo swój ksztalt i przy próbach scisniecia jej w garsci bez trudu
przeslizguje sie miedzy palcami. Jednak naprawde wody scisnac sie nie da.
Latwo sie o tym p"rzekonac usilujac scisnac wypelniony nia woreczek
plastikowy. Dobrze wiemy, ze dolanie do wiadra dziesieciu litrów wody zwiekszy
objetosc wody w wiadrze o dziesiec wlasnie litrów. Dolne warstwy nie ulegaja
wiec zgnieceniu. Pomimo, iz dolana woda wazy az dziesiec kilogramów. Zamiana
dziesieciu kilogramów na dziesiec ton takze nic nie daje. Nawet tak silnie
obciazona woda nie chce zmienic swojej objetosci. Niescisliwosc wody powoduje,
ze w niektórych sytuacjach powierzchnia jej okazuje sie wyjatkowo twarda.
Kamien tonie w niej bez trudu, ale odpowiednio rzucony (i plaski) odbija sie
kilkakrotnie od lustra wodnego w stawie. Twardosc wody odczuwa tez plywak
skaczacy z trampoliny, gdy nie uda mu sie przyjac odpowiedniej pozycji.
Spróbujcie zreszta uderzyc mocno otwarta dlonia (na plask) w powierzchnie wody
w wannie ...

Kontrast miedzy miekkoscia i twardoscia wody mozna latwo wytlumaczyc.
Po prostu woda zmienia swój ksztalt stosunkowo powoli i zmiany te nie moga
nadazyc za gwaltownymi uderzeniami o powierzchnie. Zjawisfo to zachodzi
równiez pod woda, chociaz trudniej je zaobserwowac. Na przyklad przy szybkich
obrotach sruby okretowej za lopatkami tworzy sie próznia, która nastepnie
jest wypelniana przez wode tak, ze wywolane tym uderzenia powoduja znaczny
halas bedacy swiadectwem gwaltownosci tych uderzen. W celu zabezpieczenia
lopatek przed zniszczeniem, sruby okretowe robi sie ze specjalnego rodzaju
stopów.
Halas wywolany uderzeniami wody mozemy tez slyszec w czasi~ gotowania wody
w czajniku. W miare zwiekszania temperatury w wodzie pojawia sie coraz
wiecej drobnych pecherzyków pary, które natychmiast zostaja zgniecione, czemu
towarzyszy zderzanie sie warstw wody ze soba. W pewnej temperaturze powstajace
pecherzyki maja na tyle duza preznosc, ze nie daja sie juz zgniesc i swobodnie
wyplywaja na powierzchnie. Woda wrze, a charakterystyczny halas ustaje na
rzecz bulgotania.
Niszczace uderzenia wody zmuszaja do stosowania w instalacjach wodnych
odpowiednich zabezpieczell. Z tego powodu krany wodne maja tak zlozona
i solidna budowe. Zamkniecie wódy prostym kurkiem uzywanym przy maszynkach
gazowych groziloby niebezpieczenstwem zlamania kurka przez rozpedzony
strumien wody. "
Prócz swej miekkosci, woda wydaje sie byc bardzo rozciagliwa. W katdym
razie latwo dzieli sie na kawalki i stosunkowo latwo tworzy 'niewielkie krople.
Jednak rozciagliwosc i latwosc dzielenia to wcale nie to samo. Biorac pod
uwage nieograniczone mozliwosci wody przy zmianach jej ksztaltu, nie wydaje
sie proste stwierdzenie, czy wode latwo czy tez trudno rozciagnac. Trzeba by
uf<;>rmowacbardzo dluga krople i sprawdzic, czy moze ona pod wlasnym ciezarem
wydluzyc sie badz peknac. Takie warunki mozna stworzyc w szklanych rurkach
laboratoryjnych (patrz rysunek) i uzyskac nawet trzydziestocentymetrowe
wiszace slupki wody. Mozliwosc utrzymania takiej wiszacej "kropli"; jedynie
przez sily spajajace wode, swiadczy o tym, ze nie jest ona wcale rozciagliwa.
W warunkach normalnych trudno jednak to stwierdzic z powodu wspomnianej
wyjatkowej "kruchosci" wody.

Tak wiec woda jest miekka i twarda zarazem; a oprócz tego krucha i plynna,
choc nierozciagliwa. Jesli dodamy, ze spelnione sa dla niej prawa Archimedesa
i Pascala, co czyni ja podobna do gazów, to latwo uwierzymy, ze calkiem
niezwykla z niej substancja. "
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Albo madrze

Figura dualna do magicznej jest znów magiczna,

albo juz nadzwyczaj madrze

Magicznosc jest niezmiennikiem dualizacji.

Figury magiczne i dualne

Czy umiecie ustawic liczby l, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9,
w kwadrat magiczny? Spójrzcie na rysunek l. Suma
liczb w poziomych rzedach jest zawsze równa 15. Tyle
samo wynosi suma liczb polozonych jedna pod druga.
I wreszcie na ukos tez: 2+5+8 = 6+5+4 = 15. To
wlasnie znaczy, ze kwadrat jest magiczny. Inaczej
narysowane jest to na rysunku 2. A co widzimy na
rysunku 3? Czy suma liczb na prostych~ wychodzacych
z jednego punktu jest zawsze równa 15? Czy trzeba to
sprawdzic, czy wynika to z pewnego podobienstwa figur
z rys. 2 i 3?

Na czym polega to podobienstwo? Na tym, ze sa to
figury dualne. Proste zostaly zastapione przez punkty,
punkty przez proste - ale nie zmienila sie relacja
"Iezenia na" (lub incydencji, jak mówia matematycy).
Odpowiedz na postawione kilka wierszy temu pytanie
(czy trzeba to sprawdzac?) jest oczywiscie twierdzaca.
Ale mozemy to sformulowac w postaci bardzo madrze
wygladajacego twierdzenia

Pobawmy sie dalej w dualizowanie. Na nastepnym
rysunku dwanascie liczb zostalo ustawionych w 6 rzedach,
po 4 w kazdym i suma liczb w kazdym rzedzie jest równa
26. Mamy wiec taka gwiazde magiczna. Jak wyglada
figura do niej dualna? Ma ona 12 prostych, 6 punktów
ich przeciecia - w kazdym Pilnkcie schodza sie po 4
proste; a suma liczb na prostych wychodzacych z kazdego
z punktów jest równa 26. Przekonajcie sie, ze figura
na rysunku 5 jest wlasnie taka. Dlaczego dolny
wierzcholek zostal narysowany troche inaczej? Odpowiedz:
bo dolna linia na rysunku 4 tez.
Gdyby zalezalo nam, aby wszystkie punkty przeciecia
prostych naszej figury byly punktami figury dualnej,
musielibysmy ustawic wszystko w osmioscian (rys. 6).
Znów jest on magiczny: sumy liczb na krawedziach
wychodzacych z kazdego z wierzcholków sa zawsze 26.
Osmioscian nasz ma jednak jeszcze (jak kazda bryla)
i sciany. Jaka jest wobec tego bryla do niej dualna?
To sie robi tak: zamieniamy sciany na wierzcholki,
a wierzcholki na sciany. Krawedzie zostaja krawedziami.
Nie mozemy tylko zmienic stosunków rodzinnych

slPanujacych na.naszej bryle. Aby to ujac prosto, umówmy
sie, ze zamiast mówic-'punkt lezy na prostej, wierzcholek
lezy na krawedzi, krawedz lezy na scianie, sciana zawiera
wierzcholek, krawedz zawiera wierzcholek itp., bedziemy
mówili: sa incydentne. A zatem przy dualizacji

jezeli dwie rzeczy sa incydentne przed, to i po.

f/S
4' __ °

Rys. 5

Rys. 3. Mamy 9 prostych,
ponumerowanych od 1 do 9
oraz 8 punktów
oznaczonych przez a, b, c,
d, e, I, r, s. Punkt r lezy
na prostych 2, 5, 8, punkt

[§Y u lezy na prostych 2, 9, 4,
punkt b lezy na prostych
7, 5 i 3 ... i tak dalej,

2 9,
7

S3

6

1B

Ryo;. 4

Rys. 2. Mamy 9 punktow, ponumerowanych od
do 9, oraz 8 prostych oznaczonych przez a, b, c, d,
e, I, r, s. Prosta r przechodzi przez punkty 2, 5, 8,
prosta a przechodzi przez 2, 9, 4, prosta b
przechodzi przez 7, 5 i 3 i tak dalej. Suma
liczb wzdluz kazdej prostej jest równa 15.

Rys. I

Rys. 7Rys. 6

\-"X /1**Rys. 8

Incydencja jest niezmiennikiem dualizacji.

Przekonajcie sie, ze bryle dualna do osmioscianu z rysunku
6 widzicie na rysunku 7. Jest to po prostu szescian.
Na czym polega jego "magicznosc"? Dlaczego
zacieniowalismy dolna podstawe?
Sp9jrzcie na rysunek 8. Czy potraficie wpisac w kólka
liczby takie, by przy kazdym wierzcholku liczba w kwadracie
byla suma liczb w kolach?
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Rys. 9 Rys. 10

Czy potraficie, czy nie, zajrzyjcie do Malej Delty 1/1979,
albo sami napiszcie zadanie dualne do tego, które tu
postawilismy.
A na zakonczenie 'zagrajmy w taka oto nieskomplikowana
gre: 9 szos laczy 8 miast tak, jak pokazuje to rysunek 9.
Kazdy z dwóch graczy w kolejnym ruchu blokuje
poszczególna droge na calej jej dlugosci, np. kolorujac ja
swoim kolorem. Wygrywa ten, kto pierwszy zablokuje
trzy drogi przechodzace przez jedno miasto (rys. 10).
Co wspólnego ma ta gra z tematem dzisiejszej Malej
Delty? Jesli nie wiecie, to dla odprezenia zagrajcie
w "szubienice" (rys. 11).

Mala Delte opracowali Michal SZUREK i Michal SWfECKI.

~o
~ O

O ~
Rys. 11

Ruch biorych

oO O

O
O O

O

OOOOO O
O

O O OO O
O

OOOOO O

O

O O
O

O O

Plansza i p~czqtkowe
porattonie pIonków

mtHH
przedg

I po zbiciu
pionka

Rys. I

tm
przed

m-t+m
i po •antyruchu ~

Rys. 2

__ Zadania
Reaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

1679616 6 - 36 1296
M 238. W równosci ---- = 6+ - + -- + -- mozemy, zaczynajac od lewej strony,176855 5 31 1141

scierac plusy i zastepowac je znakami mnozenia a równosc pozostanie prawdziwa. Znalezc

. ( 6 36
nastepny skladnik b4 taki, aby wyrazenie bo+b, +b2+bJ+b4 bo = 6, bl = -, b2 = - bJ ~

5 31

1296 )
= -- mialo tez te wlasnosc (sz).

1141

Rozwiazanie na str. 5 '.

M 239. Kazda gre mozna "zdualizowac", nie zmieniajac przepisów, a przestawiajac tylko pojecie
"wygranej" i "przegranej" i niekiedy w taka "qualna" gre da sie sensownie grac. Jezeli w szachach
wprowadzimy przymus bicia, zniesiemy "sZach" i umozliwimy bicie króla oraz uznamy za
~wyciezce gracza, który pozwolil sobie wybic wszystkie figury, otrzymamy calkiem nietrywialna
gre "wybitke". Dla kogo jest wygrana koncówka, widoczna na rysunku obok? (sz).
Rozwiazanie na str. 8

1\1 240. W znanej pod nazwa samotnik lamiglówce nalezy, zbijajac kolejne pionki tak, jak to
przedstawia rys. l, doprowadzic do sytuacji, w której w srodku planszy stoi samotny
pionek. Pokazac, ze rozwiazanie tej lamiglówki "od konca", czyli od pojedynczego pionka, przez
dostawianie kolejnych pionków tak, jak 'to przedstawia rys. 2 nie jest istotnym ulatwieniem.
Rozwiazanie na str. 7 .

Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 81. Natezenie pola elektrycznego zmodulowanej amplitudowo fali elektromagnetycznej zmienia
sie wedlug zaleznosci:

E = A(l+cos.Qt)sinwt

gdzie: A-stala, t_czas, .Q = 4,0'1014S-', W = 3,0·IO"s-'.

Fala ta pada n~ fotokomórke. Znalezc maksymalna energie elektronów uwalnianych z fotokatody
potasowej (praca wyjscia W = 2,15 eV).

T. Tratkiewicz
Rozwiazanie na str. 6
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Dualnosc w programowaniu liniowym

c(x) = CIXt + o •• +CI'lXn

na zbiorze A okreslonym nastepujacymi nierównosci~mi:

Najprostsza wersje zagadnienia programowania liniowego mozna
sformulowac nastepujaco: '.
Znalezc najwieksza (lub najmniejsza) wartosc funkcji liniowej
zwanej funkcja celu

(Zbiór A jest wiec wieloscianem wypuklym).
Z punktu widzenia "matematyki czystej" teoria tego problemu
sprowadza sie do stwierdzenia, ze o ile poszukiwane maksimum
istnieje, to jest przyjmowane w jednym z wierzcholków
wieloscianu A.
Wierzcholek taki mozemy znalezc rozwiazujac uklad n równan
liniowych wybranych z równan

Xl = o

WI ~~o

Wk ~ o

QIIWt+ P' +aktMlk ~ CI

Wsród wychodzacych z tego wierzcholka krawedzi szukamy
teraz tych, w kierunku których rosnie funkcja celu. Jezeli takich
krawedzi nie ma, jestesmy juz w wierzcholku poszukiwanym
i mozemy zakonczyc prace. W przeciwnym przypadku wybieramy
krawedz "najbardziej obiecujaca" i przechodzimy po niej do
nastepnego wierzcholka, aby opisana procedure powtórzyc.
Wierzcholek optymalny znajdziemy wykonujac co najwyzej
k takich kroków.
Pora teraz na zapowiedziana w tytule dualnosc. Otóz
zagadnienie dualne polega na zamianie ról ograniczen (materialów
w naszej interpretacji ekonomicznej) i zmiennych - czyli przejsciu
do przestrzeni sprzezonych - p. artykul M. Szurka
i gastronomiczny.
Otrzymujemy w ten sposób problem nastepujacy:
Znalezc minimum funkcji

d(w) = bl w, + ... +bkWk

na zbiorze A wyznaczonym warunkami

VlnWt + 0.0 +OknWk ~ Cn"

Mgr Krzysztof Nowinskl

Zagadnienie jest poprawnie sformulowane, wystepuja w nim te
same wspólczynniki co w zagadnieniu pierwotnym, ale co
maja ze soba wspólnego ich rozwiazania? I jaki jest ich sens?
Zauwazmy, ze w rozwiazaniu zagadnienia z l zmiennymi i m
warunkami wartosc niezerowa moze przybierac co najwyzej
min (l, m) zmiennych (dlaczego?). ,
Jezeli wiec np. k > n, to rozwiazaniem zagadnienia dualnego
bedzie punkt (w?, ... , w~), w którym co najwyzej n wspólrzednych
bedzie róznych od zera. Wiemy, ze zmienne w/ odpowiadaja
ograniczeniom (nierównosciom) zagadnienia pierwotnego 
wobec {ego dokonalismy w ten sposób pewnego wyboru
warunków. pkazuje sie, ze sa to dokladnie te nierównosci, które

'okreslaja wierzcholek poszukiwany w zagadnieniu pierwotnym.
Warto zauwazyc, ze gdy k # n, rozwiazywanie zagadnienia
pierwotnego i dualnego moze sie róznic zlozonoscia rachunków
i wobec tego w niektórych przypadkach rozwazanie problemu
dualnego moze przyniesc istotny zysk czasowy.
Czy mozna jeszcze dokladniej sprecyzowac sens rozwiazania
dualnego?
Okazuje sie, ze tak. Rozwazmy mianowicie plaszczyzny
wyznaczajace poszukiwany wierzcholek xO• Beda to plaszczyzny
odpowiadajace pewnym zmiennym w/ rozwiazania dualnego.
Jezeli teraz al1X, + ... +a,.x. = bl jest równaniem takiej
plaszczyzny, to al1Xl + ... +al.x. = b/+e bedzie równaniem
bliskiej plaszczyzny równoleglej. Takie "rozluznienie" i-tego
warunku spowoduje, te rozwiazanie optymalne XO przesunie sie
do polozenia xo" dajac pewien zysk na funkcji celu - zysk
proporcjonalny do e. Okazuje sie, ze wspólczynnikiem tej
proporcjonalnosci jest wlasnie wY.
Gdybysmy dokonali "analizy wymiarowej" problemu
programowania liniowego w ipterpretacji ekonomicznej,
okazaloby sie, ze w/ ma "wymiar" ceny zl/jednostka. Jest to tzw.
cena dualna i-tego materialu, bedaca miernikiem jego wzglednej
wartosci w okreslonej naszymi warunkami (*) sytuacji: materialy,
których mamy w nadmiarze maja "cene" O, a materialy
najbardziej potrzebne z punktu widzenia naszych celów - cene
najwyzsza· '

aktXl+ •.• +aknXn ~ bk.

x, ~ o

Xn;:= o

Ul1X, + o •• +alnX" ~ hl

Xn = O

QllXl+ ••• +alnXh = hl

QklXl + 0.0 +aknXn = bil:.

(U)

Tak wiec, aby nasz problem rozwiazac, wystarczy:

1. rozwiazac wszystkie r:k)uzyskanych w ten sposób ukladów
równan,
2. sprawdzic, czy rozwiazanie takiego ukladu spelnia pozostale k
warunków (*), czyli czy nalezy. do zbioru A,
3. wybrac sposród znalezionych wierzcholków ten, w którym
wartosc funkcji c jest najwieksza.
Niestety, "rozwiazanie" to nie ma wartosci praktycznej: dla
rozwiazania zagadnienia, w którym n = 50 zmiennych jest
zwiazane k = 150 warunkami, musielibysmy rozpatrzyc

r:k)= (25~) ~ lO'sO ukladów 50 równan z 50 niewia~omymi,
co gwarantowaloby nam zajecie na co najmniej 1010 lat.
Tak wiec nalezaloby poszukac sprawniejszego algorytmu
rozwiazywania naszego zagadniej)ia. Pytanie jeszcze, po co?
Otóz okazuje sie, ze wiele problemów "zyciowych" (glównie
natury ekonomicznej) formuluje sie wlasnie w terminach
programowania liniowego.
Oto najprostszy'przyklad.
Mozemy produkowac n róznych wyrobów, przy czym zysk z
produkcji jednostki i-tego wyrobu wynosi Ct, a jej
wyprodukowanie wymaga al} jednostek j-tego surowca. Mamy
do dyspozycji b) jednostek j-tego materialu. Ile jednostek
poszczególnych wyrobów powinnismy wyprodukowac, aby
osiagnac maksymalny zysk? Takie i podobne problemy pojawiaja
sie dostatecznie czesto, aby bylo warto zajac sie powaznie
szukaniem metody ich rozwiazywania.
Nie bedziemy tu omawiaC szczególowo najbardziej znanego
takiego algorytmu (tzw. metodysimplex), podamy tylko jej
sens geometryczny.
Droge do rozwiazania optymalnego zaczynamy od dowolnego
wierzcholka Wl wieloscianu A (zwykle od punktu (O, ..• ,0))..

(.)

Pojecia pierwotne
w geometrii

euklidesowej

Doc. dr Leslaw W.
SZCZERBA

Najbardziej znany uklad pojec pierwotnych pochodzi od Dawida Hi/berta (1899). Pojeciami
tymi sa: punkt, prosta, plaszczyzna, lezy na, lezy miedzy i przystaje. Punkty beda oznaczane malymi
literami lacinskimi, duze litery lacinskie zarezerwujemy dla prostych, a male greckie dla plaszczyzn
(chyba, ze zaznaczono inaczej). Relacja incydencji (lezy na) bedzie oznaczana przez I. Moze ona
zachodzic miedzy punktami a prostymi lub plaszczyznami, a takze miedzy prostymi
a plaszczyznami. Relacja lezenia miedzy bedzie oznaczana przez B i moze zachodzic miedzy
trzema punktami. Wreszcie relacja przystawania, ==, moze zachodzic dla dwu par punktów lub
dwu par prostych. W pierwszym przypadku mówi sie o przystawaniu odcirików, w drugim
katów.

Nie jest to ani jedyny, ani nawet naj prostszy uklad pojec pierwotnych. Prostszy zaproponowal
Alfred Tarski (1951). Sklada sie on z pojec wystepujacych juz u Hi/berta. Pojeciami tymi sa

mianowicie: punkt, lezy miedzy, przystaje. Ten uklad pojec pierwotnych tez nie jest

najekonomiczniejszy: relacje lezenia miedzy mozna zdefiniowac za pomoca ~rzystawania.
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a

Aby to pokazac, zdefiniujm)" najpierw relacje wspólliniowosci:

L(abc) •...•a = b V 1\dd'(da =' ad' /\ d/J =' bd' -+ dc =' cd') (czytamy: a, b, c sa wspólliniowe).

Nastepnym pojeciem, które nalezy zdefiniowac jest kat prosty: L(abc) (czytamy: abc tworza kat
prosty (o wierzcholku b).

L(abc) •...•a = bVVa'(ab =' ba'/\ac =' ca'/\a#-a'/\L(aba'».

Pojecie kata prostego pozwala zdefiniowac relacje lezenia miedzy:

c B(abc) •...•L(abc) 1\ Vb'(L(abb') 1\ L(b'bc)/\ L(ab'c».

W ten sposób otrzymalismy system pojec pierwotnych, równowazny systemowi Tarskiego .
. Sklada sie on z pojec: punkt,przystaje. Relacja przystawania jest relacja czteroargumentowa.

Oszczedniej byloby miec relacje trójargumentowa. Taki uklad pojec pierwotnych zaproponowal

a b o szczególnym przypadkiem przystawania odcinków: dlatego zamiast "abc tworza trójkat
równoramienny" bedziemy pisac "ab =' bc". Latwo zauwazyc, ze definicja wspólliniowosci
w terminach przystawania, podana powyzej, jest w istocie definicja w terminach Pieriego.

d b' c Podobnie jest z definicja kata prostego i relacji lezenia miedzy. Mozna wiec przyjac, ze wszystkie
te trzy relacje zostaly zdefiniowane w systemie Pieriego. Teraz zdefiniujemy relacje srodka

. ; (abc) •...•B(abc)/\ ab =' bc,

a za jej pomoca. relacje przystawania

ab =' cd •...•Vee'(: (aec)/\ ;(bee')/\e'c =,cd).

Nie tylko relacja trójkata równoramiennego moze byc jedyna relacja pic;rwotna. Innym
przykladem takiej relacji jest kat prosty wspomiany juz powyzej. Za pomoca tego pojecia mozna
zdefiniowac rt<lacje srodka:

a

d ; (abc) •...•V ed(L (abd)/\ L(abe)/\ L(cbd)/\ L(cbe)/\ L(adc)/\ L(dce)/\ L(cea)/\ L(ead»,

a to wystarcza do zdefiniowania relacji Pieriego

ab=, bc •...•Vd(;(adc)/\L(adb».

c ~a Skoro chcemy zdefiniowac w systemie Tarskiego pojecia systemu Hilberta, to nie mozemy

ograniczyc sie do definiowania relacji. Musimy jeszcze zdefiniowac proste lplaszczyzny.
b d Zaczniemy od funkcji L(ab) = {c: L(abc)} .

. Funkcja ta przyporzadkowuje parom punktów zbiory p·unktów. Na przyklad jesli a = b, to
c L(ab) jest zbiorem wszystkich punktów, jesli jednak a #- b, to L(ab) jest prosta. Pojecie prostej

mozemy zatem zdefiniowac nastepujaco: zbiór punktów X jest prosta wówczas, gdy istnieja
takie dwa rózne punkty a i b, ze X = L(ab) (w tym kontekscie X oznacza dowolny zbiór
punktów). Przy tak zdefiniowanych prostych relacje incydencji mozna zdefiniowac jako relacje
nalezenia:

aIL •...•aeL.

c

Zdefiniujemy dwie relacje zachodzace pomiedzy prostymi:
Relacje wspólpekowosci:

p(KLM) •...•V a(a e K(') L(') M)

iprostopadlosci:

Kl.L •...•Vabc(L(abc)" a #- b #- c/\a, b e K/\b, c e L).

Uklad: proste, wspólpekowosc i prostopadlosc tez moze sluzycjako uklad pojec pierwotnych. Wezmy
L bowiem pod uwage dwie rózne proste KiL. Proste te wyznaczaja pek p(KL) = {M: p(KLM)}.

Pek taki moze byc pusty (gdy proste sa, intuicyjnie rzecz biorac, równolegle). Peki niepuste
bedziemy nazywac wlasciwymi i oznaczac malymi, lecz pólgrubymi literami lacinskimi. Mozna

latwo zdefiniowac pojecie: peki a, b, c tworza kat prosty:

L(abc) •...•VKLMN(Ll. M/\a = p(KL)/\b = p(LM)/\c = p(MN».

M

K

/

W tym momencie chcialoby sie juz powiedziec, ze to koniec dowodu: zdefiniowalismy pojecia,
o których juz wiemy, ze tworza uklad równowazny ukladowi Tarskiego. Trudnosc polega jednak
na tym, ze nie zdefiniowalismy bynajmniej pojecia punktu, a tylko pojecie peku
wierzcholkowego i postanowilismy te peki nazywac punktami. Powyzszy uklad pojec pierwotnych
mozna uproscic: zamiast relacji wspólpekowosci prostych wystarczy wziac relacje przecinania sie
prostych, x, gdyz

p(KLM) •...•Kx LxMxK/\ VPQ(Kl.P l.Ll.Q l.M/\PxQ).

Ciekawe, ze definicja ta jest istotnie przestrzenna. Mozna udowodnic, ze w geometrii plaskiej
relacja wspólpekowosci nie daje sie zdefiniowac za pomoca zadnego ukladu relacji
dwuargumentowych. Natomiast autor nie wie, czy relacja przecinania jest w przypadku
geometrii przestrzennej naprawde potrzebna, tzn. czy nie mozna jej zdefiniowac za pomoca
relacji przecinania sie pod katem prostym.
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W hilbertowskim ukladzie pojec pierwotnych relacjaprzystawania-moze zachodzic dla dwu par
prostych (przednajacych sie). Musimy zatem rozszerzyc relacje przystawania na pary prostych:

KL ~ MN <-> Vabca'b'c'(a # b-lo c/\a, b E K/\ b, c E L/\a', b' E M /\b', c' E N/\ab ==

== a'b' /\ be == b'c' /\ ca == c'a').

Wreszcie pozostaje nam do zdefiniowania pojecie plaszczyzny w terminach pojec Tarskiego.
W tym celu wprowadzimy najpierw pojecie symetralnej odcinka: P(a, b) = {c: ac. == cbl.
Plaszczyzny sa to akurat symetralne odcinków niezdegenerowanych, a wiec odcinków, których
konce nie sa tym samym punktem. Mówimy, ze punkt a lezy na plaszczyznie (x, gdy do niej
nalezy:

al(X <-> a E (X,

a prosta L na niej lezy, gdy sie w niej zawiera:

L I (X <-> L s: (x.

~ (

W ten sposób przekonalismy sie, ze ukladów pojec pierwotnych dla geometrii moze byc duzo.
Wszystkie uklady wspomniane powyzej sa równowazne ukladowi Hilberta, to znaczy:
pojecie jest definiowalne w ukladzie pojec pierwotnych Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy jest
definiowall)t: w ukladzie Tarskiego (Pieriego, etc.).
Powyzsze wyliczenie nie wyczerpuje oczywiscie wszystkich mozliwych ukladów pojec pierwotnych
dla geometrii euklidesowej. Nie wyczerpuje równiez wszystkich znanych, a nawet wszystkich
ciekawych. Na dowód pokazemy jeszcze dwa przyklady. Pierwszy z nich pochodzi w zasadzie
od Friedricha Bachmanna (1951). Sklada sie on z pojec: izometria i zlozenie. Przez izometrie

rozu~ie sie tu dowolne przeksztalcenie przestrzeni na siebie, które spelnia warunek

I\ab(ab == rarb).

Izometrie bedziemy oznaczac duzymi literami greckimi. Zlozenie przy tym rozumiemy jako
. zlozenie (superpozycje) funkcji. Jest to tym ciekawszy uklad pojec, ze traktuje geometrie jako
teorie pewnych, bardzo szczególnych, grup - grup izometrii. (Jak wiadomo, wszystko
w matematyce jest algebra!) Aby to wykazac, trzeba zdefiniowac w tej grupie pojecia jakiegos
ukladu równowaznego ukladowi Hilberta. Wyróznijmy najpierw wsród izometrii inwolucje ~ to
znaczy izometrie, które sa same do siebie odwrotne, ale jednak rózne od przeksztalcenia
tozsamosciowego:

r # I /\rr = l.
(I oznacza tu przeksztalcenie tozsamosciowe). Zauwazmy prZy tym, ze wsród izometrii inwolucjami
sa tylko symetrie (srodkowe, osiowe i plaszczyznowe). Wprowadzmy oznaczenie

AIQ <-> AQ = QA

(gdy AIQ, mówimy, ze izometrie A i Q sa przemienne). Niech teraz r,r beda róznymi symetriami
o srodkach (odpowiednio) a i a', LI, LI' -róznymi symetriami o osiach K, K', zas E, E'
róznymi symetriami wzgledem plaszczyzn (x, (x'. Wówczas nie moze zachodzic nr, rlLl oznacza
ze a lezy na K, rlE - ze a lezy na (x, LlIE - ze K lezy na (X lub K jest prostopadla do (x,

LIILI' - ze proste Ki K' przecinaja sie pod katem prostym, wreszcie ElE' - ze (X i (x' sa
prostopadle. Latwo wiec zauwazyc, ze r jest symetria osiowa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
izometria LI taka, ze dowolne dwie inwolucje r', LI' które sa jednoczesnie przemienne z r i z
obrazem r przy izometrii LI (a wiec i z inwolucja LlrLl-') musza same byc przemienne. Poniewaz
symetrie osiowe mozna identyfikowac z ich osiami, mozna zatem uwazac, ze zdefiniowalismy
pojecie prostej. Bedziemy wiec dalej oznaczac symetrie osiowe duzymi literami lacinskimi.
Relacje przecinania sie pod katem prostym zdefiniowac jest bardzo latwo:

K.l..L-KIL/\K# L.

Nieco trudniej zdefiniowac relacje przecinania pod dowolnym katem: dwie proste przecinaja sie
wówczas, gdy sa równe lub istnieja dokladnie trzy inwolucje przemienne z kazda z nich. W ten
sposób pokazalismy, ze geometrie mozna rozpatrywac jako teorie pewnych, specjalnych, grup.
Ostatnim ukladem, jaki zostanie tu przedstawiony jest' geometria bryl, pochodzaca od Tarskiego

(1929). Skladaja sie na nia pojecia: kula otw~rta oraz zawieranie. Najpierw jednak omówimy
modyfikacje tego ukladu pochodzaca od Jaskowskiego (1949). Modyfikacja polega na
zastapieniu pojecia kuli otwartej przez pojecie kuli domknietej (wraz z brzegiem). Kule
(w zaleznosci od potrzeby domkniete lub otwarte) bedziemy oznaczac literami ozdobnymi,
a relacje zawierania znakiem s:.
Wsród kul domknietych latwo wyróznic punkty. Sa to kule minimalne, nie zawierajace innych,
to znaczy spelniajace warunek:

dla dowolnego f?4: f?4 s: .Pi' -> f?4 = .Pi'.

Bedziemy je zatem oznaczac malymi literami lacinskimi. Nastepnie zdefiniujemy relacje

zewnetrznej stJ!cznosci

.Pi' 00 f?4 <-> istnieje dokladnie jedno 'l}, takie ze 'l} S .Pi', f?4
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Waznym problemem w badaniu rzeczywistosci
jest pytanie, jak ja opi~ac. Chodzi tu, wbrew
pozorom o dwie zupelnie rózne sprawy.
Po pierwsze musimy wybrac, jaki aspekt
realnego swiata bedziemy poznawali - tu

dokonuje sie podzial na dyscypliny
naukowe. Jest jednak jeszcze i drugie

pytanie - w jakim jezyku. Ludzie badajacy

nasze dokonania i mozliwosci w tym
zakresie uprawiaja, jak przyjeto mówic,
podstawy danej dyscypliny. Warto wiec

zwrócic uwage na fakt, ze dla autora
ponizszego artykulu proste, punkty, katy,
odcinki itp. to jednoznaczne, realne obiekty.
A jesli definiuje jedne z nich za pomoca

drugich, to dlatego, ze bada problem
w jakich jezykach dyscypline, której podstawy

uprawia - geometrie - mozna opisac
w sposób pelny. Definiujac nie krwje bytów,

a .nazywa w róznych jezykach stwierdzajac

tym samym ich przydatnosc do uprawiania

geometrii.

Patrz w niebo

lezenia punktu na brzegu

a Ó d +-+ aoo dA V fftJ(a00!?d oo.of) I\!?d "# a)

Dowolne dwa punkty a, b wyznaczaja kule, w której leza na koncach srednicy:

a' O· b = 0' ~ a, b O «(fA ~[V,#, fftJ, .Jt'"(a S dAb S ~l\doo"6'oofftJ /\.Jt'"S d!\.Jt'" S fftJ)]

Wreszcie mozemy zdefiniowac relacje kata prostego dla punktów:

L(abc) +-+ bO (a' O· c).

Zatem uklad pojec piewotnych zaproponowany przez Jaskowskiego jest równowazny ukladowi
Hilberta.

Z ukladem Tarskiego jest nieco trudniej. Zauwazmy jednak, ze czesc wspólna zstepujacego
(nieskonczonego) ciagu kul otwartych jest zawsze kula domknieta. Mówi sie wówczas, ze ów
ciag jest zbiezny do kuli domknietej. Niech {.rd n} bedzie zbiezny do d i {!?d n} - do :Jl.
Wówczas

,rd S !?d +-+ I\nV m(dn SfftJm).

W takiej sytuacji bedziemy pisac {dn} S {!?d n}; Dwie kule, które sie nawzajem zawieraja, musza
byc równe, zatem trzeba przyjac, ze jesli {,rd n} S {fftJ,,} S {dn}, to oba ciagi sa zbiezne
do tej samej kuli. Mozemy wiec przyjac, ze kola domkni~ta jest klasa ciagów zstepujacych kul
otwartych zbieznych do tej samej kuli. W rezultacie zdefiniowalismy w ukladzie Tarskiego
pojecia ukladu JaSkowskiego. Poniewaz zdefiniowanie kuli otwartej w ukladzie Hilberta nie
przedstawia trudnosci, wiec mozna uznac, ze równiez i system geometrii bryl jest równowazny
ukladowi Hilberta.

Na zakonczenie zauwazmy ciekawa wlasnosc systemu geometrii bryl: umozliwia ona traktowanie

geometrii jako teorii pewnych porzadków czesciowych. Nic w tym zreszta dziwnego; nie tylko
geometria, ale cala matematyka jest porzadkiem (czesciowym). '

Wsród górujacych na pazdziernikowym niebie gwiazdozbiorów latwo jest
zauwazyc charakterystyczna konstelacje Kasjopei, tworzaca nieco skrzywiona
litere W. W najblizszych dniach, 7 listopada minie rocznica zjawiska, które
mialo duzy wplyw na rozwój astronomii nie tylko XVI i XVII w. Tego dnia
1572 roku W. Shuler zauwazyl w gwiazdozbiorze Kasjopei "nowa gwiazde",
która potem okazala sie najja~niejsza supernowa od 500 lat. W ciagu nastepnych

o kilku dni byla ona obserwowana przez wielu znanych astronomów tamtych lat.
Wiele czasu poswiecil jej Tycho de Brahe, pisal on o "nowej gwiezdzie" mniej
wiecej w tych slowach:
"Jedenastego dnia listopada po zachodzie Slonca ... podziwialem gwiazdy na
bezchmurnym niebie ... zauwazylem, ze nowa, niezwykla gwiazda przewyzszajaca
pozostale swoja jasnoscia, swieci prawie dokladnie nad moja glowa; a poniewaz
znalem od dziecinstwa dokladnie wszystkie gwiazdy na niebie, bylo dla mnie
oczywiste, ze w tym miejscu zadna, nawet najmniejsza gwiazda nigdy nie swiecila,
nie mówiac juz o tak wyraznej i jasnej jak ta. Bylem tak zdziwiony tym widokiem,
ze przez chwile watpilem 'tV wiarygodnosc moich oczu. Kiedy stwierdzilem,
ze inni, po wskazaniu im miejsca, równiez widzieli tam gwiazde, nie miale/ll
dalszych watpliwosci. Byl to prawdziwy cud, jakiego nikt nigdy nie widzial od
poczatku swiata".
W uznaniu duzego wkladu pracy w wyznaczeniu jasnosci i dokladnego polozenia
gwiazdy (z dokladnoscia do 30" bez lunety, która wynaleziono kilkadziesiat
lat pózniej) nazywa sie ja czesto gwiazda Tychona (lub B Cassiopeia).
Przez dwa tygodnie gwiazda przewyzszala jasnoscia wszystkie gwiazdy na niebiei byla widoczna nawet w ciagu dnia. W koncu listopada zaczela slabnac i zmieniac
kolor. Na poczatku biala, zaczela zólknac, a w koncu, coraz bardziej.
pomaranczowa a potem czerwona, znikla z zasiegu wzroku w marcu 1574 r.
Dzieki badaniom radiowym przeprowadzonym w latach szescdziesiatych naszego
wieku udalo sie odnalezc pozostalosc po poteznym wybuchu, jaki wstrzasnal
gwiazda 400 lat temu. Pozostala ciemna mglawica emitujaca fale radiowe,
rqzszerzajaca sie w przestrzen z ogromna, nawet na warunki 'kosmiczne,
predkoscia 9000 km/s.
Dzisiaj coraz lepiej rozumiemy, co jest przyczyna tak silnych eksplozji, mogacych
rozerwac cala gwiazde. Mimo, ze wiele szczególów jest ciagle niejasnychi numeryczne modele czesto "nie chca wybuchac", ogólny obraz jest coraz
jasniejszy - napiszemy o nim w jednym z najblizszych numerów.

Mgr Tomasz CH LEBOWSKI
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o analogiach,
algebrach
iprzestrzeniach

"

Dr Wiktor BARTOL

Dla dowolnych elementów a, b, c E B:

l) a+b = b+a

2) a' b = b' a

3) a+(b+c) = (a+b)+c

4) a' (b· c) = (a' b)' c

5)a+(a'b)=a

6)a'(a+b)=a

7) a+(b' c) = (a+b)' (a+c)

8) a' (b+c) = (a' b)+(a' c)

9) (a+(-a»)' b = b

10) (a' {-a»)+b = b

Dualnosc na PKP

Jak wiadomo, kazdy pociag powinien miec
swój pociag dualny - ten kursujacy
" z powrotem". Pociagi dualne nazywaja sie
tak samo ("Kopernik", "Portowiec",
"Górnik", "Tatry", "Beskidy" ... ), maja
jednak rÓzne numery. Latwo sprawdzic, ze
duaJizacja pociagu pospiesznego tez jest
pospieszna, sezonowego - sezonowa, przy
czym sezony sa co najwyzej przesuniete'
o 1 dobe. A 'oto problemy do samodzielnego
rozwiazania:

1) Jaka regula rzadzi numerowaniem
pociagów dualnych

a) kursujacych w obrebie tej samej
Dyrekcji DOKP, ,

b) kursujacych miedzy róznymi Dyrekcjami;
2) Dlaczego duaJizacja pociagu "Beskidy"
relacji Warszawa Wschodnia-Bielsko-Biala
(planowy odjazd 14.03) jest pociagiem
.,Beskidy" relacji Gliwice-Warszawa
Wschodnia. Co robia w Bielsku z takim
nadmiarem wagonów (kilka tysiecy
rocznie)?
Literatura pom.ocnicza: Urzedowy Rozklad
Jazdy Pociagów 1980/81, Wydawnictwa
Komunikacji i Laczno~ci. Warszawa 1980.

Powiadaja, ze dobry matematyk potrafi dowodzic wlasnosci pewnych pojec, wybitny-
potrafi dostrzec analogie miedzy pojeciami, genialny - dostrzega analogie miedzy
analogiami. O pewnych analogiach wlasnie, których zauwazenie i ujecie w scisle ramy
matematycznego opisu i rozumowania zawdzieczamy matematykom wybitnym i genialnym, 
bedzie mowa w niniejszy~ artykule ..W latach 1847 i 1854 George Boole, angielski matematyk
samouk, opub1ikowal dwie prace (których tytuly przywodza na mysl XIX-wieczne biblioteki,
pelne grubych tomów oprawnych w skóry): "The mathematical analysis oj logic,,geingan essay
towards a calculus oj deductive reasoning" (czyli "Matematyczna analiza logiki, bedaca próba
opisu rachunku rozumowania dedukcyjnego") i "An investigation oj the laws oj thought, on which

are Jounded the mathematical theories oj logic and probability" (czyli " Badanie praw myslenia,
na których opieraja sie matematyczne teorie logiki iprawdopodobienstwa"), w których wskazal
na to, ze dzialania na zdaniach logicznych podlegaja podobnym prawom formalnym co
dzialania na zbiorach. Spostrzezenie to spowodowalo, ze od drugiej polowy XIX wieku wiele
uwagi poswiecono tzw. algebrom Boole'a. Algebra B.oole'a jest kazdy system (B, +, . ,-) zlozony
z niepustego zbioru B, z dwóch operacji (dzialan) dwuargumentowych + i· oraz jednej

operacji jednoargument~wej -, spelniajacych wypisane na ,marginesie warunki.

Jesli zbiorem B bedzie zbiór wartosci logicznych {O, 1 }, a operacjami na O i 1 beda dzialania
odpowiadajace kolejno alternatywie, koniunkcji i negacji zdan, to wszystkie powyzsze

warunki beda spelnione, a taka algebra Boole'a bedzie stanowila pelny opis rachunku zdan.

Podobnie warunki I) - 10) beda zachowane, gdy B bedzie rodzina wszystkich podzbiorów
pewnego ustalonego zbioru X, a operacjami beda odpowiednio: suma, iloczyn zbiorów oraz

dopelnienie zbioru w X. Algebre Boole'a, której elementami sa zbiory, a operacjami wlasnie'

suma, iloczyn i dopelnienie teoriomnogosCiowe (czyli "zwykle" dzialania na zbiorach) nazywa
sie cialem zbiorów. Oczywiscie nie kazda algebra Boole'a jest cialem zbiorów: algebra opisujaca
rachunek zdan cialem zbiorów przeciez nie jest, a kazda ksiazka o algebrach Boole'a dostarczy
zainteresowanemu czytelnikowi wielu przykladów r9znych algebr. Pojecie algebry Boole'a jest
wiec formalizacja analogii miedzy wieloma róznymi systemami; kazda wlasnosc dajaca sie
wywiesc w sposób formalny (tj. bez wnikania w to, czym sa elementy zbioru B, ani w znaczenie
symboli" + ", " ." i ,,-") z warunkow 1) - 10) przysluguje kazdemu takiemu systemowi,
kazdej algebrze Boole'a.

Okaiuje sie jednak, ze ciala zbiorów sa najbardziej typowymi algebrami Boole'a. W latach
trzydziestych naszego wieku amerykanski matematyk M. H. Stone pokazal, ze kazda algebra

Boole'a jest izomorficzna z pewnym cialem zbiorów. Naszkic,!jmy pokrótce rozumowanie, na
którym opiera sie dowód tego twierdzenia: Niech (B, +, ., -) bedzie dowolna algebra Boole'a.
Podzbiór F zbioru B taki, ze zawsze, gdy a, b E F oraz c E B, to a' b E F i a+ c E F, nazwiemy
Jiltrem w B. Filtr F jest maksymalny, jesli jedynym zawierajacym go i róznym od niego filtrem
w B jest caly zbiór B. Niech fF B oznacza rodzine wszystkich filtrów maksymalnych
w algebrze (B, +, ., -). Przyporzadkujmy kazdemu elementowi a E B zbiór J(a) zlozony
dokladnie ze wszystkich filtrów maksymalnych, do których nalezy element a; J(a) jest wiec
zawsze podzbiorem zbioru fF B,' Mozna wykazac, ze takie przyporzadkowanie jest wzajemni~
jednoznaczna funkcja ze zbioru B na rodzine {I(a): a E B} wszystkich podzbiorów zbioru
fF H postaciJ(a). Ponadto,J(a+b) = J(a) uJ(b),J(a· b) = J(a) nJ(b) orazJ( -a) = fFB-J(a).

Przyporzadkowanie J jest wiec izomorfizmem algebry (B, +, " -) na cialo zbiorów
({I(a): a E B}, u, n, -). Twierdzenie Stone'a oznacza, ze kazda algebra Boole'a moze byc
reprezentowana przez pewne cialo zbiorów, które ma dokladnie te same wlasnosci
algebraiczne co algebra wyjsciowa. Stad np. jesli chcemy sprawdzic prawdziwosc jakiejs równosci

(w której wystepuja symbole operacji algebry Boole'a) dla dowolnych elementów dowqlnej
algebry Boole'a, tQ wystarczy przekonac sie, czy równosc ta jest prawdziwa dla dowolnych
zbiorów, interpretujac operacje jako odpowiednie dzialania na zbiorach. -

Opuscmy na chwile ciala zbiorów i algebry Boole'a i wejdzmy w inny swiat pojec.

W poczatkach XX wieku powstala i rozwijala sie (przy duzym zreszta udziale matematyków
polskich) dziedzina matematyki nazwana topologia, której przedmiotem badan sa tzw.
przestrzenie topologiczne. Przestrzenia topologiczna jest kazdy zbiór X z wyrózniona rodzina
(!) jego podzbiorów taka, ze zbiór pusty 0 oraz caly zbiór X naleza do (!), a ponadto suma
dowolnej rodziny zbiorów z (!) i iloczyn dowolnej skonczonej rodziny zbiorów z (!) takze do (!)

naleza. Zbiory nalezace do (!) nazywa sie zbiorami otwartymi w X,a ich dopelnienia 
zbiorami domknietymi (zauwazmy, ze dopelnienie zbioru domknietego jest znów zbiorem
otwartym). I tak np. przestrzenia topologiczna jest zbiór R wszystkich liczb rzeczywistych,
w którym wyrózniona rodzina zbiorów otwartych jest rodzina wszystkich takich

_podzbiorów zbioru R, które sa sumami przedzialów otwartych na prostej (zbiór pusty uwazamy
za przedzial otwarty). Przestrzenia topologiczna jest takze kazdy zbiór X, w którym rodzina
zbiorów otwartych jest rodzina wszystkich podzbiorów tego zbioru: kazdy podzbiór zbioru X

jest zatem w tej przestrzeni zbiorem otwartym, a jednoczesnie kazdy jest zbiorem domknietym.
Taka przestrzen nazywa sie przestrzenia dyskretna; ale nie tylko w przestrzeniach dyskretnych
istnieja podzbiory, bedace jednoczesnie zbiorami otwartymi i domknietymi. W kazdej
przestrzeni topologicznej ~ takimi zbiorami (nazwijmy je otwarto-domknietymi) sa zbiór 0
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"Chryzos toma Bulwieci::\. podróz do
Ciemnoe;rodull

i\.J. Galczynski

i zbiór X - otwarte z definicji przestrzeni topologicznej, domkniete - bo sa nawzajem swoimi
dopelnieniami.
Niech (JP) bedzie rodzina wszystkich otwarto-domknietych podzbiorów pewnej (dowolnej)
przestrzeni topologicznej X. Jesli A, B E (JP), to A uB jest zbiorem otwartym, gdyz jest suma
dwóch zbiorów otwartych; jednoczesnie -A i - B (bedac dopelnieniami zbiorów domknietych),
a wiec takze -A n- B, sa zbiorami otwartymi, skad wynika, ze zbiór A u B (równy zbiorowi
- ( - A n- B) na mocy praw de Morgana) jest zbiorem domknietym. Okazuje sie zatem, ze
A uB jest zbiorem otwarto-domknietym, gdy A i B sa takimi zbiorami. Podobne do
powyzszego rozumowanie pokazuje, ze równiez zbiór A nB jest wówczas otwarto-domkniety.
Latwo takze wywnioskowac dalej, ze jesli A E (JP), to i -A E (JP). Tak wiec suma, iloczyn
zbiorów oraz dopelnie~ie zbioru w X sa operacjami w (J!!}, ich wyniki nie wyprowadzaja poza
te rodzine. Oczywiscie operacje te spelniaja wszystkie warunki l) - 10). System «(Jp), u, n, -)
jest zatem algebra Boole'a!
Chwila, w której zapomnielismy o algebrach Boole'a i cialach zbiorów okazala sie byc
stosunkowo krótka, rozwazania topologiczne doprowadzily nas do znalezienia nowej klasy
przykladów takich algebr. Ale czy sa to tylko kolejne przyklady? Powrócmy do omówionego
wyzej twierdzenia Stone'a. Niech znów (B, +, ., -) bedzie dowolna algebra Boole'a.
W zbiorze F B wszystkich filtrów maksymalnych w B wyróznimy rodzine podzbiorów
otwartych (J w ten sposób, ze podzbiór S zbioru F B nalezy do (J wtedy i tylko wtedy, gdy
S jest suma pewnej rodziny zbiorów postaci [(a) (mówimy wówczas, ze rodzina {f(a): a E B}
jest baza przestrzeni F B)' Nietrudno sprawdzic, ze w istocie F B Z tak wyrózniona rodzina
podzbiorów () jest przestrzenia topologiczna (zauwazmy, ze 0 E (J i F B lO (J, bo 0 jest suma
pustej rodziny zbiorów, a F B jest suma rodziny wszystkich zbiorów postaci [(a».
Z okreslenia rodziny (J widac, ze w szczególnosci kazdy ze zbiorów [(a) jest zbiorem
otwartym; jednoczesnie kazdy z nich jest zbiorem domknietym, bo dopelnieniem zbioru [(a)
jest zbiór otwarty [( -a). Zbiory te sa wiec otwarto-domkniete i sa to wszystkie otwarto
domkniete podzbiory w opisywanej przez nas przestrzeni :F B. Przestrzen, która ma baze zlozona
ze zbiorów otwarto-domknietych nazywa sie przestrzenia calkowicie niespójna - taka jest
wlasnie nasza przestrzen. Ma ona ponadto nastepujace ciekawe wlasnosci:
a) dla dowolnych dwóch róznych elementów F i G tej przestrzeni istnieja dwa rozlaczne zbiory

otwarte P i S takie, ze F E P i G E S (inaczej mówiac, kazde dwa rózne elementy tej
przestrzeni mozna rozdzielic rozlacznymi zbiorami otwartymi), ,
b) z dowolnej rodziny zbiorów otwartych, których suma jest cala przestrzen, mozna wybrac
rodzine skonczona, której suma jest takze cala przestrzen.
Przestrzenie majace wlasnosc a) nazywa sie przestrzeniami Hausdorffa, przestrzenie majace
wlasnosc b) - przestrzeniami zwartymi. Wreszcie - calkowicie niespójne, zwarte przestrzenie
Hausdorffa okresla sie mianem przestrzeni Stone'a. Mozemy teraz podsumowac dotychczasowe
rozwazania:

Kazda algebra Boole' a jest izomorficzna z cialem wszystkich podzbiorów otwarto-domknietych
pewnej przestrzeni Stone'a.

Tak wiec kazdej algebrze Boole'a B mozemy przyporzadkowac odpowiadajaca jej na mocy
twierdzenia przestrzen Stone'a (oznaczmy ja przez 6(B»; odwrotnie, kazdej przestrzeni Stone'a
(nie tylko zreszta takim przestrzeniom, jak widzielismy poprzednio) mozna przyporzadkowac
algebre Boole'a jej podzbiorów otwarto-domknietych.
Twierdzenie powyzsze jest przykladem czestego zjawiska dualizacji w matematyce: pojecia
wyrosle z róznych gruntów okazuja sie byc wymienne - tak jak wymienne sa dwa teksty,
z których jeden powstal przez tlumaczenie drugiego na inny jezyk. Do badania algebr Boole'a
mozemy stosowac metody topologiczne, bo kazda algebra Boole'a jest - jak mówia matematycy:
z dokladnoscia do izomorfizmu - baza pewnej przestrzeni Stone'a; do badania pewnych
zagadnien topologicznych mozemy stosowac metody algebraiczne, gdyz baza kazdej
przestrzeni Stone'a jest algebra Boole'a (a ogólniej - algebra taka jest rodzina wszystkich
otwarto-domknietych podzbiorów dowolnej przestrzeni topologicznej). Taka dualizacja (czy
wymiennosc) nie grozi zagubieniem wlasnosci w procesie "tlumaczenia": dwie algebry Boole'a
A i B sa izomorficzne (a wiec maja te same wlasnosci algebraiczne) wtedy i tylko wtedy, gdy
przestrzenie Stone'a 6(A) i 6(B) sa homeomorficzne (czyli maja te same wlasnosci
topologiczne).

Oto prosty przyklad zastosowania slownika algebraiczno-topologicznego: wlasnosc "algebra
Boole'a B jest przeliczalna" jest równowazna wlasnosci "przestrzen Stone'a 6(B) jest
metryzowalna". Stosujac "slownik" w druga strone otrzymujemy twierdzenie nastepujace:

"Przestrzen Stone'a jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy algebra jej otwarto-domknietych
podzbiorów jest przeliczalna".

Mozna oczywiscie podawac przyklady bardziej zlozonych równowaznych wlasnosci alg~[-lraicznych
i topologicznych. Zamiast tego, przytoczmy cytat z ksiazki Paula Halmosa "Lectures on Boolean
Algebras": " ... Dzieki tej teorii mozna w zasadzie dualizowac kazdy fakt ikazde pojecie,
przekladajac fakty i pojecia algebraiczne na topologiczne i odwrotnie. W prawie kazdym
przypadku taka dualizacja jest warta zachodu; czesto jest ona pozyteczna i pouczajaca, a juz
co najmniej - zabawna."
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