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Powiadaja niektórzy, ze matematyka jest podobna do muzyki. To podobienstwo w kazdym
razie przyszlo mi na mysl, kiedy zasiadlem do pisania tego artykulu i zdalem sobie sprawe, ze
jest to temat, który mozna - jak dobry temat w muzyce - rozwinac wieloma sposobami
i w kazdym z powstalych ta droga utworów zawrzec kawalek ciekawej matematyki.
Postanowilem jednak, ze miast rozwijac temat, dokonam jakby przegladu niektórych rozwiniec
z nadzieja, ze i takie brzakanie moze sie okazac dla Czytelnika interesujace. Osia tego przegladu,
wprowaazajaca pewien lad, bedzie historia.
Jak kazda niemal historia, takze i ta zaczyna sie od Greków. W Elementach Euklidesa,
najbardziej znanej ksiazce naukowej swiata, znajduje sie czarujace w swej prostocie okreslenie:
linia to dlugosc bez szerokosci (ksiega l, definicja 2). l nieco dalej: krancem powierzchni jest
linia (definicja 6). Okreslenia te leza do dzis u zródel intuicyjnego rozumienia krzywej
i wystarczaly jako jej definicja do czasów niemal nam wspólczesnych (slowo linia jest synonimem
krzywej). Pierwsze z nich kladzie nacisk na jednowymiarowy charakter krzywej, drugie zas wiaze
ja z powierzchnia majaca (na mocy definicji 5 tamze) tylko dlugosc i szerokoSC. Ów zwiazek
stal sie w XX wieku podstawa tzw. indukcyjnego pojecia wymiaru, z którego rozwinela sie teoria
wymiaru - ale to juz do tematu nie nalezy. Nie ma natomiast w Elementach rozumienia krzywej
jako trajektorii poruszajacego sie punktu materialnego - co przyjdzie w czasach nowozytnych 
wiazanie bowiem matematyki z materialna rzeczywistoscia bylo dla Greków czyms zasadniczo
obcym.

Jakie krzywe Grecy znali? Znali ich sporo i wszystkie one braly poczatek z powabnych
matematycznie konstrukcji. Za naj piekniejsze uznawali linie prosta i okrag oraz ich pochodne
Jak cykloida, epi- i hipocykloidy, zas przyrzadom sluzacym do ich rysowania'- Iinialowi
i cyrklowi - przypisywali uprzywilejowane znaczenie w geometrii.
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Odbilo sie to na ich kosmologi~ w stworzonym bowiem przez nich systemIe swiata Ziemia
LDajdowala sie w srodku, a wokól niej po okregach krazyly Slonce, Ksiezyc i planety.
Nie zgadzalo sie to z obserwacjami, wiec z czasem rozbudowano ten system tworzac
skomplikowany mechanizm, którego zasadniczymi elementami byly okregi toczace sie po innych
okregach. Wszystkich tych okregów u Ptolemeusza (II wiek n.e.) bylo az 41, ale
z uprzywilejowania tej krzywej Grecy nie zrezygnowali nigdy.

Druga kategorie krzywych stanowily elipsa, parabola i hiperbola, okreslane jako przekroje stozka
(stad ich nazwa: stozkowe). Apoloniusz (ok. 262 -190 p.n.e.) napisal o nich wspanialy traktat,
matematycznie tak doskonaly, ze praktycznie zamknal przed badaczami ten obszar, przynajmniej
z czysto geometrycznego punktu widzenia. Do trzeciej, najnizszej i raczej niechetnie widzianej
kategorii nalezaly takie krzywe jak jpirala A"chimedesa, konchoida Nikomedesa czy cissoida
Dioklesa.

Znacznie mniej niz krzywe interesowaly Greków powierzchnie. Zajmowali sie tylko kilkoma
najprostszymi - plaszczyzna, stozkiem, walcem, sfera - i to bardziej jako miejscem, gdzie sa

ciekawe rzeczy do badania, jak stozkowe, linia srubowa itp. niz nimi samymi.



Niezwykly triumf przezyly stozkowe w 1.600lat z góra po swym odkryciu. Kopernik

(1473---1543), który przeniósl srodek swiata do Slonca, a Ziemi i pozostalym planetom kazal
obiegac Slonce (oczywiscie po okregach), stworzyl teorie matematycznie znacznie prostsza, ale

malo dokladna, a naw~t dajaca wyniki gorsze od greckiej. Poprawil ja Kepler (1571-1630),
który pod wplywem lektury traktatu Apoloniusza wpadl na mysl, ze planety kraza po elipsach,
a Slonce znajduje sie we wspólnym ognisku tych elips. Zgodnosc z obserwacja byla tym razem
doskonala i w ten sposób konstrukcja matematycznie piekna okazala sie takze uzyteczna.
Byl to wielki impuls dla badan nad krzywymi, a ze zbiegl sie on w czasie z otwarciem przez
analize Newtona (1642-1727) i Leibniza (1646-1716) oraz geometrie analityczna Kartezjusza

(J 596-1650) nowych horyzontów w matematyce, wiec w rezultacie na jakies dwiescie lat krzywe

znalazly sie w samym l:;entrum metematyki, ?gromnie wiele od niej otrzymujac, ale i silnie na
nia w zamian wplywajac.
Przede wszystkim pojawily sie dwa obfite zródla doplywu nowych krzywych i dotyczacych ich
pytan. Jednym bylo przyrodoznawstwo i powstajace na jego terenie zagadnienia. Pod wplywem

Galileusza (1564-1642), wspomniane~ojuz KepIera, Huygensa (1629-1695) i wielu innych,
zaczeto smialo siegac po krzywe bedace trajektoriami punktów lub w inny sposób zwiazane
z fizyka. Przykladem niech beda dwa slynne niegdys zagadnienia. Problem brachistochrony:

znalezc krzywa przechodzaca przez dwa nielezace na jednej pionowej punkty.A i B, w:ldluz
której punkt materialny pod wplywem ciazenia przebiegnie droge AB w najkrótszym czasie
(pomija sie tarcie i opór powietrza). Problem tautochrony: znalezc krzywa, wzdluz której punkt
materialny dokonuje wahan (znów pod wplywem ciazenia i z pominieciem tarcia i oporu
powietrza) w tym samym czasie niezaleznie od punktu startu W obu przypadkach rozwiazaniem
okazala sie cykloida, a znalezienie tego rozwiazania stalo sie poczatkiem rozwoju rachunku
wariacyjnego (co znów nie nalezy do tematu). Innym przykladem krzywej "fizycznej" jest linia
Im1cl/chowa, której ksztalt przybiera lancuch podwieszony za dwa konce pod wplywem sily
ciezkosci.
Drugim obfitym zródlem nowych krzywych stala sie geometria analityczna Kartezjusza. Dzieki
ukladowi wspólrzednych na plaszczyznie kazda krzywa opisuje sie za pomoca jakiegos równania
i na odwrÓt, rÓwnania z dwiema niewiadomymi opisuja krzywe. W przestrzeni uklad
wspólrzednych pozwala identyfikowac równania z dwiema i trzema niewiadomymi
z powierzchniami, uklady zas takich równan - z krzywymi jako czesciami wspólnymi
odpowiadajacych tym równaniom powierzchni. Nieoczekiwanie przy takim podejsciu
najprostszymi krzywymi okazuja sie linia prosta, okrag i trzy stozkowe, im bowiem i tylko im
odpowiadaja równania stopnia 1 lub 2. Rysunek obok przedstawia jedna z krzywych stopnia 3,
tzw. lisc Kartezjusza. Krzywe nielubiane przez Greków okazaly sie przestepne, tzn. nie
odpowiadaja im równania wielomianowe. Znane Grekom powierzchnie maja stopien 2, ale nie
sa to wszystkie powierzchnie tego stopnia.
JednoczeSnie pojawily sie takze nowe, bardzo skuteczne metody badania krzy~ych dostarczone
przez analize, u której zródel lezalo proste geometryczne pytanie o styczna do krzywej (jesli
krzywa jest wykresem przebytej drogi w zaleznosci od czasu, to tangens nachylenia stycznej
wyraza chwilowa predkosc ruchu).

Odpowiedzia analizy bylo pojecie pochodnej. Z polaczenia geometrii analitycznej i metod
analizy wylonila sie geometria rózniczkowa, a pierwszym obiektem jej badan staly sie krzywe,
których równania mialy ciagle pochodne. Sam termin geometria rózniczkowa jest pózny
(wprowadzil go Bianchi (1856-1928», ale badania zaliczane dzis do tego obszaru
zostaly zapoczatkowane jeszcze przez twórców analizy. Szly one zrazu w kierunku

klasyfikacji (sam Newton napisal ciekawy tra!<tat o krzywych stopnia trzeciego), ale obfitosc
krzywych jest tak olbrzymia, a trudnosci narastaly tak wielkie, ze szybko poniechano badania
krzywych kazdego kolejnego stopnia, podjeto natomiast, inspirowane przez ducha analizy,
badanie podstawowych wlasnosci krzywych.

Otóz najbardziej charakterystyczna wlasnoscia krzywej jest jej zakrzywianie sie. Jakkolwiek
mglista moze sie wydawac ta wlasnosc, kazdy sie zgodzi, ze linia prosta nie zakrzywia sie wcale,
zas okrag o promieniu rl zakrzywia sie mniej od okregu o promieniu r2 < rl' Jesli chcemy
wyrazic krzywizne krzywej (w danym punkcie) liczba, trzeba sie to starac tak zrobic, by prosta
miala krzywizne O, a okrag o promieniu r krzywizne 1fr. I to okazuje sie mozliwe, a jeden

z kilku (równowaznych) sposobów je~t taki: bierzemy na krzywej K w otoczeniu punktu p trzy
punkty Pl, Pl, P3 i prowadzimy przez nie okrag (jak wiadomo, trzy punkty niewspólliniowe
wyznaczaja okrag, a trzy punkty wspólliniowe wyznaczaja prosta, która traktujemy tu jako
okrag o promieniu 00). Jesli teraz punkty te uruchomimy i kazemy im dazyc do punktu p, to
dla krzywej, której równania maja dwie pierwsze pochodne ciagle (standardowe zalozenie
geometrii rózniczkowej), okregi wyznaczone przez te punkty beda dazyc do pewnego polozenia
granicznego. Ten okrag graniczny najlepiej aproksymuje krzywa K w otoczeniu punktu p i jego
srodek nazywa sie srodkiem krzywizny, a odwrotnosc jego promienia - krzywizna krzywej K

w punkcie p (pisze o tym dokladniej A. Szybiak). Inny sposób, pochodzacy jeszcze od Newtona,
wyraza krzywizne jako predkosc zmiany kierunku wektora stycznego. Podstawowe twierdzenie
glosi, ze dla scharakteryzowania krzywej plaskiej niezawierajacej odcinków (z dokladnoscia do

jej polozenia na plaszczyzI!ie) wystarczy okreslenie krzywizny w kazdym jej punkcie.
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W przypadku krzywej przestrzennej (np. linii srubowej) postepowanie jest bardziej skomplikowane.
Na krzywej przestrzennej K ustalamy punkt p i bierzemy w nim styczna t. Wsród plaszczyzn
zawierajacych t wyróznia sie taka, która najlepiej przylega do krzywej w otoczeniu punktu p;

nazywa sie ja plaszczyzna scisle styczna. Prostopadla wzgledem t w punkcie p, która lezy
w plaszczyznie scisle stycznej, nazywa sie normalna glówl/a, a prosta przechodzaca przez
p i prostopadla zarówno do stycznej jak i do normalnej glównej nazywa sie bil/annall/a. Podobnie
jak na plaszczyznie, zmiany kierunku normalnej glównej (lub, co na to samo wychodzi, zmiany
kierunku stycznej) opisuja krzywizne, a zmiany kierunku binormaJnej -- tzw. skrecel/ie, tj. miare

intensywnosci odchylania sie krzywej od plaszczyzny scisle stycznej. Obie te wielkosci,
krzywizna i skrecenie, charakteryzuja krzywe przestrzenne z dokladnoscia do ich polozenia
w przestrzeni (por. artykul A. Szybiaka).
Z chwila znalezienia tych eleganckich .:harakteryzacji ciezar badan w geometrii rózniczkowej
przesunal sie na powierzchnie, gdzie trudnosci byly znacznie wieksze. Podobnie jak krzywa,
takze powierzchnia sie zakrzywia, ale matematyczne uchwycenie tego zakrzywienia okazalo sie
trudne. W miare postepów badan nad krzywymi próbowano je przenosic na powierzchnie

poprzez analizowanie przekrojów plaszczyznami (kazdy taki przekrój jest oczywiscie krzywa
plaska, ma wiec swoja krzywizne etc.) i choc uzyskano wyniki ciekawe, nie byly one w pelni
zadowalajace. Trudnosci przelamal dopiero Gauss (l 777-1855) tworzac piekna koncepcje
krzywizny przestrzeni i wprowadzajac calkowicie nowe metody, pozwalajace na uzyskanie wielu
znakomitych wyników ..
Przyjmijmy, ze powierzchnia M lezy w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Wystawiajac
w kazdym jej punkcie p wektor ll(p) prostopadly do 111 i majacy dlugosc l otrzym,ujemy
odwzorowanie

I/:M -+ S2:p -+ n(p),

które kazdemu punktowi p powierzchni M przyporzadkowuje ten punkt sfery jednostkowej S2,

na który wskazuje koniec wektora ll(p), jesli go przeniesc równolegle do srodka tej sfery.
Z pomoca tego odwzorowania wartosc bezwzgledna krzywizny k(p) powierzchni M w punkcie p

okresla sie jako granice stosunku

pole obszaru n(A)

pole obszaru A

wzgledem obszarów A zawierajacych punkt p i o polach zmierzajacych do O. Np. dla plaszczyzny
p odwzorowanie Gaussa n:P -+ S2 jest oczywiscie stale, a zatem k(P) = 0, zas dla sfery S2

odwzorowanie Gaussa n:S2 -+ S2 jest identycznoscia, skad k(S2) = 1. Plaszczyzna i sfera sa
wiec powierzchniami o stalej krzywiznie. Warto zauwazyc, ze te sama wartosc bezwzgledna

1+ f 1-- x2 :.. y'
krzywizny, co dla sfery otrzymamy. dla tzw. pseudosfery Izl = 111----· -..-'---" -

JI X2+y2

- fl-x2- y'2' __ tu jednak przyjmujemy k = -l, gdyz powierzchnia ta zakrzywia sie "w obie
strony". Na ogól jednak krzywizna zmienia sie od punktu do punktu.
Jednym z naj piekniejszych wyników Gaussa byla slynna illeOremCl egregium, na mocy którego
krzywizna nie zmienia sie przy przebztalceniach zachowujacych dlugosci krzywych na
powierzchni. Byl to bardzo wazny wynik i od Gaussa zaczela sie wlasciwa geometria
rózniczkowa powierzchni, której rozwój trwa do dzis i silnie wplywa na fizyke, analize i topologie.
Obok ogromnego postepu w geometrii rózniczkowej trwaly badania powierzchni tradycyjnymi
metodami geometrii analitycznej. Waznym tu osiagnieciem byla kompletna klasyfikacja

powierzchni drugiego stopnia (tj. przedstawialnych równaniem stopnia 2 trzech zmiennych),
do których naleza elipsoidy, hiperboloidy jednopowlokowe, hiperboloidy d.vupowlokowe,
paraboloidy eliptyczne, paraboloidy hiperboliczne, stozki j walce, natomiast próby badania
powierzchni wyzszych stopni nie mialy ani wiekszego powodzenia ani wiekszego znaczenia.
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W XIX wieku zaszly w matematyce ogromne zmiany, z których bodaj najwazniejsza byla utrata
przez geometrie roli podstawy matematyki. Bylo to oczywiscie skutkiem pojawienia sie geometrii
nieeuklidesowych, ratunek zas znaleziono z czasem w teorii mnogosci. Dramatyczna ta historia
do tematu nie nalezy, jednakze wynikiem takiego rozwoju wydarzen bylo pojawienie sie z koncem

owego wieku dyscypliny matematycznej zajmujacej sie najglebiej lezacymi wlasnosciami
przestrzeni, a mianowicie topologii.
Czy krzywa jest takze pojeciem topologicznym? Jesli ma pozostac jednym z podstawowych pojec
matematyki, to powinna byc. Z tego jednak punktu widzenia dotychczasowe koncepcje nie
nadawaly sre (byly zbyt niejasne jak u Euklidesa, zbyt fizyczne jak u Kepiera, zbyt waskie jak
w geometrii rózniczkowej) i tak doszlo do postawienia pytania: co to jest krzywa?
Od postawienia tego pytania do znalezienia nan zadowalajacej odpowiedzi minelo lat
piecdziesiat i historia tego pólwiecza oczywiscie tu sie nie zmiesci, wypada jednak wspomniec
o wydarzeniu, które wstrzasnelo cala ta problematyka. W slynnym Kursie Analizy Jordan

(1838-1922) zdefiniowal krzywa jako obraz ciagly przedzialu linii prostej. Definicja ta ma
wyrazna motywacje fizyczna (trajektoria punktu w zaleznosci od czasu), i obejmowala wszystkie
dotychczas znane krzywe i w zakresie potrzebnym analizie Jordanowi calkowicie wystarczala.
W 1890 roku Peano (1858-1932) zbudowal wszakze na odcinku funkcje ciagla, której obrazem.
jest pelny kwadrat. Zatem jesliby przyjac definicje Jordana, to pelny kwadrat bylby krzywa!
A takze, jak sie pózniej okazalo, takze pelna kula i kazdy w ogóle wieloscian! Sam Jordan
nie przyjal odkrycia Peano do wiadomosci i do konca zycia definiowal krzywa po swojemu, bylo
jednak jasne, ze do ogólnego pojecia nie tedy droga. Wstrzas wywolany "krzywa Peano"
doskonale odzwierciedla uwaga Kleina (1849-1925), ze nic nie wydaje mu sie bardziej metne
niz pojecie krzywej.
Wyjasnienie przyszlo z malo oczekiwanej strony, a mianowicie poprzez odpowiedz na znacznie
ogólniejsze pytanie: co to jest wymiar? I to pytanie ma pasjonujaca, choc nieco krótsza historie,
a znalezienie nan odpowiedzi z poczatkiem lat dwudziestych naszego wieku przez Urysohna
(1898-1924) i Mengera pozwolilo zdefiniowac krzywa jako zbiór jednowymiarowy (por.
"dlugosc bez szerokosci" u Euklidesa) z dodatkowymi i w pelni naturalnymi zalozeniami
zwartosci, spójnosci i metryzowalnosci. Z ta chwila badania krzywych stanely na solidnych
podstawach i nadzwyczaj bujnie sie rozwinely, przy walnym zreszta udziale topologów polskich.
Z intuicyjnego punktu widzenia twory wymiarów l, 2 i 3 sa takimi obiektami geometrycznymi,
z których kazdy ich punkt daje sie wyjac, wraz z pewnym swym otoczeniem, przy pomocy cazek
(wymiar l), nozyczek (wymiar 2) lub pily (wymiar 3). Nieco scislej, obiekt ma wymiar l, gdy
kazdy jego punkt ma dowolnie male otoczenie, !ctórego ograniczenie sklada sie z osobnych

punktów (miejsca przykladania "cazek"), chociaz punktów tych moze byc nieskonczenie wiele.
A jesli zazadamy ponadto, by obiekt ten lezal w przestrzeni euklidesowej (metryzowalnosc), byl
ograniczony i zawieral granice lezacych w nim ciagów (zwartosc) oraz skladal sie z jednego
kawalka (spójnosc), to mamy krzywa. Przyklady krzywych plaskich pokazuja rysunki obok. Na
szczególna uwage zasluguja dwa ostatnie, tzw. dywany Sierpinskiego, plaski i przestrzenny.

Dywan przestrzenny zawiera w sobie (topologicznie) kazda krzywa, a dywan plaski - kazda
plaska.
W przeciwienstwie do krzywych, które sa wszystkimi tworami jednowymiarowymi (zwartymi,
spójnymi i metryzowalnymi),powierzchnie sa tworami dwuwymiarowymi (zwartymi, spójnymi
i metryzowalnymi) szczególnego rodzaju: kazdy, ich punkt ma otoczenie takie samo (topologiq:nie)

jak dowolny punkt plaszczyzny. Powierzchnia (scislej mówiac, powierzchnia zamknieta) wyglada
wiec lokalnie jak plaszczyzna i rozumny zuk, wedrujacy po niej, ale majacy ograniczone pole
widzenia _=-I1ie potrafi odróznic jej od plaszczyzny . ./"'1
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PowierzemuaTest sfera i torus, nie jest nia natomiast figura na rysunku wyzej.
Mimo tego ograniczenia, powierzchni jest nieskonczenie wiele (scislej: przeliczalnie wiele, tj.
tyle, ile liczb naturalnych) i stanowia one wdzieczny przedmiot analiz i badan. Na powierzchniach
wystepuja ciekawe zjawiska, których nie ma wsród krzywych, np. nieorientowalnosc. Jesli nasz
zuk ma dwa zegarki i jeden z nich zostawia w domu, a z drugim chodzi na spacery, to moze
sie zdarzyc, iz po powrocie zjeza mu sie z wrazenia czulki: zegarki chodza w rózne strony!
Najprostszy przyklad takiej powierzchni stanowi plaszczyzna rzutowa, która powstaje z,krazka
kolowego przez sklejenie kazdej pary przeciwleglych punktów na jego obwodzie. Sklejenie to
nie daje sie do konca wykonac w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej, jesli jednak
ograniczymy sie do paska ABB'A', to otrzymamy wstege Mobiusa (która jest przykladem
powierzchni z b~zegiem, czego tu nie definiujemy), na której zjawisko nieorientowalnosci mozna

latwo zademonstrowac posuwajac sie wzdluz linii srodkowej CC' (por. artykul I. Grzegorczyk
w nastepnym numerze).

/ -
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Sfera, torus i plaszczyzna rzutowa sa powierzchniami najbardziej, w pewnym sensie,

podstawowymi, mozna z nich bowiem otrzymac kazda inna z pomoca prostej operacji: wycinajac
w powierzchniach M i N okragle otwory i sklejajac razem ich brzegi otrzymujemy powierzchnie
M # N zwana suma spójna powierzchni M i N. Rysunek obok pokazuje sume spójna dwóch
torusów, a twierdzenie klasyfikacyjne mówi, ze kazda powierzchnia jest topologicznie identyczna
badz ze sfera, badz z suma spójna torusów, badz z suma spójna plaszczyzn rzutowych.
Twierdzenie nie jest banalne: z która z wyliczonych powierzchni jest identyczna suma spójna
torusa i plaszczyzny rzutowej? (por. artykul J. Oledzkiego w nastepnym numerze Delty).
I tak doszlismy do czasów zupelnie juz nam wspólczesnych, co sklania do zakonczenia tego

przegladu paru slowami komentarza o obecnych badaniach nad krzywymi i powierzchniami oraz
roli tych badan we wspólczesnej matematyce. Wypowiadam tu poglad bardzo osobisty, wydaje
sie jednak, ze w zakresie krzywych geometria syntetyczna, geometria analityczna i geometria
rózniczkowa nie maja juz wiele do dodania, a choc rozwija sie jeszcze topologiczna teoria
krzywych, to i ona ma prawdopodobnie najwieksze dni za soba. Zywe sa jednak badania nad
niektórymi szczególnymi rodzajami krzywych jak graf y i niektórymi szczególnymi rodzajami
zagadnien jak polozenie. Grafem nazywa sie skonczona sume luków zlepionych koncami i poza
nimi rozlacznych, a teoria grafów znalazla liczne i powazne zastosowania w wielu dziedzinach
dzialalnosci ludzkiej. Na terenie tej teorii zostalo w 1976 roku rozstrzygniete glosne zagadnienie
czterech barw (o malowaniu map na plaszczyznie), stanowiace zreszta zaledwie wierzcholek góry
lodowej wielu podobnych, waznych i trudnych problemów. Najlepsza ilustracje zagadnienia
polozenia stanowia wezly i pytanie: kiedy dwa wezly sa równowazne (jeden daje sie
przeprowadzic na drugi bez rozplatywania). Matematycznie wezel jest krzywa zwykla zamknieta,
tj. "gumowym" obrazem okregu w 3-wymiarowej przestrzeni euklidesowej, a dwa wezly sa
równowazne, gdy istnieje topologiczna transformacja przestrzeni na siebie, przy której jeden
z nich przechodzi na drugi. W tym sensie koniczynka i wezel ósemkowy (na rysunku obok) nie
sa równowazne. Podobnie jak teoria grafów, takze teoria wezlów jest dzis w pelni rozkwitu,
ale i ona wykracza poza ten artykul. Nieco inna jest sytuacja powierzchni, stanowia one bowiem
najnizsza, "zródlowa" warstwe rozmaitosci, tj. takich przestrzeni (zwartych, spójnych,
metryzowalnych), których kazdy punkt ma otoczenie takie same (topologicznie) jak dowolny

punkt przestrzeni euklidesowej ustalonego wymiaru n (zwanego wymia~em rozmaitosci). Jak
kiedys krzywe, tak dzis rozmaitosci znajduja sie w samym centrum matematyki i wszystko
wskazuje na to, ze dlugo tam pozostana.
Brzakanie czas konczyc. Trwalo dlugo, a przeciez dotknelismy tylkO niektórych strun pomijajac
wiele innych. Pominelismy rózne krzywe znane i wazne dla zastosowan jak loksodroma
i ortodroma, krzywe balistyczne, trajektorie cial niebieskich i ich osobliwosci (bez ich znajomosci
niemozliwa by byla eksploracja kosmosu), ciekawe krzywe w biologi;, krzywe trygonometryczne
i oparta na nich analize harmoniczna zajmujaca sie badaniem zjawisk periodycznych, XIX-wieczna
mode na krzywe i konstruowane podówczas rozmaite aparaty do ich rysowania (np. piekne
"krzywe Lissajous"), krzywe jako granice lamanych (z wyjatkiem krzywej Peano), krzywe jako
obwiednie, krzywe biegunowe, krzywe jednobiezne i wiele, wiele innych. Podobnie pominelismy
takze rózne ciekawe zjawiska na powierzchniach jak prostokres/nosc; jednostronnosc, zawezlenie

(podobnie jak obraz topologiczny okregu S1 moze byc zawezlony w R 3, tak obraz topologiczny
sfery S2 moze byc zawezlony w R4), punkty siodlowe i inne, a takze blizsze omówienie wielu
powierzchni szczególnych jak butelka Kleina, katenoida itp. Na to wszystko nie starczylo juz

czasu ni miejsca, bo matematyka to taki osobliwy skarbiec, ze im-wiecej sie zen czerpie, tym
wiecej skarbów sie odkrywa.

Plansze' do naszej gry widzimy na rysunku ponizej. Tworzy ja kwadrat 6 x 6
z dorysowanymi z kazdej strony trzema uchami.
Gracze wykonuja ruchy na przemian, stawiajac w poszczególnych kwadratach
53 &9 lub EH B:I . Gdy plansza jest juz zapelniona, powstaje rysunek,

który mozemy interpretowac jako krzywa przestrzenna. Pierwszy z graczy stara
sie w ciagu gry, by byla ona jak najbardziej "zawezlona", wysilki drugiego ida
w kierunku jej "rozplatywania", tak, by przy koncu gry krzywa miala jak
najmniej "skrzyzowan", a jak najwiecej niezawezlonych petli. Oto przyklad
w którym pierwszy z graczy dostal 4 punkty (za kazde ze skrzyzowan), a drugi
z graczy dostal l punkt za izolowana petle. Po kazdej partii powinna nastapic
zmiana ról graczy. Mozemy wprowadzic oczywiscie inne sposoby punktowania.
W te gre mozna grac nawet na szachownicy 2 x 2 (oczywiscie nie za dlugo). Czy
mozecie znalezc optymalne strategie dla graczy?
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Rys. 1. Tak mierzymy srednice jCli\,x.t

Sniardwy.

a

~ ..
l .g~ ~0.~Figury o stalej szerokosci

Dr Marek LASSAK

Srednica figury nazywamy kres górny odleglosci d(a, b) jej punktów. Srednice figury A .

oznaczymy symbolem diam A. Na ogól slów "kres górny odleglosci" nie wolno zamienic na
prostsze slowa "najwieksza odleglosc". Na przyklad kolo bez brzegu nie ma pary punktów
maksymalnie odleglych. Wiadomo jednak, ze powyzsza zamiana jest poprawna w przypadku
figur domknietych i ograniczonych (zob. np. rys. 2). Takimi wlasnie, jak sie okaze, beda
figury rozwazane w tym artykule. ,.-
Definicja. Ograniczona figure nazywamy kompletna, jezeli dolozenie do niej jakiegokolwiek
nowego punktu powoduje zwiekszenie srednicy. Czyli.

A jest kompletna =/\ diam(Au{a}) > diamA.
af,A

Mówiac jeszcze inaczej: ograniczona figura A jest kompletna, jezeli jest ona maksymalnym
zbiorem ó srednicy diam A.

b

Rys. 6. Tworzenie kompletnej figury

posredniej w zadaniu 2.
Rys. 5. Ilustracja dowodu kompletnosci bryly

obrotowej z rys. 4.

Zbudujemy plaska figure bedaca uogólnieniem zarówno trójkata Reuleaux jak i kola. Wezmy
trójkat o wierzcholkach a, b, c (rys. 8). Niech a lezy naprzeciwko naj dluzszego boku, c zas
naprzeciwko najkrótszego. Niech Al oznacza -9:: cab, A2 zas kat wierzcholkowy do Al' Podobnie
okreslamy katy Bl' B2 i Clo C2• W kacie Al kreslimy luk o srodku a i promieniu r ~ dCa, c).

Teraz w kacie B2 kreslimy luk o srodku b zaczynajacy sie tam, gdzie konczyl sie poprzedni luk.
Analogicznie, po kolei kreslimy luki w katach Clo A2' Bl i C2 (zob. rys. 8).
Zadanie·S. Wykazac, ze skonstruowana powyzej krzywa jest zamknieta i ze figura ograniczona

ta krzywa jest kompletna.

Zadanie 1. Analogicznie do konstrukcji trójkata Reuleaux zbudowac "wielokat Reuleaux".
Wykazac, ze tylko dla nieparzystej liczby kól jest on kompletny.
Zadanie 2. Z trójkata Reuleaux T i kola K o wspólnych srodkach budujemy figure posrednia
(zob. rys. 6) zlozona z punktów bedacych srodkami odcinków, których jeden koniec lezy w T
a drugi w K. Wykazac kompletnosc tej figury.
Zadanie 3. Analogicznie do konstrukcji trójkata Reuleaux budujemy w przestrzeni
"czworoscian Reuleaux" (rys. 7) jako wspólna czesc czterech kul o promieniach dlugosci A

i srodkach bedacych wierzcholkami czworoscianu foremnego o srednicy .lo. Uzasadnic, ze
otrzymana bryla nie jest kompletna.
Zadanie 4. Podac przyklad nieobrotowej przestrzennej figury kompletnej.
Wskazówka: ulepszyc konstrukcje czworoscianu Reuleaux.

Jezeli trqikat Reuleaux T obrócimy wokól jednej z osi symetrii l, to otrzymana bryla obrotowa
F (zob. rys. 4) jest tez kompletna. Aby to sprawdzic, wezmy dowolny punkt a i F. Przetnijmy F
plaszczyzna zawierajaca a i os symetrii l (zob. rys. 5). W przekroju otrzymujemy trójkat
Reuleaux T! Poniewaz a $ T', wiec a musi byc odlegly od jednego z jego wierzcholków (który
jest oczywiscie punktem bryly F) wiecej niz diam T' = diam F. Z dowolnosci punktu a wynika,
ze bryla obrotowa F jest kompletna. Ogólniej, jezeli plaska figure kompletna majaca os symetrii
obrócimy dookola tej osi, to otrzymamy przestrzenna figure kompletna·

Najprostszym przykladem figury kompletnej na plaszczyznie jest kolo, natomiast w przestrzeni
kula. Inna plaska figura kompletna jest tzw. trójkat Reuleaux (zob. rys. 3). Jest on czescia
wspólna trzech kól o równych promieniach dlugosci A i srodkach bedacych wierzcholkami
równobocznego trójkata o srednicy .lo. Z rysunku natychmiast odczytujemy, ze srednica trójkata
Reuleaux wynosi takze .lo. Kazdy punkt lezacy poza trójkatem Reuleaux T jest wiec odlegly od
jednego z jego "wierzcholków" wiecej niz A = diam T. Swiadczy to o kompletnosci figury T.

Rys. 8. Konstru kcja figury kompletnej

bedacej uogólnieniem zarówno kola,jak
i trójkata Reuleaux.

diamT=A

Rys. 4. Bryla kompletna.

Rys. 7. Czworoscian Reuleaux nie jest bryl4
kompletna.

Rys. 3. Trójkat Reulcall'

Rys. 2. S - s7..cscian o kr~lwedzi dlugosci 1 ~

lnt S - wnetrze S. Wtedy diam S = d(a', bl

= V3, diam Int S = V3.



Rys. 9. Przemieszczanie odcinka
srednicowego w trójkacie ReuJeaux

Rys. 10. Szerokosc figury w danym kierunku.

Ry~. I J. TOC.lCOlC figury kompletnej w pa ....il.:

Rys. 12. Kolo wpisane w trójkat Reuleaux
j opisane na nim.

nO:~ .,

DD
Rys. 13. Wiertlem, którego przekrój jest
trójkatem Reu1eaux, mozna wiercic otwory
o ksztalcie bardzo zblizonym do kwadratu
(tylko na brzegach sa niewielkie
zaokraglenia). Odpowiednie urzadzenie
zbudowal i opatentowal w 1917 r. (numery
patentów 1241175-7)amerykanski inzynier
Harry J. Watts.

Niektóre zadania mozna przeniesc do
n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej,
a definicje zbioru kompletnego i pierwsze
twierdzenie nawet do przestrzeni metrycznych.

Franz Reuleaux (1829-1905)
matematyk i inzynier, profesor Politechniki
w Zurychu, a potem Wyzszej Szkoly
Technicznej W Berlinie.

Twierdzenie. Figura A jest kompletna wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona czescia wspólna wszystkich
kul, których srodki leza w A, promienie zas maja dlugosc diam A.
Dowód. Oczywiscie kazda kula o promieniu dlugosci diam A i srodku w figurze A zawiera
A, a wiec A miesci sie w czesci wspólnej wszystkich kul, których srodki leza w A, a promienie
maja dlugosc diam A. Pokazemy, ze kompletnosc figury pozwala slowa "miesci sie" zamienic
na "równa sie". W tym celu wystarczy pokazac, ze dla dowolnego punktu a rt A znajdzie sie
taka kula K. o srodku lezacym w A i promieniu równym diam A, ze a rt K•. Znajdzmy wiec te
kule K•. Z kompletnosci figury A wynika, ze diam (Au {a}) > diam A. Oznacza to, ze istnieje
punkt b E A, dla którego dCa, b) > diam A. A zatem kula o srodku b E A i promieniu dlugosci
diam A nie zawiera punktu a, mozemy wiec przyjac ja jako szukana kule K•.

Reasumujac: figura kompletna A jest czescia wspólna wszystkich kul osrodkach lezacych w A
i promieniach dlugosci diam A. Zalózmy, ze figura A jest identyczna z czescia wspólna
wszystkich kul o srodkach lezacych w A i promieniach dlugosci diam A. Wezmy dowolny
punkt c rt A. Istnieje taka kula K o srodku p E A i promieniu dlugosci diam A, ze c rt K => A.

Stad d(c,p) > diam A. Widac zatem, ze dolozenie do figury A dodatkowego punktu powoduje
zwiekszenie sie srednicy. Swiadczy to o kompletnosci figury A.
Zadanie 6. Wykazac, ze kazcIa figura kompletna jest wypukla i domknieta.
Proste rachunki wykazuja, ze obwód trójkata Reuleaux o srednicy A wynosi nA, a jego pole

n-Y3 'z C ..... d' . f k--- • A. o wiecej ma miejsce nastepujacy z UmleWajacy a t.
2

Twierdzenie. Wszystkie kompletne figury plaskie o srednicy A maja obwód dlugosci nA.. .Wsród

nich najwieksze pole ma kolo, a najmniejsze trójkat Reuleaux.
Dowód tego twierdzenia jest trudny. Nie jest ponadto prawdziwy jego przestrzenny

• odpowiednik. Na przyklad pole powierzchni kompletnej bryly obrotowej F (zob. rys. 4) o

srednicy A wynosi n( 2- ;). A2 ::::: n' 0,93' A2 (co latwo obliczyc wzorem calkowym na pole
powierzchni obrotowej), zas pole powierzchni kuli o srednicy A równa sie nAz.

Zadanie 7. Wykazac, ze w odleglosci diam A oft dowolnego punktu brzegowego figury

kompletnej A lezy co najmniej jeden jej punkt brzegowy. Powyzsze zadanie ulatwia rozwiazanie
trzech nastepnych.
Zadanie 8. Jedyna figura kompletna majaca srodek symetrii jest na plaszczyznie kolo, a w
przestrzeni kula. Dlaczego?
Zadanie 9. Udowodnic, ze przez kazdy punkt figury kompletnej A przechodzi co najmniej
jeden odcinek o dlugosci diam A zawarty w A.
Zadanie 10. Wykazac, ze odcinek o dlugosci diam A lezacy w plaskiej figurze kompletnej A

mozna tak przemieszczac w tej figurze, aby jego konce zatpienily sie miejscami (na rys. 9
pokazano to dla trójkata Reuleaux).
Szerokoscia figury A w kierunku (k) nazywamy szerokosc najmniejszego pasa zawierajacego
figure A i ograniczonego prostymi (a w przestrzeni trójwymiarowej plaszczyznami)
prostopadlymi do (k) (rys. 10).
Zadanie 11. Kazda figura kompletna o srednicy ,l. ma we wszystkich kierunkach te sama
szerokosc A. Dlaczego?
Zadanie 12. Wykazac, ze jezeli domknieta wypukla figura ma stala szerokosc A w kazdym
kierunku, to jest ona kompletna i ma srednice A.

Dlatego figury kompletne nazywane sa czesto figurami o stalej szerokosci. Zadania 10 i 11
mówia, ze kazda figura kompletna moze byc "toczona" w pasie majac zawsze punkty wspólne
z prostymi lub plaszczyznami ograniczajacymi ten pas (zob. rys. 11) i ze zadne inne wypukle
domkniete figury wlasnosci tej nie maja.

Na zakonczenie trzy trudniejsze zadania.
Zadanie 13. Na kazdej kompletnej plaskiej figurze mozna opisac kolo i wpisac w nia kolo. Kola
te sa wspólsrodkowe, a suma ich promieni równa sie srednicy figury. Ekstremalne wartosci
stosunku tych promieni osiagane sa odpowiednio dla kola i trójkata Reuleaux.
Zadanie 14. Na kazdej przestrzennej figurze kompletnej o srednicy A mozna opisac kule, a takze
wpisac w nia kule. Kule te sa wspólsrodkowe, suma ich promieni wynosi A. Najwiekszy promien

kuli opisanej wynosi -V ~ A.

Zadanie 15. Kazda figure mozna dopelnic (czesto na wiele sposobów) do figury kompletnej nie
zwiekszajac przy tym srednicy.

7



6*

.A~

Ksztalty czasteczek chemic~nych

Doc. dr Michal SWIECKI
Atomy sa zupelnie puste. Prawie cala ich masa jest skupiona w jadrze zajmujacym zaledwie
10-13 objetosci atomu. Reszte ~ypelniaja niewazkie niemal elektrony, z których kazdy tworzy
swoista chmurke dokola jadra. A jednak atomy wykazuja niezwykla wprost sztywnosc. Ulotne
chmurki elektronowe wcale nielatwo poddaja sie sciskaniu. O tym wszystkim przekonano sie
juz 70 lat temu bombardujac czastkami IX (jadrami helu) cienka blaszke ze zlota. Blaszka
okazala sie calkowicie przepuszczalna. Niechby jednak ktos spróbowal zmniejszyc objetosc
kawalka zlota przy uzyciu najwiekszych nawet sil ...
Jezeli chmury elektronowe w atomach i czasteczkach chemicznych sa takle twarde, to musza
miec zupelnie okreslone ksztalty. Naturalnym wiec staje sie pytanie: jakie sa te ksztalty? Pytanie
to nie jest wcale blahe, gdyz owe chmury elektronowe decyduja, o wlasnosciach chemicznych

atomów i czasteczek. Zanim jednak zajmiemy sie zwiazkiem zachodzacym miedzy ksztaltami
atomów i ich wlasnosciami chemicznymi, musimy zwrócic uwage na pewna bardzo istotna ceche
chmur elektronowych. Jest nia taj<:zwany zakaz Pauliego, który glosi, ze w granicach jednej
chmury moga znajdowac sie najwyzej dwa elektrony. Tak wiec najwyzej dwie chmury
jednoelektronowe moga sie wzajemnie przenikac. I czesto sie przenikaja, bo na tym wlasnie
polega istota róznych wiazan chemicznych. Dodatnio naladowane jadra atomowe maja przeciez
tendencje do odpychania sie i dopiero znajdujace sie miedzy nimi ujemnie naladowane podwójne
chmury elektronowe stwarzaja dogodne warunki do powstania trwalego wiazania. Nie wnikajac
w dalsze szczególy opiszemy kilka najprostszych sytuacji.

Atom i czasteczka wodoru
Atom wodoru zawiera jeden elektron, który tworzy kulista chmure o promieniu 5,29' 10-11 m.
Chmura ta moze zawierac jeszcze jeden elektron i dlatego dwa atomy wodoru latwo tworza
czasteczke o ksztalcie mniej wiecej takim, jak na rysunku obok. Teraz juz nie ma miejsca na
nowe elektrony i typowy czasteczkowy gaz wodorowy okazuje sie znacznie mniej aktywny niz
gaz atomowy.

Atom helu
Jest zupelnie podobny do atomu wodoru, tyle, ze w kulistej chmurze znajduja sie dwa elektrony.

Dlatego wlasnie hel prawie wcale nie wchodzi w reakcje chemiczne. Podobna wlasnosc maja
tez inne gazy szlachetne.

Atom azotu i czasteczka amoniaku
Kolejne atomy ukladu okresowego pierwiastków zawieraja coraz wiecej elektronów. Nowe
elektrony tworza chmury znajdujace sie coraz dalej od srodka atomu. Na przyklad atom azotu

zawiera siedem elektronów. Dwa z nich tworza chlll1Urekulista, tak~ sama jak chmura w atomie
helu. Dwa nastepne chmure w ksztalcil( powloki sferycznej o promieniu cztery razy wiekszym,

zas trzy ostatnie - trzy pojedyncze chmurki o ksztalcie prostopadlych rozetek. Chmurki te
dosyc latwo (choc trudniej niz dla atomu wodoru, bo zajmuja mniej miejsca) przylaczaja inne
pojedyncze chmury elektronowe. Polaczenia te tworza oczywiscie katy proste. Tak wlasnie
powstaje czasteczka amoniaku skladajaca sie z jednego atomu azotu i trzech atomów wodoru.
Calosc tworzy czworoscian o podstawie równobocznej i niemal prostych katach miedzy
kierunkami od atomu azotu do atomów wodoru. Podobny do azotu ksztalt maja tez znacznie
wieksze czasteczki fosforu, arsenu, antymonu i bizmutu. Tworza wiec w polaczeniu z wodorem
podobne, choc wieksze czworosciany.

Atom tlenu i czasteczka wody
Atom' tlenu ma o jeden wiecej elektron niz atom azotu. Chmura tego elektronu wypelnia jedna
z pojedynczych rozetkowych chmur azotowych. Pozostaja dwie niekompletne chmury

umieszczone, prostopadle do siebie. Z tego powodu w czasteczce wody, zawierajacej jeden atom
tlenu i dwa wodoru, odpowiednie kierunki tworza kat bliski prostemu. Patrzac na uklad
okresowy pierwiastków domyslamy sie, ze podobne sa polaczenia wodoru z siarka (siarkowodór),
selenem, telurem i polonem.

Wegiel i czasteczka benzenu
Wydawaloby sie, ze wlasnosci chemiczne wszystkich pier~iastków mozna bardzo prosto
zrozumiec. Wszystkie elektrony z wyjatkiem kilku tworza kompletna, mniej wiecej kulista
chmure. Kilka zas ostatnich (ich liczba decyduje o numerze kolumny ukladu) tworzy najpierw
powloke sferyczna, a nastepnie coraz bardziej kompletny system rozetkowy. Choc generalnie
zasada ta pozostaje sluszna, to jednak odstepstwa od niej sa czeste i istotne. Najwazniejszym
bez watpienia tego przykladem jest atom wegla. Jego wyjatkowe wlasnosci graja decydujaca
role w chemii organicznej i biochemii. Atom wegla ma szesc elektronów. Dwa z nich tworza
znów kulisty uklad helowy, ale pozostala czwórka moze miec kilka róznych ksztaltów, co
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prowadzi do wielkiego bogactwa polaczen weglowych. Jedna z mozliwosci jest uklad, w którym
osie trzech pojedynczych chmur leza w jednej plaszczyznie pod katem 120°, czwarta zas chmura
tworzy rozetke prostopadla do tej plaszczyzny (patrz rysunek). Taka wlasnie konfiguracja jest
przyczyna powstawania cyklicznych wiazan weglowych. I tak na przyklad w benzenie (C6H6)

dwie z trzech chmur wspólplaszczyznowych lacza sie z odpowiednimi chmurami sasiednich
atomów wegla, trzecia' zas ll\czy sie z chmura wodorowa. Calosc tworzy regularny pierscien
szesciokatny z naroslami wodorowymi. Pozostaja rozetkowe chmury, prostopadle do plaszczyzny
pierscienia. Kazda z nich pokrywa sie czesciowo z odpowiednimi chmurami obu sasiednich
atomów wegla. Powstaja dwa pierscienie o przekroju rozetkowym, nad i pod plaszczyzna
weglowa. Pierscienie te zawieraja szesc elektronów, które moga przemieszczac sie cyklicznie.
Tak wiec wewnatrz czasteczki benzenu moze plynac prad elektryczny. Magnetyczne wlasnosci
tego pradu mozna zaobserwowac w doswiadczeniu.

Doszlismy w ten sposób do tak zlozonych ksztaltów, ze czas juz chyba konczyc. Dodajmy
jeszcze, ze teoria chmur elektronowych powstala na gruncie mechaniki kwantowej. Opisuje ona
ogr.omne bogactwo róznorodnych wlasnosci chemicznych cial. Zadziwiajace jest jednak, ze
wynikajace z niej ksztalty czasteczek zostaly odgadniete juz przeszlo sto lat temu przez .. 0 van
der Waalsa. W jaki sposól:>? Przeciez wtedy nawet elektron nie byl jeszcze znany. Otóz okazuje
sie, ze miedzy obojetnymi juz prawie chemicznie czasteczkami i atomami gaZów szlachetnych
dzialaja pewne niewielkie sily przyciagajace o bardzo krótkim zasiegu. Sily te zamieniaja sie
w gwaltowne odpychanie dopiero po zetknieciu sie czasteczek. To wlasnie wspomniana
poprzednio twardosc i nieprzenikliwosc skompletowanych juz chmur elektronowych. Krótki
zasieg sil miedzyczasteczkowych powoduje, ze maleja one gwaltownie juz w niewielkiej odleglosci

od powierzchni czasteczek. Stad prosty wniosek, ze najsilniej moga sie zwiazac takie czasteczki,
które maja ksztalty uzupelniajace sie wzajemnie, to znaczy takie, które do siebie pasuja. Takie
wlasnie zalozenie bylo podstawa rozumowania van der Waalsa. Dzisiaj zreszta równiez, dla
bardzo zlozonych (np. w biochemii) czasteczek jestesmy zmuszeni do wykonania podobnego
zabiegu. Nie mozemy bowiem przeprowadzic odpowiednich obliczen i dopiero na podstawie

znanych z doswiadczenia wlasnosci wiazan mie~yczasteczkowych wnioskujemy o ksztalcie
samych czasteczek.

Tak zwany "zimny ogien" wyrzuca wokól piekne, wcale zreszta nie zimne
iskierki, dostarczajac w ten sposób patrzacym milej rozrywki. Moze jednak dac
równiez okazje do wypróbowania umiejetnosci w zaprojektowaniu,
przeprowadzeniu i zinterpretowaniu eksperymentu. Pytanie

Z ~ A 1\....c . R~. 1\ OSC n" _ "-- ~ J J

jest nielatwe do rozstrzygniecia. I to wlasnie nielatwe pytanie stanowi temat
naszego konkursu.
Uczestnicy powinni do dnia 15.02.1981 r. nadeslac do redakcji opis
eksperymentu, który przeprowadzili, uzyskane na tej drodze dane, oraz szkic
rozumowania, które te dane zamienilo w odpowiedz na konkursowe pytanie.
Komisja konkursowa zlozona z

. l. doc. dr Michala Swieckiego
2. mgr Macieja Jedrzejczaka
3. mgr Andrzeja Branickiego
oceni wszystkie prace, najlepsze wyrózni wartosciowymi nagrodami i opublikuje
w Delcie.
Zapraszamy do wziecia udzialu.
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(1)

Zauwazmy, ze wyrazenie pod pierwiastkiem po prawej stronie wzoru (1) jest kwadratem
skalarnym wektora o skladowych rp~(u), rp~(u), rp~(u). Ustalmy krzywa opisana przez

od'fzorowanie róznowartosciowe rp i wybierzmy na krzywej punkt p = rp(xo). Dla dowolnego
punktu x> Xo przyjmijmy <rex) = dlugosc obrazu przedzialu [x, xo] poprzez rp
a dla x < Xo u(x) = -dlugosc obrazu [x, xo]

no i u(xo) = O. Tak okreslona funkcja u jest na J funkcja rosnaca i ciagla, a wobec tego ma
odwrotna, która oznaczymy przez z. Okreslamy nowe odwzorowanie w przyjmujac

w(x) = u(z(x». Mamy wiec

w( u(y» = rp(z(u(y») = rp(y) dla kazdego y EJ.

Z konstrukcji wynika, ze:

10 .odwzorowanie w jest okreslone na przedziale o dlugosci równej dlugosci obrazu J poprzez rp
i opisuje te sama krzywa co rp.
20 dlugosc luku tej krzywej zawartego pomiedzy punktami WeSt) a W(S2) wynosi 1St -s21.

Opisy krzywych w E3 majace wlasnosc 2° nazywaja sie naturalnymi. Z powyzszych konstrukcji
wynika, ze jezeli krzywa ma opis róznowartosciowy i skladowe tego opisu maja pochodne
ciagle, to maja równiez opisy naturalne.

§ 2. Dalej bedziemy sie zajmowac krzywa w E3 opisana poprzez odwzorowanie naturalne w

przedzialu L w przestrzen E3, o którym zalozymy ponadto, ze jego skladowe Wt , W2, W3 maja
ciagle pochodne stopnia pierwszego i drugiego. Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:
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Próba oblicunia dlugosci dowolnego luku
elipsy udala calej armii matematyków robote
na ponad sto lat; w rezultacie powstala
obsurna teoria tzw. funkcji eliptycznych.
Przy oblicuniu dlugosci luku elipsy
dochodzimy bowiem do calek postaci
hit - k'sin's ds, których przy O < k < l nie
mozna wyrazic pt2eZ skonczona liczbe funkcji
elementarnych.

Rysunek l. Dlugosc krzywej obliczamy jako
granice dlugosci lamanych wpisanych
w krzywa.

Co nalezy rozumiec przez krzywa w przestrzeni euklidesowej E3? Jak okreslic styczna do
krzywej? Jak scharakteryzowac zakrzywienie przy pomocy liczb? Tymi zagadnieniami zajmowano
sie juz od czasów Leibniza, a moze i wczesniej, zanim sprecyzowano pojecie krzywej. Okazalo
sie, ze odpowiedz na postawione wyi.ej pytania najlepiej formulowac w jezyku analizy
matematycznej, dokladnie zas: rachunku rózniczkowego. Dlatego tez dzial matematyki w którym

badamy krzywe, ich styczne, krzywizny, skrecenia, itp~ nazywamy geometria rózniczkowa.
§1. Ustalamy na osi liczbowej przedzial J i niech rpt,. rp2, rp3 beda funkcjami ciaglymi na J.
Trójke [rpl , rp2, rp3] oznaczymy przez rp. Ustalmy w przestrzeni E3 ortonormalny uklad
wspólrzednych i przyporzadkujmy kazdemu punktowi x E J punkt w E3, którego

D . d A d . SZYBlAK wspólrzednymi sa liczby rpt(x), rp2(X) i rp3(X), Tym sposobem okreslamy odwzorowanie ciagle
OC. r n rze} rp przedzialu J w przestrzen E3• Zapas tego odwzorowania, czyli zbiór punktów o wspólrzednych

[rpl(X), rp2(X), rp3(X)] nazywamy krzywa w E3. Samo odwzorowanie rp nazywamy opisem
parametrycznym tej krzywej. Zalozylismy, ze odwzorowanie rpjest ciagle. Jezeli jednak nie
zalozymy czegos wiecej, to wyzej postawiona definicja krzywej moze sie okazac zbyt obszerna.
Mozna podac przyklad krzywej wypelniajacej obszar dwuwymiarowy, lub nawet
trójwymiarowy. Dlatego dalej bedziemy rozwazac wylacznie takie opisy krzywych, których
skladowe nie tylko sa ciagle, ale maja równiez ciagle pochodne pierwszego i drugiego rzedu.
Zagadnienie obliczania dlugosci krzywych podjal juz Archimedes podajac metode obliczania
dlugosci okregu. Uzywane dzisiaj okreslenie dlugosci krzywej niczym sie w zasadzie nie rózni
od podanego wówczas przez mistrza z Syrakuz. Ustalmy w E3 krzywa opisana przez

odwzorowanie rp okreslone na przedziale J. Jezeli podzielimy J na N rozlaczny_c_h _
podprzedzialów, J= (lX,lXt) u [lXt,lX2)U[lX2,lX3)U ... U[lXN-1>.B), to odcinki rp(lX)rp(lXt),

rp(lXt)rp(lX2)' ... , rp(lXN-I)rp(f3) utworza lamana w E3. Kres górny zbioru dlugosci takich lamanych
bedziemy uwazac za dlugosc krzywej opisanej przez rp. Jezeli dla kazdego przedzialu
domknietego i ograniczonego J' c J krzywa opisana przez odwzorowanie rp zaciesnione do J'
ma skonczona dlugosc, to mówimy, ze krzywa jest prostowalna. W toku nauki w szkole czy
tez na uczelni technicznej Czytelnik nie spotka sie z krzywymi nieprostowalnymi.

W szczególnosci prostowalnymi sa proste, luki okregów, linia srubowa, luki elips. Na dlugosc l
krzywej bedacej obrazem przedzialu (a, b) poprzez rp mamy znany wzór

b

1= ) v'(rp~(u»2+(rp~(u»2+(rp~(u»2du.
a

o krzywiznie,
skreceniu

i trójnogu Freneta
krzywej (I)

3

e(x, h) = I: (l/(x, h)e/
i=l

(3) 3

'lex, h) = I: T/(X, h)e/
i=l

lal bedzie oznacza~ dlugosc wektora;, (a, b) - iloczyn skalarny wektorów a i b, a aV b - ich
iloczyn wektorowy.

(2)
T/(X, h) = w,(x)+ w;(x)h+ ~ w;'(x)h2,

2

(21(x,h) = w/(X+h)-T/(x,h). i= 1,2,3

Oznaczymy przez w(x) wektor wodzacy punktu w(x) wzgledem pewnego ukladu wspólrzednych
(el, e2, e3), a dalej niechNajczesciej slosuje sie oznacunie ex x P. Jest

to wektor prostopadly do ex i P, o dlugosci
równej polu równolegloboku o bokach exIJ

i takim, ze lrójka ex, P, ex x P jest dodatnio
zorientowana (równoskretna z (1, O, O),
(O, l, O), (O, O, l». Gdy ex i P uleza od
parametru t w sposób r6zniczkowalny, to
exxP tez i (ex x P)' = ex' xP+ex xfJ'. Podobna
regule mozna latwo wyprowadzic i dla
kazdego iloczynu skalarnego: (ex. P)' =
= (ex', IJ)+(ex, P').



Ro:/wiaZ3nie zadania M 246. Z warunków

zadama wynika J ze i<}c7na liczba hokc)w

cZ3rnych trójk~llów bylahv o 10 wieksza od

liczby boków hiOjlych trójkqlÓW. Alt: oble te
lic.l,hy sa podLJclne przez 3 - sprzeczno~c.

1
Rozwazmy teraz granice liro -(w(x+h)-w(x)).

h-+O h

Wektor w(x+h)-w(x) mozemy sobie wyobrazic jako skierowana cieciwe luku naszej krzywej,
majaca poczatek w punkcie w(x) a koniec w punkcie w(x+h)o Przy naszych zalozeniach
odnosnie opisu w liczba h jest dlugoscia luku krzywej zawartego pomiedzy tymi punktami, zas
Iw(x+h)- w(x) I jest dlugoscia cieciwy. Iloraz tych dwóch wielkosci zmierza do jednosci przy h

zmierzajacym do zera. A wiec wektor w'(x) II}a dlugosc 1 i okrysla kierunek krzywej. )\lektor
ten oznaczymy symbolem T(x). Jest to jednostkowy wektor styczny do naszej krzywej, a jego.
zwrot jest jednoznacznie wyznaczony przez opis w. Wykazemy, ze wektor

1
w"(x) = lim- (w'(x+h)-w'(x»

h ...• O II

jest do niego prostopadly. Rózniczkujac tozsamosc

Iloczyn skalarny wektorów w'(x) i w"(x) jest równy zeru, a wiec wektory te sa albo prostopadle,
albo drugi z nich jest wektorem zerowym (bo pierwszy nie jest).

Azeby otrzymac na naszej krzywej funkcje charakteryzujaca jej krzywizne bedziemy sie starali
dobrac w danym jej punkcie najscislej dopasowany do niej okrag. Za miare krzywizny naszej
krzywej uwazamy odwrotnosc jego profuienia. Wybierzmy wiec na naszej krzywej trzy punkty
w(x- h), w(x) i w(x+ h). Jezeli nie leza one na jednej prostej, to przechodzi przez nie dokladnie
jeden okrag. Promien rh(x) tego okregu obliczymy ze wzoru

iloczyn boków trójkata o wierzcholkach w(x-h), w(x) , w(x+h)
rh(x) = 'o

4 pola tego troJkata

Zastepujac w tym wzorze pole trójkata przez polowe dlugosci iloczynu wektorowego boków
w(x-h)w(7) i w(x)w(x+ii5 otrzymamy

•

otrzymamy

3

Iw"(xW = 1 = 2: (w;(x)y
i=l

3

0=2 L w;(x)w;'(x) = 2(w'(x),W"(x».
. i=l

(4)
a(x, h)b(x, h)c(x, h)

rh(x) = -------
2Ia(x, h) vb(x, h) I

gdzie a(x, h) = w(x)-w(x-h), b(x, h) = w(x+h)-w(x), c(x, h) = w(x+h)-w(x-h)
i a(x, h) = la(x, h)l, b(x, h) = Ib(x, h)I, c(x, h) = Ic(x, h)l. Przy ustalonym x i zmierzajacym
do zera h wielkosc rh(x) zmierza do okreslonej granicy albo do nieskonczonosci. Wykazemy
to, jednoczesnie obliczajac granice. Mamy (zob. oznaczenia (2) i (3»

Korzystajac z faktu, ze w"(x) jest wektorem prostopadlym do wektora jednostkowego w'(x),
otrzymamy

lim l~a(X,h)V b(X,h)! = Iw"(x)Ih ...•O h3

1
lim -a(x,h)b(x,h)c(x,h) = Iw'(x) I = 1.
h ...•O h3

(8)

(7)

(6)

Wychodzac ze wzoru (4) i wykorzystujac (5), (6), (7) wyliczymy ostatecznie, ze

1
lim -- = Iw"(x)l.
h ...• O r.(x)

1
lim - a(x, h)v b(x, h) = 2w'(x)v w"(x).
h ...•O h3

Podobnie mozemy wykazac, ze

(5)

a stad obliczamy

a(x, h)v b(x, h) = 2w(x)v w"(x)h3 + w'(x)v e(x, h)h- w'(x)v e(x, -h)h

Z k 'l . f k" k o ok' l' e(x, h) O do res ema un CJlwe torowej e wym a, ze lm --- = , a sta
h-+O h2

1
a(x, h) = w/(x)h- - w"(x)h2+e(x, h)2

1
b(x, h) = w'(x)h+-w"(x)h2+e(x, h)2

c(x, h) = 2w/(x)h+e(x, h)+e(x, -h)

/ ,I ,
/- •..•---. ..•. \

l l \ 'I \ ~ \'\ \ \
I I I I I ' I I I II l f I f 1"/ I I
I I, ( ( -' I I
I \ ' .•. /../ /, \ '--0 I
I \. /' .•. ",/

Ol\1':i11af'ic 7ad:lnia F8S.

Jstotn~ Ul dla pTJ'\. spics:tCnia jest ocJ..;.tcr (,7:a~u

od chwili Wl'lc/l'ni:t pnl:t m •.tgnetyc/ncgo.
~Vtym okrc'rc pola elekt) czne

Jn:lgf'1et'·Cl'ne sa polami sldt~cznymi \ll01

z jaka odt.ll"ialui(.~na radunek takie pole

magnctycJ'llc. me w~..konulc pracy pole
elektr('lstaiw •.Jne Jest l.<"1chowawc.rc Praca

jego sil na drod.rc .IamkmetcI ,vy"p.si 7.C'ro

Efektowi PrL\'Spit~"lcni'l ~:;,a••tki" ,lbn:hic
kondc I1satora l< \\-'arzys:/\."C rnll<;.i h.J.nH)w'lni



Mamy juz wiec wzór na promien granicznego okregu. Znajdziemy jego srodek oraz
plaszczyzne, w której on lezy. W tym celu rozpinamy na wektorach a(x, h) i b(x, h) plaszczyzne
i bedziemy szukac jej polozenia granicznego przy h zmierzajacym do zera. Plaszczyzna ta jest
wyznaczona jednoznacznie wtedy i tylko wtedy, kiedy punkty w(x-h), w(x) i w(x+h) nie leza
na jednej prostej. Pominmy wiec ten przypadek, kiedy nasza krzywa jest prosta w otoczeniu
punktu w(x). Wektor h-3a(x, h)v b(x, h) jest wiec wektorem prostopadlym do plaszczyzny
wyznaczonej przez punkty w(x-h), w(x) i w(x+h). Obliczylismy juz, ze jego granica przy h

1
zmierzajacym do zera jest równa wektorowi - w(x) v w"(x). A wiec równanie plaszczyzny

2
granicznej ma postac

(9) (ww, ~w'(x)v w"(x) > = o.

Rys. 2. Linia srubowa

--

X o:znacza tu zmienny punkt plaszczyzny. Plaszczyzne (9) nazwiemy plaszczyzna scisle styczna
naszej krzywej w punkcie w(x).
Przyklad. Na rysunku 2 widzimy linie srubowa. Ma ona przedstawienie parametryczne

wet) = (WI(t), w,(t), W3(t»,

gdzie WI(t) = cost, W2(t) = sint, W3(t) = t. Aby znalezc np. równanie plaszczyzny scisle
stycznej, musimy to przedstawienie zmienic tak, by bylo "naturalne". Z wzoru (1) obliczamy
latwo, ze dlugosc luku linii srubowej miedzy punktami w(td a wet,) wynosi }IiitI - t,l.
Przyjmiemy zatem s = t Vi i wtedy

(SS s)
w(s) = cos --, sin --, --

}Ii Vi Vi

(1 s 1 SI)w'(s) = - }Ii sin Vi ' Vi cos }Ii' }Ii

( 1 s l s )w"(s)= -TcOS vz' -Tsin }lZ'O

(1 s l s l)w'(s)v w"(s) = + 2 Vi sin Y2' - 2 }Ii cos Y2' VZ

Gdy s = O, to w'v w" = (O, - ~, ~) . Plaszczyzna scisle styczna ma równanie2V2 V2
-X2+2x3 = O.

ClL"laZ4nie zadania M244. ,.\-1 iejscf'

gcometryc:znepunktÓw plaszczyzny. ~ ltonc·,

dany odcinek .AS widac pod ustaionym

katem, sklada si~ z dwóch luków Ol<fegow

o promieniu, =: ABJ2'iJna (rysunek'l.
zukane miejsce geometryczne skla •..! S'e

zatem z punktów przecle<O..I IVC'l "ósemek"

dla AR i .4'8'.2'.••pomoca cyrkla i IiniJ"i

mozell',y "yznaczvc dowolna Lcl~ t ••kich

punktów. Rozwiazanie:: analityczne 1n"~..:-:ck)
-sprowadza c;ie do wyliczenia punktów

pn:ccieda OKregów

I ')2 lx .~ +':". ~a)' = a2~
2 ~- "4

z okregam;

( 3 2 l(x+a)1+v 2,) . a'+ .4

Otrzy,",ujemy stad uklad równan

3x ',2" j'! •.~ay - \)

y'-1y+2+x2'2ax O

\\,-ylJCza",y. ze a-'!'ona

01 ,ew.li Q _~t dowolnym p:ua-"ctre
leczvwlstym, wystan:'_'V rorpatrywac tvlk..>

dw. przypadli.

I, naki zgodne (oba plusy), wtedy 1'0

OO.t:ClU r(,wrlln ~trom:,~.J i prostycl
uckszlilkeniach dostajemy lC- ,u = O lub

2 t y2 3(" •. /l t 2= O,lj, dwusieczna kata

",jedzy tymi ode in l" ~, iokrag

'"'rzec.>rdZ41 y pr-t'-C'z ic~ konce Punkt
kótszyeh luków AS i 4'8' ~e spelnia,,,
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Patri' W niebo

•

W grudniu wracaja na wieczorne niebo zimowe gwiazdozbiory: Byk, Orion i Woznica. Chyba
kazdy z Czytelników naszego kacika juz je poznaje. Najpiekniejszy jest Orion, jednak nie mniej
ciekawy jest Byk. Rok temu mówilismy o dwóch gromadach otwartych widocznych golym okiem
w Byku: Plejadach i Hiadach. Dzisiaj zajmiemy sie obiektem niewidocznym bez uzycia duzych
teleskopów, który jednak od ponad 900 lat byl wyzwaniem dla astronomów. (Teleskop
wynaleziono okolo 370 lat temu). MI, bo o niej mowa, jest mglawica gazowa o nieregularnym
ksztalcie i wielu odnogach, przypomina niektórym kraba. Tak zostala ochrzczona. Mglawica
Kraba jest pozostaloscia po ogromnym wybuchu, który wstrzasnal starzejaca sie gwiazda
istniejaca w miejscu, gdzie teraz znajduje sie jadro mglawicy - szybko obracajaca sie (30
obrotów na sekunde), malutka (ok. 15 km srednicy) gwiazda neutronowa blyskajaca
w przestrzen podobnie jak latarnia morska. Wybuch nastapil 4 lipca 1054 roku. Chinczycy,
którzy "w owych czasach naj uwazniej obserwowali niebo, zapisali (a wlasciwie narysowali) dosc
dokladnie polozenie superjasnej nowej gwiazdy. Dzieki nim moglismy zidentyfikowac obiekt,
który rozjasnial niebo w 1054 roku ze slabiutka plamka widoczna dzisiaj przez lunety. Byl to
wybuch supernowej, jej jasnosc byla porównywalna z jasnoscia Ksiezyca. Dzisiaj jest slabsza
miliony razy, przy czym duza czesc swej energii oddaje na pobudzenie do swiecenia mglawicy,

która od 916 lat oddala sie od jadra z predkoscia 500 ~/s. Widzac jak malutka plamka jest

Mglawica Kraba, mozemy sobie posrednio zdac -sprawe z tego, jak wielka odleglosc dzieli
Ziemie od MI - ile to jest 7 tysiecy lat swietlnych (a wiec supernowa wybuchla w poczatkach
historii Egiptu). Wybuch supernowej, którego mozliwe mechanizmy opiszemy w jednym
z najblizszych numerów, nie jest czyms unikalnym we Wszechswiecie. Pisalismy dwa miesiace
temu o supernowej z 1572 r. Jest to jednak zjawisko dosc rzadkie; wydaje sie, ze taki stan
przezywa kazda dostatecznie masywna gwiazda. W naszej Galaktyce taki wybuch notowano
srednio raz na 300 lat (patrz tabelka nizej). Dzisiaj, przy pomocy naziemnych badan optycznych
-i radiowych oraz satelitarnych badan rentgenowskich odbieramy promieniowanie emitowane
równiez przez pozostalosci innych supernowych w naszej Galaktyce, których wybuchy umknely
uwadze dawnych obserwatorów. Obserwujemy tez resztki wybuchów supernowych, które
nastapily zanim czlowiek nauczyl sie pisac, rysowac, chodzic na dwóch nogach ...
Najwieksze zaslugi w odkrywaniu i badaniu takich pozostalosci ma niewatpliwie amerykanski
satelita Einstein (któremu nadano to imie, kiedy okazalo sie, ze codziennie cos ciekawego
dzieki niemu odkrywano).
Obserwujac inne galaktyki równiez mozemy czasem zauwazyc wybuchy supernowych. Sa one
czasami jasniejsze od wszystkich poz;ostalych (dziesiatków miliardów) gwiazd w galaktyce.
Czestosc wybuchów jest podobna a czasem nawet wieksza. Moze wiec bedziemy w najblizszym
czasie swiadkami ogromnego wybuchu w sasiedztwie Slonca?

mgr,Tomasz CHLEBOWSKI
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mala delta

Jan WASZKIEWICZ

W poprzednim odcinku Malej Qelty zajmowalismy sie
lamanymi, które kresli sie na kratkowanym papierze
poruszajac sie wedlug nastepujacej reguly. Idziemy kilka
kroków (odcinków o dlugosci boku kratki) na wschód,
potem kilka kroków na poludnie, zachód i pólnoc.
Liczbe kroków w kazdym kierunku okreslaja z góry dane
liczby skonczonego ciagu liczbowego. Dla przykladu 
droge odpowiadajaca ciagowi (1,2,3,4, l) mamy
narysowana na rys. 1. Aha! - jeszcze jedna regula. Po
wyczerpaniu wszystkich wyrazów ciagu nie przerywamy
marszu, tylko skrecamy (stale w prawo) tak, jak kaza
znów poczatkowe wyrazy ciagu. Tak wiec dalsza nasza
droga wyglada tak jak na rysunku 2.
Postawilem kilka pytan dotyczacych takich lamanych,
zachecajac Czytelników do nadsylania wyników swoich
badan. Jedno z pytan brzmialo: Kiedy powrócimy do
punktu wyjscia? W narysowanym przypadku na pewno
tak jest (rys. 3). Dlaczego? Jesli rozpatrzymy droge
odpowiadajaca calemu ciagowi (1,2, 3,4, 1) to latwo
mozemy policzyc, dokad nas ona zaprowadzi. Otóz
poszlismy 1 krok na wschód, potem 3 kroki na zachód
i ponownie 1 na wschód. Lacznie przesunelismy sie na
wschód o ..- I krok, czyli 1 krok na zachód. W kierunku
pólnoc - poludnie przesuniemy sie o 2 kroki na pólnoc.
Lacznie przesuniemy sie wiec z punktu wyjscia tak
jakbysmy szli po naznaczonej strzalce .
Co bedzie dalej? To samo? Tak, tyle ze rozpoczynamy
tym razem od drogi na poludnie i zmienia sie nam
kierunki. Przejdziemy od punktu B do punktu C. Potem
znów zaczniemy od innego kierunku (na zachód), a za
czwartym razem - na pólnoc. Znajdziemy sie
w punkcie wyjscia.

Rozpatrzylismy jeden, szczególny ciag. Na ile sytuacja
- byla typowa?

Zobaczmy co bylo wazne w rozumowaniu. Przesuniecie
AB bedzie sie zawsze liczyc w podobny sposób. Polozenie
punktu C otrzymujemy obracajac AB w prawo
(i przesuwajac). Kierunek obrotu bral sie stad, ze kolejny
odcinek drogi zaczynalismy od marszu na poludnie
(zamiast na wschód). Gdyby przyszlo nam zaczac od
marszu na pólnoc - musielibysmy dokonac obrotu
w lewo. Nie jest to koniec analizy. Pozostaja jeszcze dla
Was pytania: co by bylo gdyby po przejsciu pierwszego
odcinka drogi nastepny odcinek przyszloby rozpoczac od
marszu na zachód? A ponownie na wschód? Po czym
poznac, z którym przypadkiem mamy do czynienia?
A oto jeszcze jeden problem: Kiedy nakreslona lamana
ma osie symetrii?
Jak i poprzednio, czekam na listy, przeslane do redakcji
Delty.
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Rys. 3. Rys. 4.

Rys. 1. Rys. 2.
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l~egulamin
konkursu

uczniowskich prac
z nlatematyki

l~

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny Polskiego Towarzystwa

Matematycznego i Redakcje miesiecznika "Delta", przy poparciu Ministerstwa Oswiaty
i Wychowania.

2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typów szkól.
3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, który w terminie do dnia 1 maja przesle pod
adresem Redakcji "Delty" jeden egzemplarz swojej pracy maturalnej lub innej pracy
matematycznej. Do pracy nalezy dolaczyc nastepujace informacje: adres prywatny autora,
nazwa i adres szkoly, imie i nazwisko nauczyciela -- opiekuna pracy.
S. Praca powinna zawierac samodzielny wklad ucznia i pelna informacje o zródlach,
z których korzystal jej autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczane do finalu konkursu

6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez Komisje Konkursu i kompetentnych
recenzentów. Te sposród prac, które spelniaja warunki konkursu, zostana przedstawione Jury
Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do finalu, który odbedzie sie w trakcie dorocznej
Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego.
7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana przeslane autorom prac oraz
nauczycielom - opiekunom prac przed koncem roku szkolnego.
8. Finalisci i nauczyciele opiekujacy sie ich pracami otrzymuja od Zarzadu Glównego PTM
zaproszenie do udzialu w Sesji na koszt Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu przez ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji,
referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji na temat, któremu
poswiecona byla praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod uwage, oprócz merytorycznej
wartosci pracy, równiez samodzielnosc i oryginalnosc ujecia tematu oraz przebieg referatu
i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny i brazowy, wyróznienia oraz nagrody pieniezne
fundowane przez Ministerstwo Oswiaty i Wychowania.

11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakcie Walnego Zgromadzenia Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda opublikowane w miesieczniku "Delta".
13. Komisje Konkur~u oraz Jury tego Konkursu powoluje Zarzad Glówny PTM na wniosek
Komitetu Redakcyjnego "Delty".

Zadania

B',A' I
II
I __

OL __ -A B

Redaguje mgr Krzysztof S. NO WINSKI

M 244. Odcinki AB i A'B' polozone sa jak na rysunku (OBJ..OB', OA = OA', OB = OB',
AB = AB'). Znalezc miejsce geometryczne punktów plaszczyzny, z których te odcinki widac
pod równymi katami.
Rozwiazanie na str. 12

M 245. Na kartce kratkowanego papieru narysowano wielokat, którego wierzcholki leza
w wezlach kratek. Wykazac, ze srodek ciezkosci tego wielokata mozna skonstruowac za pomoca

samej linijki. .
Rozwiazanie na str. 13

M 246. Czy dziesieciokat mozna pokryc takim parkietem z bialych i czarnych trójkatów, aby:
a) dwa trójkaty podzialu byly albo rozlaczne, albo stykaly sie wierzcholkiem, albo mialy
wspólny bok, przy czym w ostatnim przypadku byly róznych barw;

b) kazdy bok dziesieciokata byl bokiem pewnego czarnego trójkata?
Rozwiazanie na str. 11

Redaguje doc. dr Michal SWIECKI

F 85. Zaproponowano nastepujacy akcelerator. W komorze prózniowej znajduje sie naladowany
kondensator plaski z dwoma niewielkimi, usytuowanymi naprzeciwko siebie otworkami. Przez

jeden z nich wstrzelona zostaje naladowana czastka i równoczesnie zostaje wlaczone jednorodne
pole magnetyczne równolegle do plyt kondensatora, majace pokazany na rysunku zwrot. Pole
elektryczne w kondensatorze przyspiesza czastke tak, ze przy wylocie jej energia kinetyczna
jest wieksza niz przy wlocie. Pole magnetyczne zawraca ja z powrotem bez zmiany predkosci.
Powtarzajac takie cykle wielokrotnie mozna uzyskac odpowiednio duze predkosci. Ocenic
z punktu widzenia praw fizyki ~artosc projektu.

(T. Tratkiewicz)
Rozwiazanie na str. 11
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Badania statystyczne na materiale stalych
fizycznych, informacji z roczników statystycznych
itp. liczb wystepujacych" w przyrodzie" pokazaly,
ie dobrym przyblizeniem rozkladu zmiennej
losowej Hi-ta cyfra znaczaca" (O < i :s;;:9), jest

pUl _ 101-:111 i+ l

J<:I'<:II C jest ~rodkicm ckci\\) AD, l~h DE i rc
';1 dwiema innymi cieciwami przechodzacymi

pucz C, to CH = CI i CJ = CK (gdzie J, H,
K,l sa punktami przeciecia cieciw jak na rysunku).
Nazywa to sie twierdzeniem o motylu (chyba
widac, dlaczego). Co ciekawsze, podobna wlasnosc
przysluguje równiez elipsom. Dowód jest bardzo
prosty: kazda elipse mozna otrzymac jako rzut
okregu,3 wlasnosc "motyla" zachowuje sie przy
rzutowaniu (dlaczego?).
Ale okazuje sie, ie tylko elipsy sa takie: jesli
krzywa (nie calkiem dowolna, o czym niz.&j)ma
wlasnosc •• motyla", to jest elipsa. Dokladnie,
mamy nastepujace
Twierdzenie Jacobsona. Jezeli S jesl brzegiem
wypuk/ego, domknietego i ograniczonego obszaru

na plaszczyznIe o tej wlasnosci, ze ilekroc AB jesl

cieciwa, C jej srodkiem, a DE i FG - dwiema
innymi cieciwami pr:ecllodzacymi przez C, lo
CH= CI,

Jezeli oblicl'ym~ Yov)"Hkic ilocf~n\ liclb

dwucyfrowych a mlslepnie policzymy, ile razy
jaka cyfra tam wystepuje, otrzymamy taka
tabelke

cyfra I l I 2 I 3 [4 I 5 I 6 I 7 I 8 I 9

;:j~~~ZY 11954114811118119521767161814941372128

Co maja wspólnego ze soba te dwie informacje?

J

lO wledy Sjesl elipsa.

Dodajmy, ie krzywe S spelniajace zaloienia
powyzszego twierdzenia sa zwane owalami.
A wiec jezeli na owalu siedzi motyl, to ten owal
jest elipsq ...

M,',y1c na c1lp\ac"

Dosc latwo wykazac, ze okrag ma nastepujaca
wla.,nosc (patrz rvsunek)"

Skromne poczatki
6 kwietnia 1846 roku na posiedzeniu Towarzystwa
Królewskiego w Edynburgu zostala przedstawiona
praca 15-letniego chlopca, Jamesa Ciarka
Maxwella. Kilka miesiecy przedtem chlopiec ten
byl z ojcem na posiedzeniu Towarzystwa
i przysluchiwal sie z uwaga dyskusji
o zadziwiajacych umiejetnosciach starozytnych
Etrusków. Nie znajac wyzszej matematyki, lepili
oni naczynia o przekrojach w ksztalcie pieknych
owali Kartezjusza (rysunek). Dyskusja w
Towarzystwie byla wlasnie poswiecona domyslom,
jak to sie im udawalo.
Trudno domyslic sie, czy Etruskowie znali sposób
odkryty przez Maxwella (sklonni bylibysmy
raczej sadzic, ze robili to "na oko"). W kazdym
razie konstrukcja, która on podal jest tak prosta,
ze az dziwne, ze nie znano jej w XIX wieku.
Ahalogicznie do elipsy i hiperboli, na których
odpowiednio suma i wartosc bezwzgledna róznicy
odleglosci od dwóch danych ognisk jest stala,
Maxwell rozpatrywal krzywe o dwóch ogniskach,
zlozone z punktów, których odleglosci r•.i r. od
tych ognisk sa zwiazane zaleznoscia

mrl +nr2 = c = const.

Rysunki 2 i 3 pokazuja jak narysowac takie
krzywe. Moiemy takie zobaczyc, dlaczego owal
wlasnie tak sie nazywa (ovum = jajko).
Nietrudno wyprowadzic równanie takiej krqwej
o dwóch ogniskach

Po CO dokladniej')

yX'+y' = c+~y(x-d)'+Y'm.

(d - odleglosc miedzy ogniskami, c - stala). Sa
to zatem owale Kartezjusza.
Jezeli jedno z ognisk jest w nieskonczonosci
(konkretnie: w trakcie ruchu punktu po krzywej
odpowiedni odcinek nici przesuwa sie równolegle),
naszym, ,owalem" jest parabola.
Maxwell podal równiez sposób rysowania'
krzywych o trzech ogniskach (rysunek). Co dla
czterech ognisk?

Linia narysowana na papierze ma naprawde pewna
dodatnia szerokosc d.Wobec tego;,proste
prostopadle" przecinaja sie naprawde w
kwadracie o boku d, a proste nachylone pod katem

,,- w rombie o boku -o~. Mozemy siepocieszac
SlfiCC

tym, ze ostrzac dokladniej olówek zwiekszamy
dokl.adno~~ r)"unku.

Niestety nie .r.rlW".IC: . ,punkt ~tyc;rno~ci" .• okre~lI·
O promieniUJ z "prosta" jest odcinkiem kola

o cieciwie l = 2yr'-(r-d)' = 2Y2rd-d·.

"Wzgledna dokladnosc" 4 = ~ maleje2 2rd-d'

do zera, gdy d maleje do zera. A wiec im
dokladniej rysujemy tym gorsze (wzglednie)
rezultaty ...

x

"_. fi,a,~CI IUl
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Rys. 1. Owal Kartezjus.la jest miejscem
geometrycznym punktów plaszczyzny,
których odleglosci r, i r, od dwóch
ustalonych punktów (ognisk) F, i F, sa
zwiazane niejednorodnym równaniem
r, + mr, = Q. W ogólnym przypadku owal
Kartezjusza sklada sie z dwu oddzielnych
galezi, a w prostokatnym ukladzie
wspólrzednych ma równanie

lix' + y'+m {f<- d)2 +"r'

Pewnemu czlowiekowi zginela siekiera.

Podejrzewajac, ie ukradl ja syn sasiada,
poczal go obserwowac. Chód i kroki tamtego
byly takie, jakby ukradl siekiere, jego wyra?
twarzy byl taki, jakby ukradl siekiere,
sposób mówienia taki, jakby ukradl siekiere:
w jego ruchach, postawie i we wszystkim
co czynil, nie bylo niczego, co by nie

swiadczylo, ze wlasnie on ukradl siekiere.
Przypadkiem ów, któremu zapodzialo sie
bylo narzedzie, kopal rów i przy tej okazji
znalazl swa siekiere. Gdy ponownie zobaczyl
syna sasiada nastepnego dnia, zauwazyl, ze
w ruchach i postawie tamtego nie bylo nic,
co by wskazywalo, ie ukradl siekiere.
Lic JU-k'ou "Lle-tsy"; ok. 200 p.n.e.
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Kardioida

2. Na okregu wybieramy punkt A. Na dowolnej
prostej przez A odkladamy po obu stronach
jej drugiego przeciecia z okregiem srednice okregu
(na stycznej odkladamy srednice po obu stronach
A). Otrzymane punkty tworza kardioide. A
podany przepis kaze ja zaliczyc do konchoid.

Krzywa ta, o nazwie pochodzacej od serca, ma
te szczególna wlasnosc, ze mozna ja otrzymac
na dwa istotnie rózne sposoby:
l. Po okregu toczymy drugi taki sam okrag
z zaznaczonym na nim punktem. Tor tego
punktu to wlasnie kardioida. A podany przepis
(owo toczenie) kaze ja zaliczyc do cykloid.

Zastosowanie kardioidy w technice nasunie sie
Czytelnikowi, gdy rozwiaze nastepujace zadanie:
Umiescmy srodek okregu o w poczatku ukladu
wspólrzednych. ZnaleZc predkosc ruchu przeciec
kardioidy z osia x, jezeli okrag O wraz
z kardioida obraca sie ze stala predkoscia
katowa.

A moze z rozwiazania da sie wywnioskowac

jeszcze jeden sposób otrzymywania kardioidy?

Taka rybke mozna otrzymac w na.tepujacy
sposób. Przez kazdy punkt elipsy (praktycznie:
kilkanascie) prowadzimy prosta prostopadla
do odcinka laczacego ten punkt z ogniskiem.
Nasza rybka jest krzywa styczna (obwiednia) do
wszystkich tych prostych.

Elipsa w technice
Sztuka nie klamie 
Te sympatyczne
Kola li wozu

Sa eliptyczne!
Rysunek daje
Efekty sliczne 
Lecz sama jazda
Raczej komiczne!

3_
Rys. 4.y = (4±2±l)pyx'±mxya'-x' 3 ----

gdzie 0< k < l, p> ma'y'2ti Rys. S.y = -(YH Yl-x' -lt

Ornamenty algebraiczne

Krzywa r = a cos" dla pieciu róznych
wartosci a.

Rys. 2, Y = ± y44f=Xi ±
:!:Y(4±2± 1)2- (x± (7±7»'

Rys. l.y = ± j/49-x2 ± Y49- «x± (3 ± 2± 1»2

Rys. 3.y = 2+ f;xi±y(x+ l) (3-x)

(wedlug EI-Milick, Ef<Jments d'Algebre
Ornamentale, Paris 1936)
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