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Nieco historii matematyki w wykladzie algebry

Definicje pojec o których mowa w artykule

obok. Piascien;em nazywamy zbiór A wraz

z okreslonymi w nim pewnymi dzialaniami

e oraz O spelniajacymi nastepujace warunki

l) "dodawanie" EB jest przemienne, laczne
ima element neutralny. tj. taki e E A. ze

D ~ fi = D przy kazdym a E A. Ponadto
równanie a $ x = EJ o niewiadomej x E A

ma zawsze rozwiazanie - inaczej mówiac
kazdy element a zbioru A ma "przeciwny";

2) "mnozenie" jest laczne i przemienne;

3) "mnozenie" O jest rozdzielne wzgledem

"dodawania" El :
D O (b (j) e) = (a O b) El (a O e),

przy dowolnych D, b, e E A.
Podzbiór l c A nazywa sie idealem

pierscienia A, gdy jest zamkniety ze wzgledu

na "dodawanie" tj. (a E /, b E /) "" a El b E I
oraz gdy spelnia jeszcze warunek

(a E /, x E A) - a O x E I.
Najwazniejszymi przykladami pierscieni sa

pierscienie skladajace sie z liczb; A jest
pewnym podzbiorem liczb zespolonych,

zamknietym ze wzgledu na zwykle dodawanie

i zwykle mnozenie Iic7b. Dzialania EB i O

okreslamy wtedy wlasnie jako zwyczajne
dodawanie i mnO'Zenie. Zbiór liczb

naturalnych nie tworzy pierscienia. tworzy
go natomiast zbiór wszystkich liczb

calkowitych, a takze: zbiór Z [i] zlozony
z liczb ni + ni (gdzie m, n E Z), zbiór

wszystkich liczb rzeczywistych. zbiór

wszystkich liczb zespolonych. Ostatnie z

wymienionych pierscieni sa tez cia/amio Tak

nazywamy pierscienie K. w których

"mnozenie" O ma tez element neutralny
L przy czym L :F e oraz kazdy niezerowy

element a E A ma ••odwrotny": równanie

a O x = L ma rozwiazanie dla kazdego
a :;:. el. Jezeli w pierscieniu A

aCb = El =o> a = El lub b = El to A
nazywamy dziedzillq calkowi tojei.

••Jest niemozliwe rozlozyc szescian na dwa

szesciany, czwartq potege na dwie czwarU

potegi i ogólnie potege wyzsza niz druga na
dwie takie potegi; znalazlem naprawde

zad:;wiajqcy dowód tego, jednak margi~('s
jeJl za maly. by go pomiescic".
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ProJ dr Stanislaw BALCERZYK, dr Michal SZU REK

Motto: Historia est ma~istra vitae - Historia jest nauczycielka zycia

Piekne twierdzenia, które prezentujemy naszym sluchaczom na wykladach, sa jak
wspaniale brylanty iskrzace sie wewnetrznym blaskiem; nikt nie potrafi z ich
obecnego wygladu odgadnac, jak wiele nadziei i trudu towarzyszylo znalezieniu
niezbyt efektownego diamentu, który dopiero po zmudnej pracy szlifierza stal sie
prawdZiwym klejnotem.
Sluchacze naszych wykladów sa czesto nawet w gorszej sytuacji niz telewidzowie,
którzy mozoly podrózy znaja tylko z ekranu. Uczacy sie przewaznie nie maja
zadnego wyobrazenia o drodze rozwoiu nie tylko teorii matematycznych, ale
nawet o losach poszczególnych twi~rdzen. Wykladowcy i autorzy podreczników
równiez rzadko zwracaja uwage na dzieje teorii. Maksimum wiedzy to zwykle
znajomosc przebiegu procesu oslabiania zalozen w dazeniu do uzyskania .
koncowego, eleganckiego wyniku. Pieknym wyjatkiem od tej reguly sa ksiazki
Nicolasa Bourbaki, zawierajace informacje historyczne podane w sposób
uzyteczny dla studiów nad odpowiednia teoria.
W tym stanie rzeczy pragniemy podzielic sie z Czytelnikami pewnymi refleksjami
na temat celowosci kontaktu z przeszloscia matematyki. Oczywiscie byloby
nonsensem wzywanie do nauczania matematyki przez prezentowanie kolejnych
etapów jej rozwoju. Byloby to zaprzeczeniem postepu, zmarnowaniem czasu.
Jednak calkowite odciecie sie od przeszlosci takze nie jest dobre. Warto czasem
zwrócic sie wstecz, aby lepiej ocenic i zrozumiec terazniejszosc, nabrac szacunku
dla twórczosci i wspanialej intuicji naszych pradziadów, aby dostrzec, ze ich
dzialalnosc sluzyla konkretnym zagadnieniom, ze zbudowane przez nich teorie
byly mocno osadzone wsród potrzeb ówczesnej matematyki, .
Opowiemy o dziejach powstania podstawowych dzisiaj pojec algebry 
pierscienia przemiennego i idealu na gruncie algebraicznej teorii liczb, w pracach
Kummera, Kroneckera i Dedekinda, o ratowaniu zasadniczego twierdzenia
arytmetyki o jednoznacznosci rozkladu - oraz nieco o dalszych badaniach
z tym zwiazanych.
Na ogól w kursach algebry istnienie i jednoznacznosc rozkladu elementu
(takiego jaJ<.liczba calkowita lub wielomian) na iloczyn elementów
nierozkladalnych jest traktowana jako "prawidlowosc" - jej brak raczej jako
osobliwosc. Zapewne temu zawdzieczamy slynna notatke Fermata na marginesie
dziela Diofantesa a wlasnie teoria liczb sklania do oceny przeciwnej 
jednoznacznosc rozkladu jest wlasnoscia wyjatkowa. Zagadnienie rozwiazalnosci
równania Fermata wystarczy oczywiscie badac dla wykladników bedacych
liczbami pierwszymi: jesli n = pq i x, y, z spelniaja równanie x" +yn = zn, to
xq, yq,-zq spelniaja równanie XP+ yP = ZP. Ustalmy wiec liczbe pierwsza p > 2
i przypuscmy, ze równanie Fermata ma rozwiazanie skladajace sie z dodatnich
liczb calkowitych x, y, z, a zatem xP +yP = zp. Narzuca sie od razu pomysl:
prawa strona jest iloczynem p czynników zP = Z' z' .. , . z, dobrze byloby równiez
i lewa strone przedstawic w postaci iloczynu czynników nierozkladalnych
i próbowac znalezc zwiazek pomiedzy czynnikami po obu stronach. Jednak
wyrazenie xP +yP mozemy rozlozyc na iloczyn jedynie dwóch czynników

xP+yP = (x+y) (xP-I-xP-2y+ ... -XyP-I+yP-I).

Dopuszczajac jednak czynniki bedace liczbami zespolonymi mozemy wyrazenie to
rozlozyc na iloczyn p czynników.

Oznaczmy przez l;p liczbe zespolona cos ~ + i sin 3~, wówczas (l;p)P = l i liczby
p p

l;~ = l, l;p, l;~, ... , l;~-l
sa wszystkimi zespolonymi pierwiastkami p-tego stopnia z l.
Bardzo latwo sprawdzic, korzystajac z wzoru (T-l)(T-l;p) ... (T-l;~-')
= TP-l, ze

xP+yP = {x+y)(x+l;pY)· .. (X+l;~-'y),

a zatem równanie Fermata mozemy przepisac w postaci

{x+y)(x+l;py) ... (X+l;~-Iy) = z'Z' ... ·z
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Rozwiazante zadania M 259. Zauwazmy, te
poniewaz

xl-y>; (x-y)(x·-l+x·-'y+ ...

... +xy>-'+y'-')
dla kazdego k" l, to
p(x) - p(y) jest podzielne przez x- y dla

kazdej pary x, y E R. Gdyby teraz '<0 bylo

pierwiastkiem calkowitym wielomianu p(x),
to Xo - O I p(xo) - 1'(0), czyli Xo I1'(0) oraz

xo-II p(xo)-pO), c1)1I xo-I! pO), co Jest

niemozliwe, pOniewaz jedna z liczb Xo. Xo- 1

jest parzysta. a zarówno 1'(0) Jak i 1'(1) sa

meparzyste, zgodnie z warunkami zadania.

OtrLymana sprzecznoSC dowodzi, ze Xo nic

moze byc pierwiastkiem p.
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JZ" .,zaL.J zadania 'VI 261. Spos;:ód
wsz\'stklc trójkatów O wierzcholkach

lezacyel: w wierzcholkach Jl' wybierzmy

tróJkat ABC o najwiek~lym polu, Pokazemy.
Ze jego srodek clezkosc.i S spelnia warunk

zadania. Wiemy. ze Js 1,2 (ABC) A'B'C'
gdzie A', B'. C' sa odpoWiednio srodkamI

boków BC, AC i AB. Gdyby teraz D' ;

; J;; I, l (D) lezal poza trÓjkatem A BC dla

pewnego wierz.chalka D wielokata W. to

moglibysmy wskazac wierzcholek ABC (nr>. A)
taki. ze n' I A Jeza po przeclwl'ych stronac

proste, BC Wte6 Jednak pole (A' B' C)
<' pole (B' C' D', i wobe< lego p:>le
(BCD) > polo (ABC) ""rew zabzeniu.

""obce tego obral)' wszystJ...J,ch WJCT7cholkcw

W leza w trójkacie A BC', a Wllri.:. J ot' l J 2 (IV) c

c A Be C' W. Gdy ter3Z _ I ~ I <' O tol
J~(W)cJS'l(W)C ». cb.d.o.,

v(xy) = v(x)+v(y),

v(x+y) ~ min (v(x), v(y))

dla niezerowych x, y E'A oraz v(l) =~O, v(O) = 00 (przyjmujemy, ze zawsze
n + 00 = 00). Z kazda liczba pierwsza p mozna zwiazac pewna waluacje
pierscienia liczb' calkowitych, tzw. waluacje p-adyczna vp' Dla n # O przyjmujemy
vp(n) = k wtedy i tylko wtedy, gdy pk dzieli n oraz pk-l nie dzieli n. Dla kazdej
liczby calkowitej n # O istnieje wiec tylko skonczona ilosc waluacji p-adycznych,
których wartosc na n jest rózna od zera. Na przyklad dla liczby n = 457380 =

. = 22.33.5.7. l F mamy v2(n) = 2, v3(n) = 3, vs(n) = v7(n) = l, Vu (n) = 2,
a wszystkie pozostale waluacje p-adyczne przyjmuja na n wartosc O. Kazda
liczba calkowita jest (z dokladnoscia do czynnika ± l - sa to jedyne elementy
odwracalne w pierscieniu Z) wyznaczona przez podanie wartosci wszystkich
waluacji p-adycznych na niej. Dalej, nietrudno wykazac, ze poza p-adycznymi
(i ich wielokrotnosciami) pierscien liczb calkowitych Z ma tylko waluacje
trywialna vo, vo(n) = O dla n # O.

Owe "idealne czynniki" Kummera byly to wlasnie waluacje pierscienia Z[Cp].

Wykladnik, z jakim taki czynnik wchodzi w rozklad liczby x E Z[Cp], to po
prostu wartosc na x owej ,waluacji.
Ta konstrukcja Kummera jest jednym z najpiekniejszych przykladów abstrakcji 
procesu oderwania sie od "calkowitoliczbowego terytorium", spojrzenia na
zagadnienie z ogólniejszego punktu widzenia (stworzenie arytmetyki piers.cieni
Z[Cp] - o czym za chwile) oraz zastosowanie do wyjsciowego problemu. W liscie
do Liouville'a Kummer pisal:

"Zachecony przez mojego przyjaciela, p. Lejeune Dirichleta, pozwalam sobie
przeslac Panu kilka kopii dysertacji, jaka napisalem trzy lata temu, z okazji
jubileuszu stulecia Uniwersytetu w Królewcu, jak równiez inna dysertacje mego
przyjaciela i ucznia p. Kroneckera, mlodego i wybijajacego sie geometry. W tych
pracach, które zechce Pan przyjac jako wyraz mego glebokiego szacunku, znajduje
sie kilka rezultatów dotyczacych pewnych zqgadnien z teorii liczb zespolonych
otrzymanych z pierwiastków z jednosci, tj. pierwiastków równania r" = 1, które to
rezultaty byly ostatnio przedmiotem dyskusji w.Panskiej przeswietnej Akademii,
z okazji próby p. Lame udowodnienia wielkiego 'twierdzeIJia Fermata. Co do
elementarnego stwierdzenia o tych liczbach, ze dowolna zlozona liczba zespolona

i otrzymujemy rozklad na czynniki nalezace do pierscienia Z[Cp] skladajacego sie
z liczb zespolonych postaci ao+alCp+ ... +ap-IC~-l, gdzie ao, al' ... , ap_l sa
liczbami calkowitymi.
Liczby x + y i·z powinny zatem miec nietrywialny wspólny dzielnik, a wiec ...
Otóz nie! W rozumowaniu tym korzystamy bowiem z wlasnosci jednoznacznosci
rozkladu elementów pierscienia Z[Cp] na czynniki nierozkladalne. Wiele
blednych dowodów twierdzenia Fermata (m.in. Gaussa, Eulera, Lagrange'a
i prawdopodobnie samego Fermata) polegalo wlasnie na przyjeciu za oczywista
jednoznacznosci rozkladu tam, gdzie nie byla ona wcale oczywista, albo i w ogóle
nie miala miejsca.
W XIX wieku najwiecej energii problemowi Fermata poswiecil matematyk
niemiecki Ernst Eduard Kummer (l81O~1893). Niemal przez cale zycie staral sie
zrealizowac ów "naturalny" pomysl - dowód hipotezy Fermata za pomoca
rozkladów elementów na czynniki. Pierwszym, który zauwazyl, ze w pewnych
pierscieniach liczbowych nie obowiazuje twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu,

. byl prawdopodobnie Peter Gustav. Lejeime Dirichlet (1805-1859). Na przyklad

w pierscieniu Z[v -5], zlozonym z liczb zespolonych postaci m+ny -5 =
= m+nY:S i, gdzie m, n sa calkowite, mamy 6 = 2· 3 = (l-y -5)(1'+ y -5)
i wszystkie cztery wypisane czynniki sa nierozkladalne w rozwazanym
pierscieniu. To odkrycie stanowilo wielki wstrzas dla Kummera: zawiódl go
podstawowy pomysl. Nie zalamujac sie jednak, podjal heroiczny wysilek
znalezienia jakiejs namiastki twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie. Stworzyl
w tym celu pojecie "idealnego czynnika" j nowatorsko spojrzal na sama relacje
podzielnosci. Przymiotnik "idealny" znaczy tu raczej "metafizyczny, duchowy"
niz "doskonaly". Owe nieziemskie, idealne liczby musialy byc przede wszystkim
dzielnikami liczb pierwszych calkowitych. Stad i nazwa - przeciez liczby
pierwsze nie maja nietrywialnych dzielników w zakresie liczb calkowitych.
Aby opisac "idealne czynniki" Kummera przesledzmy najpierw prosta sytuacje,
jaka ma miejsce dla pierscienia liczb calkowitych Z. W dzisiejszej terminologii
waluacja (niearchimedesowa) pierscienia A nazywamy okreslona na A funkcje v
o wartosciach calkowitych oraz 00 i taka, ze
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- Mówili cos o kolarzach?

- Tak, tak, przed chwila. Ogromny peleton

'na czele. Nasi w czolówce. W telewizji

wlasnie mówili, ze do Warszawy przyjada
na wpól do szóstej.

- Aha, to u nas beda kolo wpól do piatej.
- Jada, jada!!
- Co, juz? Dopiero 16".

- Widocznie jada dzis wolniej niz zwykle.

- Jak to? Wolniej jada, a wczesniej
przyjezdzaja?

- Och, zajrzyj na str. 16
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moze byc rozlozona na czynniki pierwsze w dokladnie jeden sposab, na brak
.którego zwraca Pan tak slusznie uwage, a którego brak i w innych sytuacjach,
moge Pana zapewnic, ze w ogólnosci nie jest ono prawdziwe dla liczb zespolonych
postaci

a/e mozna je uratowaC przez wprowadzenie nowego rodzaju liczb zespolonych,
które nazwalem idealnymi liczbami zespolonymi. Wyniki moich badan w tym
zakresie przedstawilem Akademii w Berlinie i wydrukowane sa one w
sprawozdaniach z jej posiedzen (marzec 1846); praca na ten sam temat pojawi sie
wkrótce w lournalfur die reine und angewandte Mathematik. luz dawno temu
rozpatrywalem zastosowania tej teorii do dowodu twierdzenia Fermata i udalo mi
sie wyprowadzic nierozwiazalnosc równania x" +y" = z" z dwóch wlasnosci liczby
pierwszej n, tak ze pozostaje tylko zbadac, czy wlasnosci ie przysluguja wszystkim
liczbom pierwszym. Gdyby te rezultaty wydawaly sie Panu godne zainteresowania,
moze Pan je znalezc w sprawozdaniach Akademii Berlinskiej z biezacego
miesiaca".

Dalsza metamorfoza pojecia "liczby idealnej" dokonana zostala W pracach
Dedekinda. Punktem wyjscia byly dwie wlasnosci podzielnosci przez liczbe p:
(i) jesli p dzieli x, to p dzieli kaida wielokrotnosc x, (ii) jesli p dzieli x i y, to p
dzieli x+ y, które przyslugiwaly tez "Iiczbom idealnym" Kummera. Richard
Dedekind zauwazyl, ze te dwie wlasnosci sa najbardziej istotne przy badaniu
relacji podzielnosci w sensie Kummera. Doprowadzilo go to do ulepszenia
pojecia "idealnej liczby" przez zastapienie tej "Iiczby" zbiorem liczb przez nia
-podzielnych - do sformulowania pojecia idealu. W dodatku do ksiazki Lejeune
Dirichleta o teorii liczb (1871) Dedekinq pisal: .
,H System a nieskonczonego zbioru liczb nalezacych do O [w dzisiejszej
terminologii o oznaczal dowolny pierscien liczbowy] nazywa sie idealem, jezeli
spelnia on dwa warunki:
l) suma i róznica dwóch liczb z a znów jest liczba z a;
2) kazdy iloczyn liczby z a przez liczbe z u jest znów liczba z a ..
'H ,Jesli oc nalezy do a to powiemy, ze a azieli oc, lub ze a wchodzi [jako czynnik]
do oc . H

,Jezeli wszystkie liczby pewnego idealu a naleza takze do idealu b, to b sklada sie
z jednej lub kilku klas (mod a) i powiemy, ze a jest wielokrotnoscia b, albo ze
dzieli sie przez b, a b jest dzielnikiem a lub, t.e wchodzi jako czynnik do a.
Ideal p, rózny od o, który nie ma dzielników róznych od p i od o, nazywa sie
idealem pierwszym (dzis - maksymalnym).
Jezeli ideal a sklada sie z wielokrotnosci jednej ze swoich liczb oc, to taki ideal
nazywa sie glównym ...
Te okreslenia Dedekinda ostatecznie formalizuja pojecie "idealnego czynnika"
Kummera i relacje podzielnosci. Nietrudno sprawdzic, ze w pierscieniu liczb
calkowitych kazdy ideal jest glówny, ze a c b wtedy i tylko wtedy, gdy element oc

generujacy ideal a (tzn. a sklada sie z wielokrotnosci oc) jest podzielny przez
element fJ generujacy b; wreszcie, ze idealami pierwszymi sa w tym pierscieniu
dokladnie idealy generowane przez liczby pierwsze oraz ideal zerowy. Ponadto
z kazda waluacja ("idealnym czynnikiem") mozna zwiazac jej ideal - zlozony
z tych liczb, na których waluacja przyjmuje wartosci d04atnie. Odwrotnie 
ideal 'Pierwszy (niezerowy) wyznacza waluacje. Zatem mówiac w gruncie rzeczy
o tym samym dochodzimy od mistycznych "idealnych czynników" Kummera
(które mialy "nieziemski byt" i decydowaly o losach "nizszych" liczb
calkowitych) do sformalizowanego i bardzo prostego pojecia idealu.
Bardzo latwe do udowodnienia jest nastepujace twierdzenie:
jezeli kazdy ideal dziedziny calkowitolei jest glówny, to w pierscieniu tym spelnione jest
twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu. Dla pierscieni postaci Z[Cp] prawdziwe jest_
takze twierdzenie odwrotne: jesli w pierscieniu takim spelnione jest twierdzenie
o jednoznacznosci rozkladu, to kazdy ideal tego pierscienia jest glówny.
Kummerowi potrzebny byl jakis sposób oceny, na ile w danym pierscieniu
naruszone jest prawo jednoznacznosci rozkladu (dokladniej pisal o tym w Delcie
9/1979 Wladyslaw Narkiewicz). Kummer nazwal idealy I oraz l pierscienia
Z[Cp] równowaznymi, o ile istnieja niezerowe elementy r, s tego pierscienia takie,
ze rI = sl. Wszystkie (niezerowe) idealy glówne sa wiec równowazne. Ilosc klas
równowaznosci idealów stanowi pewien miernik niejednoznacznosci rozkladu
w danym piersc{eniu. Kummer udowodnil, ze dla pierscieni Z[Cp] liczba klas
równowaznosci idealów jest,skonczona, a klasy te stanowia grupe (skonczona)
ze wzgledu na naturalne dzialanie mnozenia.
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Liczby Bernoulliego pojawiaja si~

w wiciu innych sytuacjach, zanotujemy tu

tylko nastepujace wzory prawdziwe dla
lxi < "/2 oraz dla dowolnych liczb

naturalnych m, n

00

~ X2"-1tgx = L., (-I)"-'B,"2'"(2'"-I) y.
n= \ n.

nm+l flm
lm+2m+3m+ .,. +nm = + n'_ +m+ I 2

I (fil) I (fil)'+2B2 I flm-I+·4B• 3 nm-3+

I (fil) .+ '6 B6 S n.m-5+ ... ; ostatni wyraz po

prawej stronie zawiera n lub nl w zaleznosci
od tego, czy m jest parzyste, czy nieparzyste.
Oto wartosci niektórych liczb Bernoulliego:
Bo = I. BI = -1/2. B, = 1!6. B. = -1/30,
B,. = -3617/510. B" =
= -7709321041217/510.Bilo = -Cll'!C,O.

B121 = clO;/6, gdzie Cl13, e,O i elOi

oznaczah pewne liczby naturalne o 113,10.
107 cyfrach rozwiniecia dziesietnego.
Wiadomo. ze IB.I < IB.I < IB.I < ... oraz

lim {(-I)"-IB,"/[V4"n(nj:te)'"]) = l.
n-oo

Teza twierdzenia Grunerta byla tematem
zadani. nr 4 zawodów III stopnia XXII

Olimpiady Matematycznej.

/

Analizujac bardzo glebokie wlasnosci pierscieni Z[(p] Kummer udowodnil
wielkie twierdzenie Fermata dla tych liczb pierwszych p wystepujacych jako
wykladniki, które nie dziela liczby klas idealów pierscieni Z[Cp]. Takie liczby
pierwsze sa dzis nazywane regularnymi. O tym wlasnie rezultacie wspominal
w liscie do Liouville'a.

Kummer znalazl wzory na liczbe klas idealów pierscieni ZlCp] oraz podal
kryterium pozwalajace rozstrzygac, czy dana liczba pierwsza jest regularna, czy
nieregularna. Kryterium to wykorzystuje wlasnosci tzw. liczb Bernoulliego
Bo, B1, B2, 'H Ten ciag liczb bkreslil Jacob Bernoulli (1713) jako kolejne
wspólczynniki w szeregu potegowym

00

x ~ x" I I x2 l x4 I x6eX _I = ~ Bn nf = I - T x + 6" 2 ( - 30- '4'1 + '4T . '6T -
n=O

Latwo zauwazyc, ze O = B3 = Bs = B7 = H" oraz wyprowadzic nastepujace
wzory, pozwalajace bezposrednio wyliczyc kolejne wyrazy tego ciagu

Bo = l
(6)Bo+(f)BI = O .

(5)Bo + WB1 + (DB2 = O

("ÓI)Bo+("t1)Bt + H' +("~l)B; = O

(w tablicy tej mozna oczywiscie opuscic skladniki zawierajace B3, Bs, B7' 'H

jako równe zeru); liczby Bernoulliego sa wiec wymierne.
Zapowie.dziane kryterium Kummera orzeka, ze liczba pierwsza p jest regularna
wtedy i tylko wtedy, gdy p nie dzieli liczników liczb Bernoulliego B2, B4, B6,

.H, Bp_3' Istnieje wiec metoda pozwalajaca sprawdzic, czy dana liczba pierwsza
jest, czy nie jest regularna. W ten sposób sprawdzono, ze np. wsród liczb
pierwszych < 100 tylko 37, 59 i 67 nie sa regularne (licznik liczby B32 jest równy
- 37 . 208360028141). Istnienie nieskonczenie wielu liczb pierwszych
nieregularnych wykazal Jensen w 1915 roku, a dotychczas nie wiadomo, czy liczb
pierwszych regularnych jest nieskonczenie wiele.
Choc nie nalezy to do glównego tematu, wspomnijmy prosty, ale ciekawy wynik
Grunerta z 1856 roku: jezeli dodatnie liczby calkowite x, )', z spelniaja równanie
Fermata xP +yp = zP, to x, y i z sa wieksze od p. Mozna zalozyc, ze x > y.

Mamy oczywiscie z > x, wiec xP + yP = zP = [(z - x) + xJP = xP + pxP-1 (z - x) +
." + (z-x)P > xP+pxP-1, wiecyP > pxP-1 > pyP-l, skad y > p.

Poniewaz x > y, wiec takze x > p, zatem z > p. Nierozwiazalnosc równania
Fermata wykazana jest- dzis dla wszystkich wykladników p :( 125000 (Samuel
Wagstaff, 1978). Jezeli zatem jakies rozwiazanie w ogóle istnieje, to x > 125000,
a wiec dla dojscia do tego rozwiazania musielibysmy dzialac na liczbach co
najmniej równych 125000125000 > 10637113. Mala jest wobec tego szansa, by na
ewentualne rozwiazanie trafic przypadkiem lub przez systematyczne próby,
nawet przy uzyciu najwiekszych komputerów.
Jak to zwykle w matematyce bywa, wprowadzone przez Kumr.nera i Dedekinda
pojecia pierscienia, idealu i grupy klas idealów zaczely zyc wlasnym zyciem i 
co rzadsze a wazniejsze - znalazly szerokie zastosowanie w innych dzialach
matematyki. Przede wszystkim az do poczatku XX wieku wszystkie
rozpatrywane pierscienie i ciala byly w gruncie rzeczy podcialami lub
podpierscieniami ciala liczb zespolonych, badz cialami skonczonymi. Role
katalizatora w procesie dalszej (niezbednej, jak dzis jasno widzimy) abstrakcji
odegraly liczby p-adyczne (Delta pisala o nich np. w nr. 9/1978) wprowadzone
przez Hensela, szeroko stosowane w teorii liczb. Pojecie idealu stalo sie
podstawowe dla nowoczesnej geometrii algebraicznej.
Przy badaniu pierscieni Z[Cp] Kummer natrafil na szczegóinie prosta sytuacje.
Mówiac wspólczesnym jezykiem powiedzielibysmy, ze rozpatrywal pewne
pierscienie_Oedekinda. Tak nazywamy dzis te dziedziny calkowitosci A, w których:
(10) dla kazdego idealu l istnieje skonczony zbiór generatorów (tzn. takie elementy
b1, H', bs E l, ze kazdy element nalezacy do l ma postac alb! + H' +asb., dla
pewnych a! , ... , as E A), (2°) zaden niezerowy ideal pierwszy (tzn. taki ideal l, ze
jesli a, b E A"-l to ab E A"'I) nie jest zawarty w ideale wiekszym, róznym od A,
(3°) jezeli ulamek a/b (a, b E A) jest pierwiastkiem wielomianu o wspólczynnikach
z A, którego wspólczynnik przy najwyzszej potedze jest równy l, to ulamek a/b
nalezy do A. Te trzy warunki, okazuje sie, decyduja o tym. ze w takich
pierscieniach mozna "uratowac" nieco z wlasnosci jednoznacznosci rozkladu.
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wiec (II)Czego nie wiemy o neutrinach?

Choc nie jest prawda, ze kazdy element pierscienia Dedekinda rozklada sie
jednoznacznie na iloczyn elementów nierozkladalnych, to jednak
kazdy ideal pierscienia Dedekinda mozna jednoznacznie przedstawic w postaci
iloczynu idealów nierozk/adalnych (sa nimi niezerowe idealy pierwsze).
(Iloczynem idealów l, J jest ideal JJ skladajacy sie z sum elementów postaci
ab gdzie a E l, b E J). Grupy klas pierscieni Dedekinda pojawiajacych sie w teorii
liczb byly.skonczone - jak widzielismy, znaczy to, ze "odchylenie" tych pierscieni
Dedekinda od pierscieni z prawem jednoznacznosci rozkladu nie jest duze.
W pewnym sensie koncowa odpowiedz na pytanie, jak moga sie rozkladac
elementy pierscienia Dedekinda, zawiera nastepujace twierdzenie L. Cia borna
z 1965 roku:
kazda przemienna grupa abelowa jest grupa klas idea/ów pewnego pierscienia
Dedekinda.
Choc wiele na ten temat wiedzieli juz Kummer, Dedekind, Kronecker oraz
Gauss, dopiero niedawno wyjasniono do konca, dla jakich liczb pierwszych p
pierscienie Z[Cp] maja wlasnosc jednoznacznego rozkladu. Jedynymi takimi
liczbami sa mianowicie 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19.
Chociaz ani Kummerowi, ani nikomu innemu do tej pory nie udalo sie
rozstrzygnac wielkiego problemu Fermata, to jednak stworzone w tym celu
pojecia i metody przydaly sie i przydaja sie w calej niemal matematyce,
a sztuczne z pozoru okreslenia wyrosly na bardzo konkretnej problematyce. Jest
to jedyna wlasciwa droga rozwoju pojec matematycznych.

Nasz kondensator sklada sie z trzech plytek

polaczonych sprezynami, skrajne plytki sa
zamocowane, srodkowa moie sie poruszac.
Dwie baterie zapewniaja róznice potencjalów

V. - V. = 2Vo. Tym samym pole miedzy

plytkami ma natezenie ~ . Jesli terazD

z koncówki A doplynie na plytke srodkowa

ladunek + Q, to plytka ta dotad bedzie

przesuwac sie w góre. az sprezyny
zrównowaza sile elektrostatyczna:

Kondensator o ujemnej pojemnoscl
Co to jest kondensator - kazdy wie.
Pojemnosc kondensatora jest wieksza od

zera, gdyz ladunek i potencjal jednoczesnie

zmieniaja znak. To oczywiste. Tak jednak
byc nie musi. Mozna skonstruowac
kondensator o ujemnej pojemnosci, tyJe, ze

nie jest to juz tak proste urzadzenie. Oto ono

Vg

k

7; 1 'u IB~ ~A ~

Wtedy punkt A bedzie mial wzgledem 8

potencjal "

VÓ

VA = -zE= ,- kD' Q.

Mgr Roman JUSZKIEWICZ

(1)

Czyli

kD'
C = - --2- < O.

Vo

Proponuje, by Czytelnik rozwazyl nastepujace
problemy:

J. Jak zachowuja sie obwody RC. LC, RLC,
gdy C < O?

2. Jak zalezy ruch srodkowej plytki od
czestosci zmian napiecia VA? Moze warto
doda":tlumik oscylacji?

P. Amstrrdamski

CZY NEUTRINA MAJA MASE?

Przekonanie o tyin, ze neutrina sa czastkami, pozbawionymi masy spoczynkowej, powstalo
w latach trzydziestych, kiedy to Wolfgang Pauli, aby uratowac bilans energetyczny w reakcji

n --> p+e- +v.

wprowadzil hipoteze o ich istnieniu. Przekonanie to dotrwalo praktycznie w stanie
nienaruszonym do wiosny roku 1980, mimo ze nikomu nie udalo sie podac doswiadczalnego

dowodu na to, ze masa neutrina jest scisle równa zeru. W roku 1958 Bruno Pontecorvo
wysunal przypuszczenie, ze jezeli masa chocby jednego rodzaju neutrin, np. Ve, jest rózna od

zera, to powinny wystapic "oscylacje neutrinowe", tj. przemiany typu Ve ;::!: vI" czy Ve ;::!: VT•

Dobra analogie takiego hipotetycznego procesu stanowia przejscia KO +± KO, opisane
w artykule M. Swieckiego (Delta nr 5/1978). Okres oscylacji zalezy od róznicy mas neutrin
(z zasady nieoznaczonosci wynika, ze powinien byc on odwrotnie proporcjonalny do tej róznicy).
Obserwujac takie oscylacje mozna byloby zatem zmierzyc róznice mas poszczególnych
gatunków neutrin. Calkowity brak oscylacji swiadczylby natomiast o tym, ze wszystkie
neutrina sa czastkami bezmaso •••..'Ymi. Istnieje równiez metoda, pozwalajaca na bezposrednie
"zwazenie" neutrina. Aby tego dokonac, nalezy zbadac rozklad energii kinetycznej elektronów,
uwalnianych w reakcji typu (1). Badajac ten rozklad, wyznaczyc mozna "brakujaca" w bilansie
energie, która zostala zu±yta na wyprodukowanie masy spoczynkowej neutrina. Latem
ubieglego roku pojawily sie wiadomosci, które wywolaly prawdziwa sensacje. Okazalo sie

mianowicie, ze wyniki badan, opartych na obu omówionych metodac~, prowadza do wniosku,
ze masa neutrina elektronowego jest rózna od zera!

Doniesienia te pochodzily od F. Reinesa i.C. Cowana z Uniwersytetu Kalifornijskiego, którzy
stwierdzili wystepowanie oscylacji w strumieniu Ve z reaktora jadrowego, oraz od W. Lubimowa
i jego wspólpracowników z Instytutu Fizyki Teoretycznej i Doswiadczalnej w Moskwie, którym
udalo sie wyznaczyc mase neutrina elektronowego z rozkladu energii kinetycznej elektronów,
uwolnionych podczas rozkladu trytu (tryt jest izotopem wodoru o jadrze zbudowanym z dwóch
neutronów i jednego protonu). Wartosc masy Ve, wyznaczona przez Lubimowa, wynosi m(ve) =
= 30 eV. Wyniki tych doswiadczen nalezy jednak traktowac z duza ostroznoscia. Zdaniem
specjalistów, na ich powtórzenie (i ewentualne potwierdzenie) w innych laboratoriach oraz na
usuniecie wszystkich watpliwosci potrzeba co najmniej dwóch lat. A na razie w wyniku naszej
niepewnosci co do masy neutrina "na rozdrozu" znalazly sie az trzy dziedziny fizyki: teoria
struktury wewnetrznej gwiazd, kosmologia i teoria oddzialywan czastek elementarnych.
Jezeli oscylacje neutrinowe rzeczywiscie wystepuja w przyrodzie, to "problem neutrin
slonecznych" moze uzyskac nieoczekiwanie proste wyjasnienie. Mianowicie, jest mozliwe, ze
strumien v., rejestrowany przez detektor Davisa stanowi 1/3 wartosci przewidywanej przez
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teorie po prostu dlatego, ze 2/3 neutrin, które opuszczaja Slonce jako Ve dzieki oscylacjom

zamienia sie w v" i v. (oscylacje te zachodzilyby w ciagu 8 minut, których te czastki
potrzebuja, aby dotrzec na Ziemie). '

Trzydziesci elektronowolt,ów to bardzo malo. Jest to ponad sto tysiecy razy mniej od masy
elektronu (równej 511000 eY) - czastki, jeszcze do niedawna uznawanej za najlzejsza sposród
wszystkich czastek elementarnych o niezerowej masie spoczynkowej. Jednak neutrina, majace
nawet tak nikla mase, moga w sposób decydujacy wplywac na globalne wlasnosci
Wszechswiata. Przyczyna tego jest ich ogromna liczebnosc; na kazdy atom wodoru we
Wszechswiecie przypada bowiem okolo miliarda neutrin. Istniejace obecnie oszacowania
sredniej gestosci "zwyczajnej" materii, wypelniajacej Wszechswiat (jest to w 3/4 wodór i w 1/4

hel) wskazuja na to, ze jest ona mniejsza od tzw. gestosci krytycznej. Oznacza to, ze materia jest
tak rozrzedzona, iz wytwarzane przez nia pole grawitacyjne jest zbyt male na to, aby
zahamowac proces ekspansji. Jezeli neutrina sa czastkami o zerowej masie spoczynkowej, to ich
wplyw na proces hamowania ekspansji (podobnie jak wplyw pola grawitacyjnego,
pochodzacego od promieniowania reliktowego) jest jeszcze slabszy niz wplyw materii

"zwyczajnej". Tak wiec, gdyby okazalo sie, ze m(ve) = m(v,,) = m(v.) = O, oznaczaloby to, ze
mieszkamy we Wszechswiecie "otwartym", tj. takim, w którym proces ucieczki galaktyk bedzie

trwal wiecznie. Wystarczy jednak, aby m(ve) ~ 10 eY (przy zalozeniu, ze m(v,,) = m(v.) = O),

by "domknac" Wszechswiat. Gestosc kosmicznej "zupy neutrinowej", zlozonej z czastek
o takich masach, bylaby wieksza od gestosci krytycznej, a wytwarzane przez nia pole
grawitacyjne - dostatecznie silne, aby po pewnym czasie wyhamowac obserwowany obecnie
proces ekspansji i zapoczatkowac proces "cofania sie" galaktyk z powrotem ku nam.
Podstaw do podejrzen, ze neutrina obdarzone sa niezerowa masa spoczynkowa, dostarczaja
nie tylko wyniki doswiadczen. Rozwijana obecnie teoria Wielkiej Unifikacji oddzialywan slabych,

elektromagnetycznych i silnych wymaga, aby ve, v" i v. mialy niejednakowe masy, zawarte
miedzy 10-' a kilkudziesiecioma eY. Teoria ta w sposób jednolity opisuje wszystkie fundamentalne

oddzialywania wystepujace w przyrodzie, pomijajac jedynie grawitacje. Teoria Wielkiej Unifikacji
ma juz na swoim koncie szereg efektownych sukcesów. Teoria tego typu powinna oczywiscie
dostarczac równiez poprawnego opisu neutrin. Dlatego tez wyniki doswiadczen Reinesa
i Lubimowa maja dla tej teorii ogromne znaczenie: gdyby wyniki te zostaly w przyszlosci
potwierdzone, oznaczaloby to nastepny sukces teorii, natomiast w przypadku, gdyby np.
udowodniono doswiadczalnie, iz oscylacje neutrin nie wystepuja w ogóle - móglby to byc
poczatek konca tej teorii (przynajmniej w obecnym sformulowaniu).
Sadze, iz udalo mi sie przekonac Czytelnika o tym, ze stan naszej niewiedzy o neutrinach jest
rzeczywiscie imponujacy. Nie wiemy, czy neutrina maja mase. Nie wiemy, co dzieje sie z 2/3
strumienia neutrin slonecznych. Nie wiemy, czy ucieczka galaktyk bedzie trwala wiecznie. Nie

wiemy wreszcie, czy teoria Wielkiej Unifikacji dostarcza poprawnego opisl\zachowania
neutrin. Istnieja jednak podstawy do optymizmu. W ciagu najblizszych lat powinnismy uzyskac
odpowiedz na pierwsze sposród powyzszych pytan, a wtedy byc moze "automatycznie"
uzyskamy odpowiedzi na trzy pozostale.

-- Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI
l

M 259. W punktach O i 1 wielomian p(x) = a.x·+a._tx·-l + 0'0 +ao o wspólczynnikach
calkowitych przyjmuje wartosci nieparzyste. Wykazac, ze wielomian p nie ma pierwiastków
calkowitych.
Rozwiazanie na str. 2
M 260. Na plaszczyznie dane sa proste p, q, r przecinajace sie w punkcie O. Zbudowac trójkat
ABC, dla którego proste p, q, r sa symetralnymi boków.
Rozwiazanie na str. 14

1
M 261. Wykazac, ze gdy W jest wielokatem wypuklym i - - ~ t < O, to istnieje punkt S taki,

2

ze obraz W przy jednokladnosci JJ o srodku w S i wspólczynniku t lezy wewnatrz W.

Rozwiazanie na str. 2

Redaguje mgr T. TRATKIEWICZ

F 92. Dysponujemy zródlem napiecia o sile elektromotorycznej 8 oraz dwoma
kondensatorami. Wykazac, ze mozna zestawic z tych kondensatorów baterie naladowana do
napiecia dowolnie bliskiego wartosci 3 8. Zródlo SEM nie moze wchodzic w sklad baterii.
Rozwiazanie na str. 9

&



Spójnosc swiatla

Doc. dr Andrzej KUJAW SKI, dr Jan MOSTOWSKI

W ostatnich latach czesto slyszy sie o spójnosci swiatla. Na przyklad, mówiac o laserze zawsze
podaje sie, ze swiatlo lasera jest "spójne", w przeciwienstwie do swiatla pochodzacego z innych

zródel. które jest niespójne. W rzeczywistosci pojecie spójnosci (lub kohere)lcji) dotyczy
wszystkich rodzajów fal, jednakze w przypadku fal swietlnych jest ono niezbedne do wyjasnienia
wielu zjawisk optycznych.

Istote pojecia spójnosci mozna zrozumiec badajac interferencje fal na wodzie, wytworzonych
przez konce dwóch drgajacych pretów. Kazdy drgajacy pret wytwarza fale powierzchniowa
kolista rozchodzaca sie od swojego zródla. Jesli prety drgaja równomiernie z jednakowa
czestoscia, powstajace fale daja trwaly obraz interferencyjny; maksima i minima wychylen
wystepuja stale w tych samych miejscach. Takie fale nazywamy spójnymi. Jesli jednak prety
drgaja ni~regularnie, to znaczy ich czestosci lub amplitudy wychylen zmieniaja sie niezaleznie .
w przypadkowych chwilach czasu, maksima interferencyjne powstaja w coraz to innych
miejscach. O takich falach mówimy, ze sa niespójne.
Ten pogladowy obraz nie daje jednak precyzyjnej odpowiedzi na pytanie, kiedy dwie fale
mozemy uwazac za spójne? Zanim dokladniej odpowiemy na to pytanie w przypadku fal
swietlnych, przypomnijmy, ze w konwencjonalnych zródlach, zwanych tez zródlami termicznymi
(na przyklad zarówka, plomien, ale nie laser!), swiatlo powstaje w wyniku pobudzenia do
swiecenia niezaleznie od siebie znacznej liczby atomów. Powstajaca fala swietlna jest wynikiem
nalozenia sie olbrzymiej liczby fal pochodzacych od kazdego swiecacego atomu.

Aby opisac fakt, ze swiatlo nie jest fala monochromatyczna, poslugujemy sie nastepujacym
wyrazeniem dla wartosci natezenia pola elektrycznego fali swietlnej w punkcie okreslonym
wektorem polozenia r i w chwili t

E(r, t) = e(r, t) cos (wt-kr+rx(t».

Funkcje e(r, t) i rx(t) sa nazywane amplituda i faza fali; w = 2nv, gd?-iev jest czestoscia fali;

a k wektorem falowym. Na przyklad, jesli E(r, t) opisuje swiatlo emitowane przez pojedynczy
atom, to amplituda e(ro, t) w ustalonym punkcie ro jest funkcja malejaca w czasie, opisujaca
zanik swiecenia po wzbudzeniu atomu. W tym przypadku e(ro, t) = 1'0 exp [- (t- to)/t.],

gdzie to opisuje czas, w którym atom zostal pobudzony do swiecenia, a 1'0 jest stala.
Charakterystyczny czas zaniku swiecenia dla wiekszosci atomów wynosi t. ~ 10-8 s. Faze rx(t)

w tym przypadku mozna przyjac za stala. Przypomnijmy, ze w dziedzinie optycznej w jest rzedu
10" s-'.
W przypadku zródla termicznego pelne pole elektryczne wytworzone przez duza liczbe
niezaleznie swiecacych atomÓw jest suma pól emitowanych przez poszczególne atomy. Na
skutek chaotycznego ruchu atomów i ich zderzen kazdy z nich emituje swiatlo w nieco inny
sposób.
Calkowite pole, pochodzace od ukladu atomów, moze byc takze scharakteryzowane wzorem
(1). Nie mozna jednak w tym przypadku podac ogólnej dokladnej postaci e(r, t) i rx(t), gdyz
zmiany ich maja charakter przypadkowy. Mozemy jedynie stwierdzic, ze istotnie zmieniaja sie
one w czasie rzedu ts ~ 10-'2 s. Czas ten nazywa sie czasem spójnosci.

(1)

Rys. 1

Rozwazmy prosty przyklad doswiadczenia ukazujacego interferencje swiatla, jakim jest
doswiadczenie Younga. Mamy tutaj (rys. 1) dwa zródla swiatla S, i S2, którymi sa szczeliny lub
otwory w nieprzezroczystym ekranie. W wyniku oswietlania pola elektryczne w otworach S, i S2
wynosza odpowiednio E(t, S,) i E(t, S2). Kazde z nich mozna opisac wzorem (1). Pole
elektryczne w punkcie P powstaje w wyniku propagacji fali z otworów S, i S2 do ekranu. Jesli
zalozymy, ze odleglosci r, i r~ punktu obserwacji P od zródel S, i S2 sa znacznie wieksze od
dlugosci fali swietlnej, to pole dochodzace do ekranu mozemy traktowac jako superpozycje fal
kulistych wychodzacych z SI i S2. Mamy wiec

Stale A, i A2 zalezne sa od ksztalt-u otworów, a ich dokladna postac..nie bedzie nam potrzebna;
c jest predkoscia swiatla. Kazdy ze skladników w powyzszym wzorze okresla stan pola
w punkcie P pochodzacego od pól w SI i S2 opóznionych odpowiednio o czasy r,lc i r2/c.
Zakladamy takze dla uproszczenia, ze obydwie fale sa tak samo liniowo spolaryzowane.
W doswiadczeniach rejestrujemy obraz interferencyjny na kliszy fotograficznej. Klisza zaczernia
sie proporcjonalnie do natezenia swiatla. W czasie naswietlania kliszy natezenie swiatla zmienia
sie, tak ze klisza rejestruje jedynie pewna srednia wartosc natezenia swiatla I(P) =
= C Eo <E2(P, t», gdzie E(P, t) jest natezeniem pola w punkcie P, Eo przenikalnoscia dielektryczna
prózni, a nawiasy ostre oznaczaja usrednianie. Oznaczajac natezenia kazdej z wiazek przez II i 12

7



'"
w
V>«~ ]

mamy I, (P) = c Eo (Er (P, t), I2(P) = C Eo (El (P, t)';Y i po wstawieniu do wzoru 1=

- = C Eo «E, + E2)2) otrzymujemy

2CEoA,A2
I(P) = I, (P)+ I2(P)+ ---- (E, U,) E2(f2)COS [wt, + ex, U,)] COS [wt2 + ex2(t2)]) (2)

r1r2

Aby obliczyc srednia wartosc wystepujaca we wzorze (2) musimy uwzglednic trzy
charakterystyczne czasy: l) okres drgan fali swietlnej T = 2rc/w ~ 10-15 S, 2) czas, w którym
istotnie zmieniaja sie E i ex, czyli czas spójnosci ts ~ 1O-'2s, 3) czas obserwacji obrazu
interferencyjn~go to ~ 10-2 s. Za czas obserwacji przyjelismy typowy czas naswietlania kliszy w
aparacie fotograficznym. Moze byc on jednak krótszy przy innych metodach pomiaru natezenia.
Po skorzystaniu ze wzoru na iloczyn cosinusów wyrazenie usrednione we wzorze (2) przyjmuje
postac

l I
- (E, 102cos [2wt+ (r, + r2) w/c+ ex, + ex2])+ - (10,102cos [(r, - r2)w/~+ ex, -ex2]),
2 2 _

gdzie ex, i ex2 zaleza odpowiednio od t, = t-r,/c i t2 = t-r2/c. Pierwszy usredniany skladnik
jest funkcja szybko oscylujaca w czasie, bowiem funkcja cos [2wt+ (r, + r2) w/c+ ex, + ex2]

przyjmuje wielokrotnie wartosci dodatnie i ujemne w czasie obserwacji (w ~ Ib's s-t, to ~

~ 10- 2 S !), a zatem jej srednia czasowa jest równa zeru. Wzór (2) przybiera wiec postac

A,A2 < ( r,) ( r2) [ w ( r, ) (' r2 )])I=I,+I2+--;;;;cEO E, t--z- 102 t--z- cos (r,-r2)-;+ex, t--z- -ex2 t--z-
(3)

Wykazalismy w ten sposób, ze wypadkowe natezenie obserwowane w typowym eksperYll}encie
Younga jest suma natezen I, i 12 pochodzacych od poszczególnych zródel oraz czlonu
iriterferencyjnego.
Wartosc czlonu interferencyjnego zalezy od sposobu zrealizowania doswiadczenia. Jesli zródla
S, i S2 swieca zupelnie niezaleznie, to funkcja ex,U,) przyjmuje wartosci nie zwiazane
z wartosciami ex2(2)' W f-ezultacie róznica ex, (f ,) - ex2(t 2) zmienia sie istotnie w czasie rzedu
10-'2 s. Czas obserwacji to ~ 10-2 s obejmuje znaczna liczbe "istotnych zmian", a zatem
na skutek obecnosci funkcji cosinus wyrazenie usredniane wiele, wiele razy zmienia znak i wartosc
srednia wynosi zero. W tym przypadku znika czlon interferencyjny i I = I,+ 12, O falach
wychodzacych z S, i S2 mówimy, ze sa niespójne. Z powyzszej analizy mozemy wyciagnac
wniosek, ze znikanie obrazu interferencyjnego nie jest jakas wewnetrzna cecha swiatla. Jest to
wynik okreslo!lY mozliwosciami aparatury pomiarowej, która usrednia szybkie fluktuacje
natezenia swiatla. Stwierdzenie, ze fale swietlne sa niespójne, czyli ze nie moga
interferowac, w istocie oznacza, ze aparatura pomiarowa nie rejestruje obrazów interferencyjnych
w czasach odpowiednio krótkich.
Aby w omawianym doswiadczeniu mozliwa byla obserwacja interferencji, nalezy tak
skonstruowac aparature, aby róznica ex, -ex2 nie zmieniala sie w czasie obserwacji. Mozna to
uzyskac w ten sposób, ze S, i S2 sa szczelinami lub otworami oswietlonymi przez punktowe
(bardzo maly otwór) pojedyncze zródlo. Wówczas fazy ex, (f,) i ex2(t2) fal w otworach S, i S2

zmieniaja sie przypadkowo, jednak ex, (f) = ex2(t). Obraz interferencyjny bedzie widoczny, jesli

, ex, (t- ~ ) -ex2 (t- ~ ) bedzie stale w czasie. Mozna to uzyskac, jesli róznica dróg optycznych

miedzy punktem obserwacji a dwoma zródlami (r~ - r; ) jest co najwyzej rzed~ l mm. Wówczas

bowiem róznica miedzy czasami (r- r: ) _ (r- r; ) jest mniejsza niz czas spójnosci

i ex, (r- 2) -ex2 (r- 2) jest wielkoscia prawie stala w czasie. Gdyby swiatlo byloc I c ,/
monochromatyczne, to funkcje ex(r) i E(t) bylyby stale. W tym przypadku nie mielibysmy
zadnego ograniczenia na rozmiar obrazu interferencyjnego, to znaczy prazki interferencyjne
widoczne bylyby w calej plaszczyznie ekranu. W rzeczywistosci skonczony czas spójnosci
ogranicza rozmiar obszaru, w którym obserwujemy obraz interferencyjny.
Inna mozliwosc daje uzycie do oswietlenia szczelin S, i S2 swiatla odpowiedniego lasera (rys. 2).
Mechanizm wytwarzania swiatla w laseue jest zupelnie inny niz w zródlach termicznych, bowiem
atomy nie promieniuja pojedynczo i niezaleznie od siebie. Wprost przeciwnie, istota swiecenia
lasera polega na zgodnym w fazie promieniowaniu wszystkich atomów. W tym przypadku
mozna teoretycznie uzasadnic, i jest to eksperymentalnie potwierdzone, ze amplituda E(r)

i faza ex(t) zmieniaja sie bardzo wolno, bowiem czas, w ciagu którego nastepuja ich istotne
zmiany, moze osiagac wartosc okolo ts ~ 0,1 s lub nawet wieksza w przypadku specjalnych
konstrukcji lasera. Wzór (3) okreslajacy wypadkowe natezenie swiatla pozostaje sluszny, ale
usrednianie nalezy przeprowadzic inaczej. Mianowicie w czasie obserwacji to ~ 10- 2 s wielkosci

E(t) i ex(t) mozna uwazac za stale i ~zór mozna przeksztalcic do postaci

Ry •. 2

B
1= 1,+ /2 + 2)11,12 cos [(r, -r2)w/c+ ex, -ex2]' (4)
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Tak wiec przy uzyciu swiatla lasera mozna latwo ogladac obrazy interferencyjne w
doswiadczeniu Younga; nie jest konieczne uzywanie pojedynczego zródla punktowego.
Okazuje sie równiez, ze zakres odleglosci szczelin S[ i S2, dla których obserwuje sie obraz
interferencyjny, jest znacznie wiekszy niz w przypadku termicznych zródel punktowych.
Przypadek opisany wzorem (4) odpowiada pelnej spójnosci fal wychodzacych ze szczelin SI
i S2' Maksymalna i minimalna wartosc natezenia I wynosza: Imax = (vI; + V/,)2, Imin =
= (vI;- - VI;)2. Wzór (3) natomiast w sposób zupelnie ogólny opisuje spójnosc czesciowa
swiatla, charakteryzujac w granicznych sytuacjach zupelny brak spójnosci (niespójnosc) i pelna
spójnosc.
W naszych rozwazaniach charakteryzowalismy swiatlo czasem spójnosci ts, to znaczy czasem,
w ciagu którego amplituda i faza fali pozostawaly wielkosciami stalymi. Czas ten zarówno dla
swiatla termicznego jak i laserowego byl dluzszy niz okres drgan fali swietlnej. Przy
wyjasnianiu powstawania prazków interferencyjnych w ,doswiadczeniu YoLlnga skorzystalismy
z faktu, ze czas spójnosci swiatla laserowego moze byc znacznie dluzszy niz czas spójnosci
swiatla termicznego. Analiza teoretyczna doswiadczenia Younga, jaka przeprowadzilismy, w
istocie dotyczyla zachowania sie sredniej wartosci iloczynu dwóch pól elektrycznych
<El (t)E2(t'». Ta wielkosc nazywana jest funkcja korelacji pierwszego rzedu. Istnieja
doswiadczenia, w których mierzy sie usrednione iloczyny wiekszej niz dwa liczby pól, na
przyklad <El (t1)E2 (t2)E3 (t3)E4(t4» - sa to funkcje korelacji wyzszego rzedu. Na podstawie
tych doswiadczen mozna wykazac, ze swiatlo lasera i swiatlo termiczne róznia sie nie tylko
czasem i obszarem spójnosci.
W artykule tym przy omawianiu pojecia spójnosci pierwszego rzedu wprowadzilismy
usrednienie, bowiem amplituda i faza fali swietlnej zmieniaja sie w sposób przypadkowy. W ten
sposób uwzglednilismy statystyczne cechy fali swietlnej. W doswiadczeniach, w których mierzy
sie funkcje korelacji wyzszych rzedów wykazuje sie, ze statystyczne wlasciwosci swiatla
termicznego i laserowego istotnie sie róznia.
Na zakonczenie podkreslimy jeszcze, ze cechy statystyczne pola swietlnego w inny i istotnie

, glebszy sposób sa powiazane z kwantowymi wlasciwosciami swiatla. Prowadzi to do takiej
interpretacji wprowadzonego wyzej pojecia spójnosci swiatla, w której podstawowa role graja
szybkosci zliczen fotonów .

.••••• Rozwiazanie zadania F 92. Kolejne ladowanie kondensatorów i polaczenie w baterie pozwala uzyskac napiecie 2 8~~ zas ich równoczesne ladowanie tylko 8. Pozostaje wiec manipulowanie zródlem i polaczonymi kondensatorami.
Rozwazmy przypadek p~zedstawiony na rysunku. Napiecie na kazdym z kondensatorów wynosi 8. a róznica
potencjalów na otwartym wylaczniku równa jest (fA - flJB= 8. Dlatego tez zamkniecie: wylacznika spowoduje
przegrupowrlnie ladunku na kondensatorach. Kondensator 2 doladuje sie i napiecie na nim przekroczy ó, natomiast
kondensator 1 ulegnie czesciowemu rozladowaniu. Wystarczy teraz ponownie naladowac kondensator l do napiecia 4
i powtarzac te operacje az do chwili, gdy napiecie na kondensatorze 2 bedzie dostatecznie hlishe wartosci 28.
Laczac wtedy kondensatory w szereg róznoimiennymi okladkami otrzymuje sie baterie o pozadanym napieciu.

Dokonajmy teraz rozwazan ilosc1owyc~ Niech kondensatory l i 2 maja odpowiednio pojemnosci CI i C1. napiecia

przed i-tym doladowywaniem uV-l) =4,u~i-l)orazladunkiqV-l) = cllf, q~i-l) = C1U~i-l).
Z zasady zachowania ladunku dla zakreskowanego obszaru wynika zwiazek

q\')+q~') = q\i_l)+q~i_l) = CI8+C1U~'~1).

który po wyrazeniu ladunków przez napiecia i pojemnosci ma postac

clu\')+C1U~') = CI8+C1U~I-1).

Z rozkladu potencjalu wzdluz obwodu wynika:

4+U\I)-U~') = O.

Rozwiazujac uklad równan (I), (2) uzyskuje sie rekurenoyjny wzór na napiecie kondensatora 2:

{(I) _ 2 c, "+ C2 (1-1)

Uz - ---0 ---U2
Cl+C1 C.+C1

U~O) = 4.
Ze wzoru tego mozna wyznaczyc przyrost napiecia podczas i·tego doladowywania

I.ó.U~I)= U~i)_U~i._l) = (_~).111~1_1)

CI +('2

L\u~l)= _C_I_/f.
CI +C2

Widac stad, ze przyrosty napiec tworza ciag geometryczny o ilorazie q = -_:..:..
CI +C2

Napiecie po N operacjach doladowywania otrzymamy sumujac l\' wyrazów tego ciagu

u~N)= cf+ .t:. t>.u~')= [2- (-cf-)NJ /f.
1=1 -+1

C2

Z zaleznosci tej wynika, ze:

]0. lim u~N) = 28. co potwierdza rozwazania jakoscio\.\<c.
N_oo

2°. szybkosc narastania jest tym wieksza, im wieksza jest wartosc ilorazu ("l/CJ-

\V praktyce rzadko zalezy nam na wysokim napieciu na baterii kondensatorów. Czesciej c.hodzi o to. zeby energia
badz ladunek wyzwalane podczas rozladowywania byly jak najwieksze. Czy wtedy równiez najlepszy efekt
otrzymamy przy duzym stosunku cdc)?

9
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Rys. 4

Posadzki z pieciokatów

Mozemy jednak zapelniac plaszczyzne przystajacymi
pieciokatami nieforemnymi i otrzymamy tez ladne
desenie. Na rysunkach l, 2, 4, 5 i 6 widzicie jak to
robic, majac juz narysowane siatki kwadratowe,
trójkatne czy szesciokatne. Mozemy tez wypelnic
plaszczyzne kwadratami i trójkatami równobocznymi,
a uzyskana tak siatke przerobic na pieciokatna, tak jak na
rysunku 7 albo 8. Nie tak jednak jak na 9; tam zawsze
sie cos zatnie.

Czy potraficie ukladac obok siebie kwadratowe kafelki,
tak, by zapelniac nimi równomiernie plaszczyzne? Na
pewno tak, to zadna sztuka. Nie trzeba tez wiele myslec,
aby udalo sie to z równobocznymi kafelkami
trójkatnymi, a nawet z foremnymi szesciokatnymi
(rys. l). Gdy kafelki beda pieciokatne i foremne, zawsze
przy ukladaniu bedziemy musieli "sztukowac" (np. jak na
rysunku 3).

Rys. 7

Rys. 2

mala della

Rys. 3

Rys. S

Rys. I

Rys. 6 Rys. 8 Rys. 9
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Rys. 11

Choc pieciokatami foremnymi zapelnic plaszczyzny sie nie
da, mozemy uzyc równobocznych - nietrudno przerobic
tak desenie z rys. 4 i 7. Pomyslcie, jak to zrobic za
pomoca pieciokatów z rysunków 12 i 13. Mozaiki
zlozone z pieciokatów równobocznych o katach 80°,
1600,60°, 140° i 1000 (rys. 14) widzicie na rysunkach 15
i 16. Zwróccie uwage, ze niektóre kafelki sa odwrócone.
Nie umiemy sklasyfikowac wszystkich posadzek zlozonych
z przystajacych pieciokatów (nawet wypuklych), choc juz
w 1968 roku R. B. Kershner sadzil, ze rozwiazal ten
problem do konca. W 1975 roku Marjorie Rice,
amatorka-matematyczka z Kalifornii, wskazala kilka
rozkladów pominietych przez Kershnera, a potem
okazalo sie, ze jego lista ma i wieksze braki. Lepiej
(wlasciwie do konca) zbadane sa posadzki szesciokatne.
A moze znajdziecie desenie zlozone z przystajacych
siedmio-, osmio-, ... , katów? Czy dostrzezecie taki desen
na rysunku 17? Nie próbujcie tylko skladac posadzki
z przystajacych wielokatów wypuklych o siedmiu czy
wiecej bokach. Na pewno nie wyjdzie.

"Posadzka" z rysunku 8 da sie otrzymac i w inny ciekawy
sposób: przez nalozenie na siebie dwu siatek
szesciokatnych (rys. 10).

Rys. 13. Tutaj katy sa takie:

lA + B = 2", 2D + C = 2", co w

przyblizeniu daje:
A = D = 130°39',
B = C = 98°42', E = 81°18'

Rys. 12. Katy tego pieciokata

równobocznego spelniaja
zaleznosci

2B+C = 2", 2D+A = h.
W przyblizeniu A = 89° 16',
B = 144°32'30", C = 70°55',
D ~ 135°22', E = 99°54'30"

/\AU
Rys.14

Rys. 15

Rys. 17

tt
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Jednym z najprostszych zjawisk zwiazanych z, tak powszechnym w przyrodzie,
ruchem falowym jest zalamanie fali. Zjawisko to ma miejsce, kiedy fala pada na
granice dwóch osrodków, w których fale rozchodza sie z róznymi predkosciami.
Dla fali elektromagnetycznej, np. fali swietlnej, zmniejszenie predkosci przy
rozchodzeniu sie w os~odku w porównaniu z predkoscia w prózni jest wynikiem
nalozenia sie fal wysylanych przez pobudzone do drgan chmury elektronowe
atomów, z których zbudowany jest osrodek i fali padajacej. Im wieksza jest
gestosc osrodka, tym wieksza modyfikacja fali padajacej, a wiec mniejsza predkosc.
W przypadku fal sprezystych, np. fal dzwiekowych, o predkosci decyduja
wlasnosci mechaniczne osrodka.

Kiedy grzbiet fali dobiega do powierzchni, na której nastepuje nagle
zmniejszenie predkosci, jeden jego koniec osiaga te powierzchnie wczesniej niz
drugi (rysunek). Na jednym krancu predkosc zmaleje zatem wczesniej niz na
drugim, co spowoduje zmiane kierunku przesuwania sie grzbietu, podobnie jak
zmienia kierunek kolumna piechurów, kiedy jeden koniec kazdego rzedu zwolni
marsz.
Z latwoscia wyobrazicie sobie teraz, jak przebiega to zjawisko, kiedy miedzy
()srodkami nie ma ostrej granicy i predkosc rozchodzenia fali zmienia sie plynnie.

""Wnioski mozecie sprawdzic w prostym doswiadczeniu. - .
Na dno duzego naczynia o przezroczystych sciankach nasypcie równa warstwe
cukru, a nastepnie zalejcie go ostroznie woda (tak, zeby caly czas lezal na dnie).
Powolne rozpuszczanie sie cukru spowoduje, ze gestosc roztworu bedzie duza na
dnie i coraz mniejsza wyzej. Na tak przygotowany roztwór skierujcie waska
wiazke swiatla z projektora. Zagiecie promienia w kierunku dna akwarium jest
wynikiem ciaglej zmiany gestosci cieczy, a co za tym idzie, predkosci
rozchodzenia swiatla.
Zjawisko to, zwane refrakcja, powoduje wiele, czesto zaskakujacych, efektów.
Mozemy je zaobserwowac w atmosferze, poniewaz temperatura, a wiec i gestosc
powietrza zalezy od wysokosci nad powierzchnia Ziemi. A oto niektóre z nich:
1. Na znacznych wysokosciach powietrze jest rozrzedzone; jego gestosc rosnie
przy zblizaniu sie do powierzchni Ziemi. Wywolane tym zagiecie promieni
slonecznych, a takze swiatla innych cial niebieskich powoduje, ze pojawiaja sie one
nad horyzontem przed ich rzeczywistym wschodem i sa widoczne przez pewien
czas po zachodzie. Wydluza to dzien o kilka minut. A co jest przyczyna
splaszczenia tarczy slonecznej, gdy o zachodzie zbliza sie do horyzontu?
2. Dla niewielkich odleglosci od powierzchni Ziemi (w troposferze
rozciagajacej sie do 20 km) ze wzrostem wysokosci temperatura powietrza
zazwyczaj spada. W zwiazku z tym predkosc dzwieku w poblizu Ziemi jest
wieksza niz w wyzszych warstwach atmosfery. Fale dzwiekowe pochodzace ze
zródla umieszczonego na niewielkiej wysokosci zakrzywiaja sie ku górze ..
Dlatego prawie nigdy odglosy gromów nie sa slyszalne z odleglosci wiekszej niz

25 km i blyskawicy Vie zawsze towarzyszy grzmot.3. Czasami w tropos'ferze temperatura rosnie z wysokoscia (tzw. inwersja
temperatury). W lecie zdarza sie to tylko podczas bezchmurnych
nocy na wysokosciach siegajacych kilkudziesieciu metrów. W zimie natomiast
temperatura moze rosnac z wysokoscia takze w ciagu dnia, przy czym w nocy
wzrost ten siega kilkuset metrów ponad Ziemie. Powoduje to zaginanie f.al
akustycznych do dolu, co sprzyja rozprzestrzenianiu sie dzwieku na duze
odleglosci. Najlatwiej mozna zaobserwowac to zjawisko nad jeziorem po
zachodzie slonca, bo woda parujac (wymaga to znacznych ilosci ciepla)
ochladza otaczajace powietrze. Zasieg dzwieku w tym przypadku moze sie jeszcze
zwiekszyc w wyniku wielokrotnych odbic od powierzchni wody.
4. Inwersja temperatury odgrywa takze duza role w rozchodzeniu sie
ultrakrótkich fal radiowych i powoduje, ze stacje telewizyjne moga byc odbierane
daleko poza obszarem "widzianym" z masztu anteny.
5. W kilku miejscach na kuli ziemskiej, nad morzem o zachodzie slonca wylaniaja
sie zza horyzontu kontury gór czasami tak wyrazne, ze mozna odróznic
poszczególne wierzcholki. Sa to obrazy bardzo odleglych prawdziwych gór, które
staja sie widoczne dzieki refrakcji.
6. Innego typu zludzenia powstaja w pustyni albo nad rozgrzana droga w upalny
dzien.- W tym przypadku temperatura maleje z wysokoscia bardzo szybko
i promienie idace od blekitnego nieba zaginaja sie w kierunku obserwatora tak, ze
widzi on obraz nieba w pewnej odleglosci przed soba,
Na rysunku obok widzicie kilka innych, zwielokrotnionych obrazów powstalych
na skutek refrakcji w atmosferze. Spróbujcie odgadnac jak, w kazdym
przypadku, zmienia sie temperatura powietrza z wysokoscia. Podobnie badajac
"obrazy" trzesien ziemi i wywolanych sztucznie wstrzasów podziemnych
odgadujemy budowe wnetrza naszej planety ..
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Pierwszy Rentgen Labedzia

Mgr Wlodzimierz KLUZNIAK

Labedz. Czarny, skarlaly trup gwiazdy, która w prehistorii runela pod wlasnym ciezarem,
pozera swojego gigantycznego sasiada. Lecz nie doszczetnie. W agonalnych blyskach
przepadajaca w czelusciach materia zawiadamia o swym losie cala Galaktyke. W chwili, gdy

strumien twardych fotonów ratujac sie przed zaglada, wyruszyl w kierunku Ziemi, otóz w tej
wlasnie chwili czlowiek po raz pierwszy w historii doi zwierze udomowione - jutro nada nazwe
Drodze Mlecznej. Rozpoczal sie neolit.

,Piec tysiecy lat pózniej polowe podrózy wskazuja wycelowane w niebo ostroslupy piramid. Lecz
Labedzia na niebie dostrzegamy dopiero z grecko-rzymskiego wybrzeza Morza Sródziemnego po
dalszych lat dwu i pól tysiacach i tylez samo przed rozpoczeciem ostatnich przygotowan -
a trwaly one lat siedemdziesiat.
W 1895 r. Roentgen stwierdza zaczernienie nie naswietlonej kliszy, Marconi buduje radio,
Einstein wstepuje na ETH w ZUrichu. Szesc lat pózniej swiat poznaje sta'la Plancka, rodzi sie
Heisenberg. W ]939 r. J. Robert Oppenheimer dokonuje syntezy mysli Einsteina i Heisenberga 
pokazuje, ze gwiazdy neutronowe i czarne dziury moga istniec. Szesc lat pózniej swiat poznaje
inny owoc syntezy Oppenheimera - ginie Hiroshima. Pozostalo tylko czekac na dziela Koroliewa
i Wernera von Brauna.

W 1965 roku amerykanska rakieta badawcza odkrywa Pierwszy Rentgen Labedzia. Szesc lat
póznicj z Kenii, kolebki ludzkosci, startuje satclita Uhuru (Niepodleglosc). Stwierdza nagle
stwardnienie rentgenowskiegQ....widma Labedzia, jednoczesnie do Ziemi dociera front fali radiowej
pozwalajacy czaszom radioteleskopów wskazac dokladne polozenie zródla. Na mapach nieba
naniesiono pozycje Cygnus X-I.
Czas juz przedstawic rozumowanie Oppenheimera dotyczace smierci i ostatnich dni zycia gwiazd.
Przedtem wszakze wyjasnijmy. dlaczego Slonce - olbrzymia kula goracych gazów - nie zapada
sie pod wlasnym ciezarem. Dbtego, ze w jego sercu zachodzi ciagly wybuch bOKlby wodorowej;

wydziela sie bezustannie energia. Cisnienie promieniowania i cisnienie kinetyczne gazu wywolane
gradientem temperatur doslownie rozsadza od srodka gwiazde równowazac sily grawitacji. Ale
z czasem caly wodór we wnetrzu wypali sie pozostawiajac po sobie "popioly" helowe. Czy
stygnac Slonce zamieni sie w duzego Jowisza, cialo stale otoczone ciecza i gazami? W zadnym
wypadku. Po pierwsze, gwiazda zapadajac sie w sobie (po ustaniu podtrzymujacych ja reakcji
termojadrowych) rozgrzewa sie - wyzwalaja sie ogromne zasoby potencjalnej energii
grawitacyjnej; jednoczesnie rosnie jej gestosc i poteznieja sily ciazenia.

F

m

GM(r) 4 3M(r) = -nr (!.
3

F/rn - sila ciazenia oddzialujaca na jednostke masy w punkcie kuli odleglym o r od jej srodka,
M(r) - masa zawarta w kuli o promieniu r, e - gestosc gwiazdy.
W koncu cisnienie i temperatura wzrosna do wartosci wystarczajacych do syntezy wegla z helu 
gwiazda odzywa, proces zapadaniajest powstrzym~ny dopóki nie wypali sie hel. Lecz wreszcie
cale zasoby energii termojadrowej wyczerpia sie, wygasnie ostatnia z mozliwych reakcji, co
wtedy? Dlaczego gwiazda nie moze zamienic sie w chlodna kule wegla, magnezu czy zelaza?
Przeciez czujemy pod stopami ziemie - nie zapada sie ona ani pod wlasnym, ani pod naszym
ciezarem.
Otóz Ziemia sklada sie z ciasno, w gruncie rzeczy, upakowanych atomów. Rozmiary jej
okreslone sa liczba tych atomów i ich wielkoscia. Wielkosc zas atomu jest wlasciwie wyznaczona
przez zasade nieoznaczonosci Heisenberga: iloczyn fluktuacji pedu czastki i fluktuacji jej
polozenia jest rzedu stalej Plancka, f'l.p . f'l.x;' n ~ 10- 34 dzul· sekunda. Istotnie, energia
elektronu w atomie wodoru dana jest klasycznym wzorem

. 2 e1
E= ~--~

2m r

p - ped elektronu, r - jego odleglosc od jadra; stale e i m to odpowiednio ladunek i masa
elektronu. Czytelnik zechce sie przekonac, ze E przyjmuje minimalna wartosc dla promienia
"orbity" elektronu r = aD = n2f(m e2) ~ 0,5 X 10-' o m, przy zalozeniu ze ped i polozenie
elektronu zwiazane sa zwiazkiem zgodnym z zasada Heisenberga, tzn.·pr = n (wszak promien
atomu okresla zakres mozliwych fluktuacji polozenia elektronu).
Widac od razu, ZC (niemala) praca wykonywana przy sciskaniu atomu idzie na zwiekszenie
energii kinetycznej elektronu. Ma to kapitalne konsekwencje. Wyobrazmy sobie, ze byloby
mozliwe takie schlodzenie jadra wygaslej gwiazdy, ze. zamienialoby sie ono w peczniejacy krysztal
np. wegla. Niestety nie otrzymamy ta droga poteznej diamentowej kuli - juz wkrótce atomy
tego diamentu beda poddane tak wysokiemu cisnieniu (masa Slonca ~ ]0'0 mas Ziemi!), ze
zostana zmiazdzone; elektrony zamykane w coraz ciasniejszym obszarze nabiora tak wielkich
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Rozwiazanie zadama M 260. Dowolna
prosta prostopadla np. do p odbIjamy
symetrycznie wzgledom a i wzgledem T.

W przecieCiu obrazów znajduje sie
wierzcholek poszukiwanego trójkata.
Opisany przepis moze jednak zawiesc
(kiedy?). Wówczas zmieniamy p na a i uda
sle.na pewno.

pedów, ze uwolnia sie od przyciagajacego dzialania jader --:...wystrzela jak z procy. Krysztal

atomowy roztopi sie w ciecz swobodnych elektronów i jader. Gwiazda bedzie ~adac sie dalej,
niedlugo wszakze napotyka ponownie przeszkode Heisenberga.

Gaz swobodnych elektronów wywiera, niezaleznie od temperatury, nawet w zerze bezwzglednym
cisnienie. Juz w szkole sredniej ucza nas, ze cisnienie gazu doskonalego jest proporcjonalne do n,
liczby jego "atomów" w jednostce objetosci, do sre~niej predkosci "atomów" v i ich sredniego
pedu p: .

p = kn v p, gdzie k jest liczba bliska jednosci.

W naszym przypadku "atomami" sa elektrony. Dla niezbyt wielkich predkosci mozna stosowac
nierelatywistyczny wzór p = mev, skad znany zwiazek

p2
p ~ n' mev1 = n - ~ n' Ekln.

me
Q

(Dla gazów rozrzedzonych srednia energia kinetyczna jest rzedu temperatury pomnozonej przez
stala Boltzmanna, co przy uwzglednieniu równosci n = N/V daje oczywiscie PklnV = NkT;
cisnienie tu wystepujace nazywamy kinetycznym).

W jednostce objetosci jest n elektronów, nieoznaczonosc polozenia elekttonu jest zatem rzedu
n-1/3 i ped p ~ h/r ~ hnl/3• Przy niewielkich gestosciach i p jest niewielkie, zatem

p2 h2
P ~ n-- ~__ n5/3 I"'W eS!3.

me me

Przy wielkich gestosciach pedy sa olbrzymie i elektrony poruszaja sie praktycznie z predkoscia
swiatia (v = c). Mamy od razu

p ~ ncp ~ h c n4/3 ~ e4/.3•

.Widzimy, ze w obu wypadkach to tzw. cisnienie degeneracji nie zalezy od temperatury i rosnie
ze wzrostem e szybciej od cisnienia kinetycznego (Pkin ~ e T), a wiec musi odgrywac przy
znaczniejszych gestosciach role dominujaca.
Dla pewnego zakresu mas gwiazdy cisnienie degeneracji elektronów równowazy sily grawitacji _
powstaje i istnieje bialy karzel, w kazdym jego cm3 miesci sie 100 kg materii, Slonce miesci sie
w rozmiarach Ziemi. Im masywniejszy bialy karzel, tym mniejszy (wieksze cisnienie - wieksza
gestosc - mniejsza objetosc).
Powyzej 1,4 mas Slonca (ta granica Chandrasekhara nie uwzglednia mozliwosci bardzo szybkich
obrotów ani mozliwosci wystepowania bardzo. silnych pól magnetycznych) karzel nie moze juz
zniesc wlasnego ciezaru, zapada sie "pod ziemie". Elektrony, nie mogace istniec w takim tloku

. (zakaz Pauliego) lacza SIez jadrami, te zas lacza sie ze soba, powstaje gesta zupa

neutronowa. Tu po raz ostatni moze interweniowac Heisenberg, trzeba tylko zastapic me w (l)
blisko 2000 razy wieksza masa neutronu. Gigantyczna kropla zupy przestaje sie zapadac w sobie,
z wierzchu pokrywa sie skorupa.
Gwiazdy neutronowe sa male (promien -10 km), ich gestosc siega 1014 g/cm3•

Obse~wowane sa jako tzw. pulsary, wirujac blyskawicznie wokól swej osi, promieniowaniem
wysylanym z malego obszaru powierzchni omiataja kosmos niczym latarnia morska. Nie ma

pewnosci, jak bardzo moga byc masywne. Górna granica ich masy mvsi hl'c jednak mniejsza od
3 mas Slonca. I to jest klucz do czarnej dziury. Gwiazdy masywniejszej, o 'ile nie znajdzie ona
sposobu na pozbycie sie nadwagi (np. w eksplozji supernowej), nic nie powstrzyma, zapadnie sie,
skurczy, sczernieje. To samo spotka gwiazde, na której barki spadnie zbyt wielki ciezar
przyciaganej przez jej pole grawitacyjne materii - zewnetrznych warstw poruszajacej sie po
ciasnej orbicie sasiadki, gwiazdy, z która stanowi uklad podwójny. Gdy masa krytyczna
zostanie przekroczona, nie pomoze juz nic, nawet pancerz JOl 7 razy sztywniejszy od stali -
czyli krystaliczna skorupa gwiazdy neutronowej. Powstaje czarna dziura.
Przy okazji zastanówmy sie, ile energii wyzwala sie przy spadku materii na zwarty obiekt, jak to

sie dzieje w wielu ukladach podwójnych. Juz w wypadku gwiazdy neutronowej GMm/r siega
30% energii spoczynkowej (mc1) spadajacej masy m (G ~ 7, JO-11 J m/kgl, c ~ 3 . J08 m/s,
MSlonca ~ 2· 1030 kg, rgw.neul. ~ 5· 103 m). Jest to proces wielekroc wydajniejszy od dowolnej
reakcji jadrowej! Nic dziwnego, ze w takich warunkach ma miejsce potezna emisja
promieniowania rentgenowskiego .

. M
Czarna dziura jest calkiem nieduza, jej promien to 2,95 --*- km. Nie pamieta swej

" MO
przeszlosci, zatracila tozsamosc; wszystkie jej wlasnosci sa okreslone trzema liczbami: masa,
ladunkiem elektrycznym i momentem pedu.
Wszystko, co zblizy sie zanadto do czarnej dziury, niknie bezpowrotnie pod jej horyzontem,
lacznie ze swiatlem. Jej samej nie widac nawet z bliska. Trzeba bylo calego doswiadczenia
astronomii, by dojrzec ja z odleglosci 10 000 lat swietlnych. Oto przeslanki:
l) W znanych juz okolicznosciach okreslono polozenie na sferze niebieskiej zródla
rentge.nowskiego Cygnus X-I. Pokrywa sie ono z polozeniem gwiazdy widocznej w nodze
Labedzia golym okiem, zaksiegowanej niegdys pod numerem HDE 226868. Jej widmo
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wskazuje, ze to nadolbrzym typu B, goraca niebieska gwiazda; skoro tak, to jej obserwowana
jasnosc wskazuje na oddalenie podane wyzej. Moglaby to tez byc mala gwiazda niedawno
odkrytego typu HZ 22 o podobnym widmie, wtedy lezalaby calkiem niedaleko, okolo 600 lat

swietlnych stad (fatalne dla hipotezy czarnej dziury). Ale nie jest, jej(obserwowany kolor jest
zólty, zatem jej swiatlo musialo przejsc przez znaczna ilosc materii; "rozpraszajacej wszak

blekit - efekt widziany codziennie na niebie. Badanie gwiazd lezacych w tym samym
kierunku co HDt 226868, których typ widmowy i odleglosc wyznaczono bezspornie,

w~kazalo u nich mniejsze poczerwienienie, a wiec sa one blizej nas. HDE 226a68 musi byc
odleglejsza od najdalszej z nich - lezacej w odleglosci 4500 lat swietlnych - zatem
faktycznie jest to nadolbrzym widziany z odleglosci 10 000 lat swietlnych!
2) Widmo tego nadolbrzyma wykazuje periodyczne przesuniecia Dopplera. Gwiazda ta, o masie
30 mas Slonca krazy wo/.\ól niewidoczl)ego towarzysza. Z analizy ruchu wynika, ze towarzysz
ma mase 5 -:-6 mas Slonca.
3) Materia nadolbrzyma spada na towarzysza - widac to po liniach emisyjnych wodoru i helu,
których przesuniecie dopplerówskie jest inne niz widma samego nadolbrzyma.
4) Widmo rentgenowskie Cygnus X-l wykazuje zmiennosc nawet w skali milisekund. Oznacza
to, ze obszar wysylajacy promieniowanie X ma rozmiary najwyzej milisekundy swietlnej,
0,5·1O'-3sx3·108mfs=150km .. "

5) Wedlug obecnego stanu wiedzy nie ma tak zwartych i zarazem tak masywnych obiektów
innych niz czarne dziury.
Trwaja poszukiwania krewnych Labedzia X-l. Jak dotad - jest tylko paru niezbyt pewnych
kandydatów.

Patrz w niebo
Znowu wysoko na niebie wznosi sie wieczorami znany juz chyba wszyst~im Wolarz (który
zawsze bardziej przypomina mi maczuge) z jasna gwiazda Arkturem (która dla mnie oznacza
rekojesc), o której pisalismy równo rok temu. Obok - diadem tworzacy konstelacje Korony
Pólnocnej (Corona Borea/is).
W tym bardzo malym gwiazdozbiprze, majac dobry wzrok i odrobine szczescia (obiekt jest 6
wielkosci gwiazdowej przewaznie) mozna dostrzec jedna z ciekawszych gwiazd naszego nieba.
Najjasniejsza zmienna gwiazda w danej konstelacji przewaznie nazywa sie zwyczajowo R, tak
wiec i ta, o której przed chwila wspomnielismy, odkryta przez Anglika E. Pigotta w 1795 r.,
zostala ochrzczona R Coronae Borea/is (R erB). (SCisle mówiac, litere R (a potem S, T itd.)
otrzymaly najczesciej odkryte gwiazdy zmienne w poszczególnych gwiazdozbiorach)
R CrB co pare lat nagle wielokrotnie slabnie"- czasem lO-krotnie, a czasem 10 tysiecy razy.
W swoim minimum nie przebywa przewaznie dluzej niz kilka miesiecy, po czym powoli
wraca do swojego normalnego stanu. Gwiazda" ta jest czesto nazywana "zmienna

idealnie nieregularna", poniewaz momenty spadku jasnosci "nie trzymaja sie" zadnych
zaleznosci, oprócz jednej: dlugosc okresu miedzy dwoma spadkami jasnosci jest czysto
przypadkowa.
Obecnie znamy okolo 70 gwiazd zachowujacych sie w podobny sposób oraz majacych wiele
innych, wspólnych i ciekawych cech. Jedna z takich cech jest fakt, ze atmosfera R CrB i innych
obiektów tej klasy sklada sie w blisko 70% z wegla (!). Sklad chemiczny atmosfery naprowadzil
w latach trzydziestych wloskiego astronoma E. Lorete na pomysl, który pozwolil mu zbudowac
"model" R CrB, który to model w najgrubszym zarysie utrzymal sie do dzisiaj.
Otóz wegiel bedacy w atmosferze gwiazdy jest powoli wyrzucany w przestrzen dzieki

mechanizmowi tzw. wiatru gwiazdowego (znanego nam m.in. ze Slonca). Temperatur!l
oddalajacego sie od gwiazdy wegla maleje, co pozwala mu w pewnej odleglosci krystalizowac.
Powstaje otoczka pylu grafitowego, która powoli grubieje. Utrzymuje sie ona mniej wiecej
w stalej odleglosci od gwiazdy dzieki równowadze sily przyciagania grawitacyjnego i cisnienia"
wywieranego przez fotony wyswiecane przez gwiazde. W pewnym momencie wewnetrzna czesc
otoczki jest juz tak gruba, ze nie przepuszcza dostatecznie duzej ilosci fotonów potrzebnych do
podtrzymania czesci bardziej odleglej. I nagle równowaga sil zalamuje sie i caly grafit spada na
"powierzchnie" gwiazdy, stajac sie jeszcze bardziej gestym, niepr'lezroczystym i powodujac silny
spadek jej jasnosci. Wnetrze atmosfery, nie chlodzone przez opuszczajace ja fotony rozgrzewa sie,
opadly pyl zamienia sie w gaz, nastepuje powoli wzrost cisnienia promieniowania na atomy.
miedzy innymi wegla i caly proces zaczyna sie od poczatku.
Model ten w ciagu kilkudziesieciu Jat ulegal wielu powaznym i szczególowym modyfikacjom,
jednak jego trzon pozostaje do dzisiaj "linia pertyjna" wyjasniania zmiennosci gwiazd typu
R Coronae Borealis.

mgr Tomasz CHLEBO WSKI
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KTO WYMIERZY
URSYNÓW?

O DZIELENIU ALBO DYWIZYI
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Postaw lewa pod lewa w liczby rozdzielaniu

Nasladujac Chrzescian, nie zydów w pisaniu

A od nich poczynajac, Kwotusa pierwszego

Szukaj i multyplikuj przezen Dzielacego

Toz produkt z podzielnego wyjmij: a pódz z Resta

Dla wtórego Dzielnika, pod linijke prosta

I przystaw note z której produkt nic nie wyjal

Z podzielnego ze reste, zeby ja w rzad przyjal

Nowy podzielny: z resty i niejze zlozony.

A ten charakter ma byc kom ma naznaczony.

Pomknij potem Dzielnika jedna liczbe nizej,

Szukaj Kwota wtórego, jakos czynil wyzej:

Produkt gdy równy wyjdzie, albo blizko mniejszy

Podzielnemu: Wieleraz przypadl najpewniejszy.

Chce Wieleraza produkt wiekszy pomniejszego

Gdy nie mozesz produktu wyjac z podzielnego,

Ilekroc zas Ostatek jest ró.wny lub wiekszy,

Od Dzielnika samego; Wielerazjest mniejszy.

Powyzszy opis zaczerpnelismy (i uzupelnili przykladem liczbowym) z ksiazeczki "Geometra
Polski" Stanislawa Solskiego, wydanej w I 683 roku - a wlasciwie z wydanego w 1863 r.

przedruku.

Po wylozeniu Jeometryi teoretyczn~y
w klassie IV: X. Wolicki Professor

Matematyki dla zastosowania teoryi do
praktycznego wymiaru na gruncie wymierzyl

z Uczniami za pomoca stolika Wies Grochów
z przyleglcmi polami. Przekonawszy

Uczniów o niedogodnosci w wielu

przypadkach tego narzedzia. okazal

w praktyce obszernieyszy uzytek Bussoli

i Katomiaru, któremi narzedziami
wyznaczyl polozenie Wsi Gaclawia, tudziez
znakomitsze gmachy Warszawy ze strony
Wschodniey widziane. Plany tych trzech

dzialan okaza Uczniowie.
(z programu popisu publicznego uczniów

szkoly ksiezy pijarów w Warszawie. 1819 r.)

Zapomniana jednostka

TRALES wódka na 45 tralesów (stopni).

Od nazwiska wynalazcy alkoholometru,
Trallesa.

Julian Tuwim, Polsk{ slownik pijacki

Oto jeszcze algorytm na wyciaganie pierwiastka kwadratowego.

O WYCIAGANIU SCIANY KWADRA TOWEJ Z LICZBY DANEJ.
RAD/C/S QUADRAT AE.

Geometra chcac Sciane wyciagac Kwadratu,

-y'213444 = ?

Uzywa na te trudnosc, tego apparatu.

Od prawej reki dzieli po dwa charaktery;

21 134144

21134144

KaCIk czytelniczy

Rozum ludzki jest substancja i poczatkiem
wszystkich nauk mat.ematycznych, stad,
jesli czlowiek sadzi zdrowo o rzeczach
dajacych sie obliczyc i wymierzyc, moze
przyjsc z czasem do pojecia i wykonyy,ania
dziel mechanicznych.

Daniel Defoe .. Robinson Kruzoe"

prze!. Józef Birkenmajer

Lewy Wydzial, moze miec jedne, dwie litery.

Tego Sciane najblizsza za Luneta stawia
"

Produkt jej bierze z Dzialu: i Rescie przystawia

Drugi najblizszy wydzial:

21 134144
16

"534

4

4

duplikuje Kwota:

Duple pisze pod nowym Podzielnym, by nota

Prawa, padla pod lewa, wydzialu wtórego

21134144
16

5 34
(8)

4

2·4 = 8

Szuka Kwota dalszego

w literach górnego

53 : 8 = 6'f;)~UIOM'l!ppf :>~!M-e
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On za lunka i dupla sciany wypisuje

21 134144
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5 34
(8)

4

2·4 = 8 86
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86· 6 = 516

Produkt odejmuje;

Mnozy przezen Dzielacy:

46

4 I 86
2 6
if 516

21 134144
16

5 34
5 1618 44

Z Resta laczy dzial trzeci:

Kwota duplikuje

Calego:

cztery wiersze blizsze replikuje,

2'46=92

34
16
18 44
(9 2)
18 44

O

922
2

1844

184: 92 = 2

462

4 86
2 6- -
8 516

21 134144
16
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Oczywiscie, odnowa dokonujaca. sie ViI'

nasz.ej brojlerni bylaby nlepelna, gdyby
sllY nie naprawili krzy'ltd. wyrzaazonych tym

I najbardl,iej 1aslu:6onych, którzy pacli
o1iara·

NASZ WYW lAD

l"\
,.";"'1::v\
~ \

Tak, miedzy innymi 1 1~3b~2.
--~; ..

.)o ;, ~

Trzymano go z. aala od jego roa. inne j
brojlerni, tuczac najlepsza import,owana

pasza tresciwa i od czasu do czasu
pok.azywano publicznie.

,.,.!..••
.Y"

Oczywiscie, taka dieta i taki tryb zycia
musi doprowaaz i6 do oti:u8zczenia impon

<1erabili6w. A poza tym nie pokazywano go

aostattocznie czesto.

Tyle razy, ile jest parzystych wydzielnych,
Wedlug geometrycznych Regul, nieomelnych.
Resta cala po Scianie nad linijka stawa;
Dwójsciana, z jednym, niby Frakta, pod nia dawa.
Próba·) sciany jest pewna, gdy Sciane wprowadzisz
W onez sama; Rest przydasz, a dana wysadzisz.*)

[* Kolejne cyfry znajdowane moga byc za duze; jesli odejmowanie ("Produkt odejmuje") nie da sie
wykonac, to trzeba cyfre zmniejszyc o I]

Fascynujacy wierszowany opis sposobu wyciagania pierwiastka 3 stopnia zamiescimy w innym
numerze.

Tak, teraz jest szcaesliwy, :te jest wsród.
nas 1 liDze S.l.U:l.YC swym talentem i cos.
w iadczeniem.

Wspólczesna poezja matematyczna nie jest tak piekna. Oto próbki piosenki reklamowanej jako
"hymn matematyków"

OczywiBcie, :tore to samo, co i przedtem,
a.1e teraa, to calkiem co innego.

,..--...

I:~( \

Oj mysle ja se mysle, aze sam sie smieje
Oj cemu to zbiór syckich zbiorów nie istnieje.
Bylby to tyz halas spory, kieby zebrac syckie zbiory
Oj dana, dana ...

Nasz Slownik wyrazów Obcych.

Dlle.kuje w imieniu czytelnix(...w IBT za.

interesujacy wy·.dad.

(>t
) \

U
-1-1

Mysle ja se mysle od samego rana
Cemu calka Lebesgue'a lepsa od Riemanna
Glupio bedzie Riemanowi, jak sie w grobie o tym dowi ...

i tak dalej. Jest jednak i poezja uzytkowa. Jedna z naszych kolezanek, uczac sie do egzaminu
z topologii na III roku studiów matematycznych, ulozyla nastepujacy wiersz sluzacy do
zapamietania tezy twierdzenia Nagaty-Smirnowa o metryzowalnosci

Warunkiem równowaznym na to, aby przestrzen cala
Przez pewna sie metryke zmetryzowac dala
Jest: by regularna byla i taka baze miescila,
By baza rzeczona byla sigma-lokalnie skonczona.

F\eetauracja: tac. l'eBtauratio oa
reeta\lrare .•. odno .•••.i.c •

1. Knajpa

l. Odnowa • .Patrz np. l1.eetauracja

Bourbonów ,po upadku bapoleona.

Pierwsze pytanie, jakie otrzymala na tym egzaminie, brzmialo:
"Prosze sformulowac twierdzenie Nagaty-Smirnowa". Wyobrazcie sobie, ze postanowila
odpowiedziec proza!
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