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Einstein zakladajac, ze Slonce dziala jak
masa punktowa, wyprowadzil naste:pujacy

wzór na kat ugiecia promieni swiatla:
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Rys. 2. Tak rozumiemy dzis konfigur3cj~. w której powstal podwójny obraz kwazara.

galaktyka- _---11 obraz A
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W 1979 roku amerykansko-angielska grupa astronomów kierowana przez Raya Weymanna
poszukiwala na niebie, w dziedzinie swiatla widzialnego, odpowiedników radiozródel specjalnego
typu, tzw. kwazarów (z ang: Quasi Stellar Radio Source). W trakcie tych badan odkryli oni
intrygujacy obiekt, któremu dane bylo stac sie jedna z wiekszych sensacji astronomicznych
ostatnich lat - podwójny kwazar Q 0957 + 56IA,B. Sklada sie on i dwóch zródel o prawie
równej jasnosci i jednakowym przesunieci~ linii widmowych ku czerwieni, odleglych od siebie
na niebie o ókolo 6 sekund luku. Okazalo sie, ze ich optyczne widma sa z bardzo duza

dokladnoscia identyczne (wedle slów odkrywców widma te sa podobne do siebie bardziej, niz
widma jakichkolwiek dwóch sposród okolo 1500 znanych astronomom kwazarów). Odkrywcy
zasugerowali, ze znalezli pierwszy obiekt, którego wyglad spowodowany zostal dzialaniem
soczewki grawitacyjnej! Cóz to jednak oznacza?
Cofnijmy sie na chwile do roku 1916. Wiemy, ze wtedy wlasnie Albert Einstein sformulowal
ostatecznie swoja Ogólna Teorie Wzglednosci - zupelnie nowa, rewelacyjna metode opisu
zjawisk grawitacyjnych. Sam autor teorii zaproponowal kilka testów obserwacyjnych
pozwalajacych ja skutecznie zweryfikowac. Jeden z nich to porównanie wartoscI wyliczonej na bazie

OTW ze zmierzona obserwacyjnie wartoscia kata u~iecia przechodzacych w poblizu Slonca
promieni swiatla obserwowanych przez nas gwiazd.
Jak wiadomo, wyniki licznych obserwacji przeprowadzonych podczas zacmien Slonca bardzo
dobrze zgadzaja sie z przewidywaniami teorii. W latach trzydziestych Einstein zasugerowany
przez czeskiego inzyniera Mandla sprawdzil mozliwosc powstania podwójnego obrazu gwiazdy,
gdy w poblizu linii laczacej ja z Ziemia znajduje sie druga gwiazda - dzialajaca jak ••soczewka
grawitacyjna" (Czytern'ik moze sprawdzic, ze odleglosc od Slonca obserwatora, który moze
obserwowac dwa obrazy lezacej daleko za Sloncem punktowej gwiazdy, jest kilkanascie razy
wieksza od wielkiej pólosi orbity Plutona!). Zwazywszy na male prawdopodobienstwo
wspólliniowego polozenia dwóch gwiazd i Ziemi Einstein pesymistycznie ocenil mozliwosc
znalezienia tego typu ••soczewek" w Kosmosie. Niebawem astronom amerykanski Fritz Zwicky
zwrócil uwage na mozliwosc istnienia soczewek grawitacyjnych w znacznie wiekszych skalach
przestrzennych niz te, charakterystyczne dla gwiazd, i o rozciaglej strukturze rozkladu masy,
soczewek - galaktyk.
Do tej wlasnie koncepcji nawiazali odkrywcy podwójnego kwazara. Sugerowali, ze obiekt ten
jest w istocie podwójnym obrazem pojedynczego kwazara (stad taka identycznosc charakterystyk
obu obserwowanych zródel), powstalych wskutek grawitacyjnego oddzialywania galaktyki
lezacej ••gdzies" na drodze swiatla w kierunku Ziemi. Intensywne poszukiwania domniemanej
galaktyki-soczewki zostaly uwienczone powodzeniem na jesieni 1979 roku. Jako pierwsi
soczewke - gigantyczna galaktyke eliptyczna, tzw. typu cD - zaobserwowali astronomowie

amerykanscy z Kalifornii, pracujacy na pieciometrowym teleskopie Hale'a w obserwatorium
na Mt. Palomar. •

I. SOCZEWKI GRAWITACYJNE WE WSZECHSWIECIE,

•
•

•

gdzie
G = 6,7 X 10-' cmJ g-.l S-2 -slala

grawitacji l

MO = 2 X 10" g - masa Slonca

RO = 7 X JO'o cm - promien Slonca
e = 3 x 1010 cm S-l - predkosc swiatla
R - parame,tr zderzenia promienia swiatla
minimalna odleglosc pomiedzy prosta, wzdluz

której poczatkowo biegnie z nieskonczonosci

promien, a srodkiem Slonca.,

Soczewki
grawitacyj n e

•
Rys. J. Pod"ojny kwazar Q 0957+56IA,B.
Zdjecie lewe - podwójny kwazar w pelnej
krasie; zdjecie prawe - po usunieciu doJnego

obrazu kwazara widac galaktyke-soczewke.

Juz wiosna 1980 roku odkryto (znowu przy wspóludziale R. Weymanna) drugi osobliwy obiekt,
którego morfologie wytlumaczono przyjmujac hipoteze soczewki grawitacyjnej, potrójny kwazar
Q 1115+080A,B,C (znowu identyczne przesuniecia ku czerwieni i bardzo podobne widma;
odleglosci skladników ok. 2" ,5). Jednak do dzisiaj, mimo usilnych prób, nie udalo sie znalezc
ewentualnej soczewki powodujacej ·taka konfiguracje obrazów pojedynczego zródla (istniejace
modele teoretyczne sugeruja, iz moglaby to byc masywna galaktyka spiralna).
Miejmy nadzieje, ze los bedzie laskawy i lista znanych astronomom soczewek grawitacyjnych
nie skonczy sie na tych dwóch (a wlasciwie 1+ 1/2) fascynujacych obiektach!

II. SOCZEWKI "GRAWITACYJNE" NA ZIEMI

(I)Mgr Krzysztof GÓRSKI

Spróbujmy teraz zbudowac proste modele szklanych soczewek uginajacych promienie swiatla
podobnie do soczewek grawitacyjnych - punktowych i rozciaglych. Pamietamy, ze masa

punktowa (np. Slonca) ugina promienie zgodnie z formula:

4GMO 'RO ,,( RO)
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Z prawa Snelliusa wiadomo, ze ~ sinf3' = sinf3" = sin(f3' + ot) = sinP'cosot+cosf3'sinot.
nz

Dla galaktyk z rozciaglymi otoczkami (tzw. halo), w których gestosc maleje proporcjonalnie dol •
- (r - odleglosc od srodka galaktyki), kat ugiecia promienia swiatla w przyblizeniu nie zalezy
rZ

od parametru zderzenia. Przyjmujemy, ze dla duzej, masywnej galaktyki prawdziwa jest
zaleznosc:

O(G;;;;const = 3".(2)

Spójrzmy teraz na rysunek obok. Przedstawia on przekrój przez górna czesc naszej modelowej
soczewki wykonanej z materialu o wspólczynniku zalamania nI' Lewa jej sciana dla uproszczenia
rozwazan jest plaska, prawa opisywana jest poszukiwana funkcja rex). Osrodek miedzy
obserwatorem i soczewka ma wspólczynnik zalamania nz. Z rysunku widac, ze

dr
- = tgy = -ctgf3'.
dx

x
obserwator

Rys. 3.

promien
swiatla
od zród{a

Na
nasze
modelowe
soczewki
padaz tej
strony
równolegla
wiazka
sWlatla

Z poprzednich rozwazan wiemy, ze kat otjest bardzo maly (rzedu sekund luku), wiec prawdziwe
jest przyblizenie sin ot ;;;;ot, cos ot ;;;; I.

Otrzymujemy wiec z prawa Snelliusa równosc -~ = 1+ otctgf3'.
nz

Ostatecznie równanie rózniczkowe opisujace ksztalt soczewki ma nastepujaca postac

(3)
dr

dx

c: -l)
ot(r)

Rys. 4.

10
1'*

x"

Aby to równanie rozwiazac wykorzystamy nasze zalozenia o ksztalcie funkcji ot(r).

1. So~ewka punktowa - Slonce.

( r )-1oto(r) = 1",75 -li = 1",75r·-I•

Niech x· = x/R.

dr· ('n )
Z równania (3) mamy - = -A, dx*, A = 1,2x lOS _.:. -l .

r* nz

Rozwiazanie ma postac r*(x*) = r*(O)e-A.X·u_

Soczewka ta forma przypomina podstawke kieliszka do wina.
Poniewaz tarcza Slonca jest nieprzezroczysta, przyjmujemy t'ki model soczewki jak na rysunku
obok.

Poszukajmy teraz x* w naszym modelu z r*(O) = 10:

• 1,9x10-s
r*(xt) = l = lOe-A.xo, stad x(i = .

~-1
nz

Czytelnik z latwoscia sprawdzi, ze jezeli krazek o srednicy l cm umiescimy okolo 107 cm od oka,
to ma on taka sama srednice katowa jak Slonce na niebie. Wybierzmy wiec w naszym modelu

RO = 5 mm (i ogladajmy go z ok. 107 cm), co oznacza, ze soczewka ma srednice 10 cm i grubosc
(w srodku):

2. Soczewki rozciagle - galaktyki
POdstawiajac (2) do równania (3) otrzymujemy

Z rysunku obok widzimy,ze soczewka ta ma prosta forme stozka. Poniewaz zakladamy, ze
galaktyka jest "przezroczysta", nie zaslaniamy centralnej czesci soczewki. Poniewaz promienie
przechodzace przez srodek galaktyki sa uginane znacznie slabiej niz promienie przechodzace
przez jej otoczke (dlatego pisalismy otG;;;;const) - zeszlifowujemy srodek soczewki tak jak na
rysunku. Niech ta soczewka, tak jak poprzednia, ma srednice okolo 10 cm (tzn. C = 5 cm).

CO(

x.= ru -1
nz

o I!/ x

A-.zeszlih?wony wierzchotek stozkaI przyblizo dzialanie naszego
modelu do dziotanio optycznego
prawdziwej g;Jloktyki Vi poblizu
osi symetrit uktadu

Rys. 5.

(4)

dr =

10-4
Xo = ·---mm.

nI--l
nz

~-l ~-I
nz nz

- --- dx, czyli r = - .- -.- x+ C.
ot ot

2



Jesienia 1981 roku odkryto kolejna bliska

pare kwazarów. Sa one odlegle od siebie
o 1",3. maja identyczne widma i przesuniecia
ku czerwieni. Podejrzewa sie, ze jest to
trzecia soczewk3 grawitacyjna.

Rys. 6.

powietrze

J> ob serwetor

}> obserwotor

Latwo sprawdzic, ze obrazy odlegle na niebie o 6" otrzymamy umieszczajac ja, bagatela, ok.
3,5 km(!) od oka. Grubosc jej wyraza sie wzorem:

7,2xlO-4
Xo·=-----mm.

(5)

Formuly opisujace grubosc naszych soczewek wskazuja na istotna techniczna trudnosc w realizacji
ewentualnej budowy takich "pogladowych" modeli. Otóz, jesli osrodek o wspólczynniku
zalamania n2 to powietrze, to mianowniki wyrazen (4,5) dla typowych szkiel (wspólczynnik
zalamania nd sa rzedu kilku dziesiatych. Jest to nader przykra okolicznosc, zwazywszy na
koniecznosc szlifowania soczewek o grubosci rzedu 10- 3 mm! Mozna czesciowo zmniejszyc
trudnosc wypelniajac przestrzen miedzy obserwatorem a soczewka szklem o wspólczynniku
zalamania troszeczke mniejszym niz wspólczynnik zalamania szkla z którego wykonano-soczewke,
tak by bardzo maly mianownik wyrazen (4) i (5) dawal grubosci soczewek np. > I mm. Uwazny
Czytelnik zauwazyl juz zapewne, ze nie trzeba wypelniac dodatkowo materialem o wspólczynniku
zalamania nz calej przestrzeni miedzy wlasciwa soczewka a obserwatorem. Trzeba tylko
odpowiednio zeszlifowac powierzchnie dzielaca dodatkowa czesc (nz) soczewki i powietrze.
Pytanie brzmi: jaki jest ksztalt tych powierzchni (patrz rysunek)? Wyzej nasze modele zostaly
okreslone jako pogladowe w cudzyslowie. Dlaczego? Dlatego, ze katowa zdolnosc rozdzielcza
oka ludzkiego jest rzedu I minuty luku. Wynika z tego, ze zmiany polozenia na sferze
niebieskiej punktów znajdujacych sie za naszymi soczewkami ze szkla sa golym okiem
niezauwazalne. Oczywiscie rezultat naszych obliczen musial byc taki, poniewaz caly czas
wymagalismy od naszych modeli, by uginaly promienie swiatla tak samo, jak prawdziwe Slonce
czy galaktyka, a przeciez ogniskujacego dzialania tych ostatnich nie mozna zauwazyc golym
okiem.

Jednak modele nasze sa pogladowe w tym sensie, ze pokazuja jak slabymi soczewkami,
w "ziemskim" rozumieniu tego slowa, sa soczewki grawitacyjne, oraz pozwalaja zrozumiec
róznice miedzy dzialaniem soczewki punktowej i soczewki rozciaglej.
Jezeli wykonac modele analogiczne do naszych w sposób najprostszy (tzn. ni - wspólczynnik

zalamania szkla lub pleksiglasu, n2 - powietrza), to uzyska sie przyrzady umozliwiajace
demonstracje jakosciowych aspektów ogniskowania grawitacyjnego. Nalezy pamietac jednak,
ze uzyskane soczewki beda znacznie silniejszymi ukladami optycznymi, niz ich obserwowane
astronomiczne odpowiedniki.

_Zadania
Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI
M 295. Przez XI> X2, X3, X4 i Xs oznaczmy odleglosci punktu P lezacego w danym pieciokacie
foremnym od prostych, na których leza boki pieciokata. Uporzadkujmy te liczby tak, by
XI ~ X2 ~ X3 ~ X4 ~ Xs. Znalezc najwieksza i naj mniejsza mozliwa wartosc X3'

Rozwiazanie na str. 9
M 296. W równaniu X2 +px+ q = O wspólczynnik p jest dokladny, natomiast q znamy
z dokladnoscia do 0,001. Z jaka dokladnoscia potrafimy okreslic pierwiastki tego równania,
jezeli t1 = p2_4q > 100?
Rozwiazanie na str. 10
M 297. Znalezc wszystkie takie trójki liczb naturalnych X, y, z, wiekszych od I, ze

zlxy+ l, Ylxz+ l, xlYz+ I. (plq oznacza, ze p jest dzielnikiem q).

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ .
F 113. Miedziana rura przesylana jest para wodna. W celu zmniejszenia strat cieplnych
polozono na rurze warstwe materialu izolujacego (zle przewodzacego cieplo) o stalej grubosci.
Okazalo sie jednak, ze straty cieplne zamiast zmalec - wzrosly. Wyjasnic popelniony blad.
Rozwiazanie na str. 6

F 114. Jezeli przez bryle lodu przerzuci sie cienki, obciazony jak na rysunku drut metalowy, to
po stosunkowo krótkim czasie przenika on przez lód, zas bryla pozostaje nienaruszona.
Zastapienie drutu zylka nylonowa o tej samej srednicy nie wywoluje opisanego efektu.
Dlaczego?
Rozwiazanie na str. 15
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Soczewki
grawitacyjne
1
mechanika

klasyczna

Rozwiazmy nastepujace zadanie (a po co - to sie na koncu okaze): znalezc kat, o jaki zmieni

sie kierunek predkosci malej masy m przelatujacej w poblizu innej masy M. Rysunek ilustruje
te sytuacje, a uzyte na nim symbole nie wymagaja chyba specjalnych objasnien. Interesuje nas

kat et. pomiedzy kierunkiem ~ektora predkosci ciala m bardzo daleko przed spotkaniem,
a kierunkiem bardzo daleko po spotkaniu z masa M. Jest to kat miedzy asymptotami hiperboli,
po której porusza sie masa m nadlatujac "z nieskonczonosci", przy czym widac, ze et. = 7t- 2tp.
Kogo rachunki zniechecaja, moze teraz od razu przejSC do slowa OSTATECZNIE, zas chetnym
przedstawiamy sposób rozwiazania naszego zadania.

- GM
W kazdej chwili x-owa skladowa przyspieszenia ciala m wynosi - -- cos q; (G oznacza stala

r2

grawitacji). Calkowita zmiana x-owej skladowej predkosci jest, jak wiadomo, calka wzgledem
czasu tej skladowej przyspieszenia, a wiec

GMm 2,.-y, 2GM

llvx = - -- i cos q;dq; = -- sintp.J J Rvoo
'I'

Ale pelna zmiana x-owej skladowej predkosci ró\Xna jest podwojonej wartosci tej skladowej
w nieskonczonosci, gdyz skladowa ta w wyniku spotkania zmienia tylko znak. Skoro wiec

llvx = 2voo costp, to OSTATECZNIE

Czas jako zmienna calkowania mozna stad wyeliminowac przy pomocy zasady zachowania

... d' J 2 dq; .momentu pedu. MianOWIcie ten moment pe u wynosI = mr - = mRvoo, gdZie Voo oznacza
dr

predkosc ciala w nieskonczonosci. Zastepujac zatem dr przez dq; mamy

00 G
i ~cosq;dr.J r2

-00

llvx =

x

VI!
y

et. GMtg- = --o
2 Rv~

Czy formule te mozna zastosowac do obliczenia odchylenia promienia swietlnego w polu
grawitacyjnym masy M? Moze wystarczy podstawic Voo= c = predkosci swiatla i sprawa
bedzie zalatwiona ? Otóz takich chwytów stosowac nie wolno - to mechanika klasyczna jest
szczególnym przypadkiem relatywistycznej, a nie odwrotnie. Gdyby do tej formuly wstawic

jednak niefrasobliwie c, to dla malych katów (kiedY to tg ; ~ ;) byloby

2GM /

_ et. ~ Rc2 '

Dr Tomasz KW AST

podczas gdy w rzeczywistosci w liczniku zamiast dwójki powinno byc 4. Istnienia tej czwórki

w zaden sposób nie udowodni sie pa gruncie mechaniki newtonowskiej, wynika ono dopiero

z rzetelnego rozwiazania równan pola grawitacyjnego. Nalezy sie tu wrecz dziwic, ze poprzez
tak proste klasyczne rozwazania otrzymalismy wynik tak zbiezny z rzeczywistym, wynikajacym
uczciwie z teorii wzglednosci i z obserwacji - w koncu chodzi raptem o czynnik 2!
W praktyce uginanie swiatla przez realny obiekt ("soczewke grawitacyjna") zachodzi w sposób
mocno skomplikowany. W zjawisku tym ma znaczenie zarówno rozklad masy w tym obiekcie,
jak i jego polozenie wzgledem kwazara, spelniajacego role punktowego'zródla swiatla. O ile
obraz kwazara 0957 + 561 jest chyba dosc dobrze wytlumaczony i galaktyka-soczewka jest PC?

prostu zaobserwowana, to potrójny kwazar l 115+ 080 jest bardziej zagadkowy. Otóz zaden
jako tako sensowny rozklad masy w galaktyce-soczewce nie j!=st w stanie wyjasnic trójkatnego
ustawienia skladników obrazu. Byloby w porzadku, gdyby skladniki te lezaly w przyblizeniu
na jednej prostej; w dodatku zreszta teoria wymaga, aby skladników byla liczba w_kazdym
razie nieparzysta. W tej sytuacji kwazar 0957 + 561 jest istotnie najprawdopodobniej potrójny,
tylko ze jeden ze skladników pokrywa sie z galaktyka-soczewka. Mozna by próbowac sprawdzic,

czy ~raz "trójkatny" nie moze byc/wywolany przez kilka galaktyk-soczewek, ale taka sytuacja
od razu wyglada na bardzo malo prawdopodobna. W zwiazku z tym grupa amerykanskich
astronomów przeprowadziwszy stosowne obliczenia modelowe doszla do wniosku, ze
naj prawdopodobniej obraz kwazara l l 15+080 jest w rzeczywistosci pieciokrotny, gdzie skladnik
A jest podwójny, a piatego nie widac wskutek jego bardzo malej jasnosci. Obserwacje dowodza,
ze najjasniejszy skladnik A jest istotnie wydluzony w oczekiwanym kierunku tak, ze moze byc
uwazany za nalozenie sie dwóch obrazów. Niestety, nadal nie zostala zaobserwowana
galaktyka-soczewka. Byc moze jest ona niewidoczna po prostu z powodu wielkiej odleglosci i dlatego
przedstawiona tu interpretacja osobliwego zjawiska bedzie z pewnoscia jeszcze wielokrotnie
sprawdzana.
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gdzie H(t) = R-1dR/dt jest tzw. stala Hubble'a ("stala" ta jest stala jedynie w przestrzeni,

v = Hr,

r = R(t)ro/Ro,

(3)

(I)

(2)

gdzie funkcja R(t), zwana czynnikiem ekspansji, jest taka sama dla wszystkich par punktów
(Ro jest stala, równa wartosci R w chwili to).

Pole predkosci materii v = dr/dt mozna wyznaczyc rózniczkujac równanie (2) wzgledem czasu.
Otrzymamy wówczas zwiazek

Zatem wybierajac oblok o dostatecznie malym promieniu bedziemy mogli przesledzic jego
ewolucje poslugujac sie mechanika newtonowska. Zastanówmy sie najpierw nad tym problemem
z czysto kinematycznego punktu widzenia.
Wysoki stopien symetrii naszego modelu naklada silne ograniczenia na liczbe mozliwych ruchów

osrodka. Jedynym ruchem, który zachowuje izotropie i jednorodnosc jest taki ruch, w którym
odleglosci ro i r miedzy dowolnymi dwoma punktami w chwilach to i t spelniaja warunek

Rys. I. Tak wyobrazal sobie strukture
Wszechswiata Dante Alighieri (rysunek
pochodzi z, ,Boskiej Komedii" wydanej przez
PIW w 1975 r.). Wszechswiat Dantego ma
wyróznione miejsca i kierunki, nie jest wiec
ani izotropowy, ani jednorodny.

Dr Roman JUSZKIEWICZ

Wedlug ogólnej teorii wzglednosci, wlasnosci geometryczne przestrzeni zaleza od rozkladu
gestosci, cisnienia i predkosci materii. Zastanówmy sie nad tym, jakie wlasnosci geomelryczne
mialby nasz Wszechswiat, gdyby materia byla w nim rozlozona jednorodnie i izotropowo.
Jednorodnosc oznacza brak wyróznionych punktów we Wszechs}\'iecie, a izotropia - brak
wyróznionych kierunków.
Dzieki jednorodnosci i izotropii czterowymiarowa czasoprzestrzen mieszczaca w sobie caly
obecny Wszechswiat wraz z cala jego przeszloscia i przyszloscia mozna pokroic na trójwymiarowe

plasterki, bedace powierzchniami stalego czasu. Kazdy taki plasterek zawiera w sobie caly
Wszechswiat "uchwycony" w pewnej chwili czasu. Krzywizna Gaussa takiego trójwymiarowego
plastra musi byc jednakowa we wszystkich miejscach i moze zalezec jedynie od czasu. Mamy
wiec do czynienia z trójwymiarowa przestrzenia o stalej krzywi znie. Mozliwe sa trzy rodzaje

takich przestrzeni: plaska, dla której krzywizna Gaussa znika (K = O), eliptyczna (K > O)

oraz hiperboliczna (K < O).

Zostawmy jednak na razie geometrie i zastanówmy sie nad dynamika. Rozwazany tutaj model
Wszechswiata zostal po raz pierwszy zbadany przez Aleksandra Friedmana, radzieckiego
matematyka, który w roku 1922 znalazl ogólne jednorodne i izotropowe rozwiazanie równan
Einsteina. Powtórzenie rachunków Friedmana w popularnym artykule jest oczywiscie niemozliwe.
Na szczescie istote sprawy mozna zrozumiec poprzestajac na newtonowskiej teorii grawitacji,
przy czym, jezeli bedziemy dostatecznie ostrozni, otrzymamy taki sam wynik! Skorzystamy przy
tym z twierdzenia Birkhoffa.

Twierdzenie to (obowiazujace zarówno w teorii Einsteina jak i Newtona) mówi, ze pole
grawitacyjne wytwarzane na powierzchni kuli przez sferycznie symetryczny rozklad materii
wypelniajacej cala przestrzen pochodzi jedynie od materii zawartej wewnatrz tej kuli. Zatem,
aby przesledzic wzgledny ruch dowolnej pary czastek, wystarczy wokól jednej z czastek narysowac
kule o promieniu równym dzielacej je odleglosci i nastepnie badac ruch takiego kulistego obloku
materii, nie przejmujac sie reszta Wszechswiata.
Teoria Newtona dostarcza poprawnego opisu ruchu materii wtedy, gdy pole grawitacyjne jest

"slabe", tj. gdy bezwymiarowy parametr tP/c2 (gdzie tP = potencjal gra~itacyjny, c = predkosc
swiatla) jest maly w porówaniu z jednoscia. Przy tP/c2 <:ri: l przewidywania teorii grawitacji
Einsteina pokrywaja sie z przewidywaniami teorii Newtona, a zakrzywienie przestrzeni zanika.
Gdy cala przestrzen jest wypelniona materia o stalej gestosci e, potencjal grawitacyjny na

4
powierzchni kuli o promieniu rwynosi - nrzGe, gdzie G jest stala grawitacyjna (oczywiscie

3

posluzylismy sie tu twierdzeniem Birkhoffa). Warunek tP/c2 <:ri: I jest wiec spelniony wtedy, gdy

I
r <:ri: c(Ge) - 2"

Twierdzenie Birkhoffa w przestrzeni
euklidesowej udowodnil juz Newton. Idea
dowodu przedstawiona jest na rysunku.
Natezenie pola grawitacyjnego jest wprost

proporcjonalne do masy bedacej zródlem tego
pola i odwrotnie proporcjonalne do kwadratu
odleglosci. Rozwazmy dwa fragmenty
wydrazonej cienkosciennej kuli widziane
z punktu P pod malym katem et. Pola
powierzchni, a wiec i masy fragmentów, sa
proporcjonalne do kwadratu odleglosci od P.

Dlatego natezenia pola od fragmentów nie

zaleza od odleglosci i znosza sie. Dalszy ciag
dowodu pozostawiamy Czytelnikowi.

Geometria
Wszechswiata

Rys. 2. Konstrukcja geometryczna sluzaca do

obliczenia krzywizny Gaussa w przestrzeni
trójwymiarowej.

Aby zmierzyc krzywizne Gaussa powierzchni
dwuwymiarowej w punkcie X nalezy porównac

promienie okregów scisle stycznych (najlepiej
przylegajacych w otoczeniu punktu X) do
geodezyjnych przechodzacych przez ten punkt
i wybrac promien najmniejszy (fi) i najwiekszy
(r,). Krzywizna w punkcie X wynosi K(X) =
= l/r,r" gdy srodki obu okregów leza po tej
samej stronie powierzchni, a -l/r172, gdy leza

po przeciwnych stronach. Pojecie to mozna
uogólnic na przestrzen trójwymiarowa
wprowadzajac tak zwana krzywizne
w dwukierunku K(X, a, b). Przepis na
obliczenie tej wielkosci jest nastepujacy: 10.
Zadajemy w punkcie X dwa wektory a i b. 2°.
Sposród geodezyjnych przechodzacych przez X

wybieramy te, które w punkcie X maja styczne
lezace w plaszczyznie rozpietej na wektorach

a i b. 3°. Wyznaczamy krzywizne Gaus~a
dwuwymiarowej powierzchni utworzonej przez
te geodezyjne. Krzywizna ta jest równa
poszukiwanej wielkosci K(X, a, b).
W przestrzeni jednorodnej i izotropowej
krzywizna K(X, a, b) jest jednakowa we
wszystkich punktach X i nie zalezy od tego.
w jaki sposób wybralismy wektory a i b.
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Rozwiazanie zadania F 113
Straty cieplne z powierzchni rury,

a nastepnie z powierzchni izolacji odbywaja
sie na drodze przewodzenia. W takim przypa
dku ilosc ciepla tracona w jednostce czasu jest

proporcjonalna do (T. - To)S, gdzie T.
temperatura powierzchni oddajacej cieplo,
To - temperatura otoczenia, S - pole

powierzchni. Polozenie warstwy izolujacej
zmniejszy pierwszy z czynników, zwiekszy
natomiast drugi. Moze sie wiec zdarzyc,
ze wartosc iloczynu wzrosnie. Jesli ponadto
wspólczynnik proporcjonalnosci nie zmaleje
zbyt drastycznie, mozemy miec do czynienia
z opisanym efektem. Wieksza szanse
wystapienia efektu daja kieps1(iematerialy
izolujace.
Rozwiazanie równan rózniczkowych
opisujacych transport ciepla w danym
przypadku podaje precyzyjny warunek, przy
którym wystapi wzrost strat cieplnych.
Wynika z niego dodatkowo, ze efektowi
sprzyjaja male srednice rurek. Opisany efekt,
negatywny w danym przypadku, znajduje.
pozytywne wykorzystanie w elektrotechnice.
Nalozenie odpowiedniej izolacji na
przewodniki pradu ulatwia odprowadzenie
wydzielajacego sie ciepla.

zalezy jednak od czasu). Mozliwa jest zatem jednorodna ekspansja (gdy H > O) lub kurczenie

(H < O), przy czym w obu przypadkach punkty osrodka oddalaja sie (przy H > O) lub zblizaja
(przy l:( < O) do siebie z predkoscia wprost proporcjonalna do dzielacej je odleglosci. Powrócml
jednak do naszego "obloku próbnego". Energia kinetyczna .czastki o masie m, znajdujacej sie

1 1
na powierzchni sfery o promieniu r, wynosi - mvZ = - mH2r2• Latwo jest równiez obliczyc

2 2
4n

energie potencjalna takiej czastki - jest ona równa - - mrzeG. Calkowita energia wynosi
3 .

zatem

(HZ 4nGe)(4) E = mr2 2--3- = const.

Równanie to mozna uzupelnic jeszcze zasada zachowania masy obloku

4
(5) M = - ner3 = const.

3

Rozwiazujac równania (4) i (5) mozna znalezc zaleznosc gestosci materii e i czynnika ekspansji
R od czasu. Okazuje sie przy tym, ze istnieja trzy typy rozwiazan. Gdy E > O, grawitacja nie

jest w stanie zahamowac procesu ekspansji naszego "obloku próbnego". Oblok, dla którego
E < O, jest grawitacyjnie zwiazany i bedzie sie rozszerzal az do chwili, gdy wytraci cala energie

kinet)lczna, po czym rozpocznie sie proces kurczenia. Równania (4) i (5) najlatwiej jest rozwiazac
w przypadku, gdy E = O. Gestosc materii jest wówczas równa tzw. gestosci krytycznej

(6) e., = 3Hz/8nG,

a rozwiazania maja postac

(7)

oraz

(8)

2

R(t) = Ro' (t/to)3

e(t) = 1/6nGtz.

Widac stad, ze oblok, w którym e = e., ewoluuje podobnie do rozpatrywanego wczesniej
obloku o dodatniej energii (E > O, e < e.,): w miare uplywu czasu promien obloku
nieograniczenie rosnie, a gestosc materii maleje.
Warto jest porównac to rozwiazanie z rozwiazaniem z wylaczona grawitacja. Kladac G = O

w równaniu (4) dostaniemy rZHz = const., skad dR/dt = const, lub

(7A) R = Ro' (t/to).

Otrzymalismy wynik zgodny z oczekiwaniami: wylaczajac ciazenie wylaczylismy jedyna sile

dzialajaca na czastki wypelniajace oblok i dlatego poruszaja sie one ruchem jednostajnym.
Porównujac zaleznosc (7A) z (7) widzimy jak obecnosc pola grawitacyjnego wplywa na
zachowanie obloku - ekspansja odbywa sie wolniej.

Klasyfikujac modele Friedmana zamiast energii calkowitej E wygodniej jest poslugiwac sie
bezwymiarowym parametrem

(9) D = e/e.,.

q

Rys. 3. Ewolucja czynnika ekspansji
w modelach o trzech róznych wartosciach
parametru f).

Na podstawie otrzymanych dotad wyników mozna powiedziec, ze jednorodne i izotropowe
wszechswiaty, w których gestosc materii jest mniejsza lub równa krytycznej (D ~ 1), zawsze sie
rozszerzaja, natomiast wszechswiaty, w których e > e., (D > l) najpierw sie rozszerzaja,
a nastepnie kurcza.
Wszystkie modele Friedmana maja dwie wspólne cech.y. Pierwsza z nich jest istnienie
osobliwosci (stanu, w którym gestosc materii jest nieskonczona) przy t = O. Druga jest
niestacjonarnosc. O istnieniu osobliwosci mozna sie przekonac kladac t = O w równaniu (8)
odpowiadajacym modelowi z D = '1. Zachowanie takie wystepuje równiez w modelach
odpowiadajacych D '# l. Przez pewien czas sadzono, ze istnienie osobliwosci w modelach
Friedmana jest wynikiem symetrii i aby usunac osobliwosc wystarczy wprowadzic anizotropie
i niejednorodnosc. Okazalo sie jednak, ze osobliwosc jest "nieusuwalna". Udowodnili to dwaj

fjzycy brytyjscy - S. Hawking i R. Penrose - opierajac sie na ogólnej teorii wzglednosci
i pewnych (bardzo "rozsadnych") dodatkowych zalozeniach o postaci zaleznosci miedzy cisnieniem

a gestoscia materii.
Czy mozna zatem twierdzic, ze Wszechswiat rozpoczal swoje istnienie od stanu, w którym gestosc

materii byla nieskonczona? Z cala pewnoscia byloby to przedwczesne. Do opisu bardzo
wczesnego Wszechswiata niezbedna jest kwantowa teoria grawitacji, która jeszcze nie zostala
stworzona i nie mozna wykluczyc, ze osobliwosci pojawiaja sie w wyniku nieuzasadnionego
ekstrapolowania wstecz naszej niekwantowej teorii grawitacji az do chwili t = O (teoria
niekwantowa powinna "puscic w szwach" dla czasów mniejszych od tzw. czasu Plancka,
równego 10-43 sekundy).
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Z kolei przyczypa niestacjonarnosci jest fakt, ze dynamika tych modeli jest okreslona wylacznie
przez grawitacje. W ukladzie zlozonym z cial oddzialywajacych ze soba wylacznie za
posrednictwem grawitacji stan równowagi jest niemozliwy. Równowage wprowadzic moglyby
jedynie sily "pozagrawitacyjne" tak, jak dzieje sie to np. w Sloncu, gdzie sily ciezkosci
równowazone sa przez cisnienie gazu i promieniowania. Gdy typowe odleglosci miedzy
oddzialywajacymi cialami sa tak wielkie jak odleglosci rozpatrywane w kosmologii, wszystkie
"pozagrawitacyjne" rodzaje sil staja sie znikomo male w porównaniu z silami ciezkosci, a stan
równowagi staje sie niemozliwy do zrealizowania.
Analiza oparta na mechanice newtonowskiej, która okazala sie tak efektywna, gdy chodzilo
o zbadanie ewolucji 10kaInych wlasnosci Wszechswiata, niestety nie udzieli nam odpowiedzi na
pytanie globalne: jaka jest krzywizna Wszechswiata? Chcac odpowiedziec na to pytanie nie
mozna juz sie wymigac od rachunków opartych na ogólnej teorii wzglednosci, totez przytocze
od razu gotowy wynik

Rozwiazanie zadania M 297, Liczby x, y, z
musza byc rózne i mozemy zatem przyjac
x < y < z. Mnozac stronami równosci
xy+ 1 = az, yz+ 1 = bx, xz+ l = cy mamy
(xyz)' +xyz(x+ y+z)+xy+ yz+xz+ I =
= abcxyz, skad xy+yz+xz+ 1= kxyz,
k ~ l,a poniewaz x < y < z, wi~c

3yz+ l > xyz i x:!i; 3. Jesli teraz x = 3,
t03(y+z)+yz+l", 3yzi6z+1 '" 2yz, co

jest niemozliwe, bo 3 < y <- z. Pozostaje wiec
przypadek x = 2, Y{ którym z nierównosci
2(y+z)+~z+ l", 2yz, czyli 2(y+z)+ I", yz
mamy 4z+ l > yz i y 'Ó 4. Gdyby y = 4,

tO mielibysmy 2(4+z)+ I", 4z, czyli
9 ~ 2z, co jest niemozliwe, poniewaz

4 < Y < z. Pozostaje wiec jedyna mozliwosc

y = 3, dajaca trójke {2, 3, 7).

(lO)
8nGe H2K=----

3c2 c2

Z zaleznosci tej widac w jaki sposób rozklad gestosci materii i jej ruch wplywa na zakrzywienie
przestrzeni.
W tym miejscu proponuje Czytelnikowi chwile wytchnienia i zabawy w geometrie zasciankowa
(w odróznieniu od Globalnej Geometrii Wszechswiata jako calosci). Spróbujemy mianowicie
odpowiedziec na pytanie, jaki jest stosunek obwodu Slonca do jego promienia? Skorzystamy
przy tym z zalozenia, ze rozklad materii na zewnatrz Slonca jest jednorodny i izotropowy. Przy
takim zalozeniu mozemy skorzystac z-twierdzenia Birkhoffa i obliczajac krzywizne Gaussa
w otoczeniu Slonca mozemy je traktowac jak statyczny (H = O), jednorodny i izotropowy

wszechswiat. Srednia gestosc materii Slonca wynosi eo = 1,4 g cm-3 i wobec tego
K = 8nGeo/3c2 ::::8, 10-28 cm-2• Promien równikowy Slonca wynosi RO = 7· 10' km. Równik
Slonca jest zatem krótszy od 2n RO o

/ /
nKRO/3 :::: 3 km,

co odpowiada lukowi ok. l". OczywIscie zmierzenie takiego "niedoboru" jest nierealne.

"=Cb fl.=co

K=O

K =-1/0,0, < O

o slusznosci bardzo ogólnego twierdzenia

mówiacego o tym, ze kazda zakrzywiona

powierzchnia jest lokalnie prawie plaska
(co oznacza, ze badajac dostatecznie male
fragmenty powierzchni powinnismy otr2ymac

wyniki dowolnie bliskie tych, jakie

uzyskalibysmy w geometrii eukHdesowej),

mozna sie latwo przekonac przechodzac do
granicy @ -+ O. Rzeczywiscie, dla malych e
(tj. dla okregów o dostatec2nie malych

promieniach) dostaniemy

dlugosc okregu '" 2"(1 _~)promien okregu 6

= 21t(I-~KI').
Skorzystalismy tu z faktu, ze dla malych katów

e'
sin8 ~ 6- 6"" ' oraz z tego, ze e = l/a =
= K"'l.

Widac stad, ze odstepstwa od geometrii

Euklidesa sa tym mniejsze, im mniejszy jest

promien rozpatrywanego okregu od"promienia
krzywizny" przestrzeni K-l 12• To samo mozna
udowodnic dla przestrzeni o ujemnej

krzywiznie. Gdy w takiej przestrzeni
rozpatrujemy obszary o rozmiarach <li IKI- ,"
mozemy bezpiecznie poslugiwac sie geometria
Euklidesa. Podobna prawidlowosc wystepuje

równiez w przestrzeniach o wiekszej liczbie
wymiarów. W szczególnosci w przestrzeni
trójwymiarowej o dodatniej krzywiznie K
stosunek obwodu kuli do jej promienia r

wynosi 2" (I - ~ Kr')' gdy r <li K-lI'.
Suma katów trójkata w przestrzeni O dodatnie.

krzywiznie jest wieksza od ".

r. = 1<=0
K =1/0'> O

Powierzchnia kuli o promieniu a stanowi
.przyklad dwuwymiarowej powierzchni

O krzywiznie dodatniej równej I/a'.
Odpowiednikiem prostej na takiej

powierzchni jest luk wielkiego okregu.

a odpowiednikiem okregu o promieniu l jest

okrag zlozony z punktów, których odleglosc

(mierzona wzdluz luku wielkiego po

powierzchni kuli1 od pewnego punktu zwanego

srodkiem wynosi l. Dla okregu
przedstawionego na rysunku l = ae. Dlugosc

takiego okregu równa jest 2=· sine. Zatem

stosunek dlugosci okregu do promienia
wynosi 2"sin818 i jest mniejszy od 2",

-nx.o
1;= a rl.=(X)

K=O

c

Przyklad dwuwymiarowej powierzchni

o ujemnej krzywiznie. Na takiej powierzch~i
obowiazuje geometria Bolyai
Lobaczewskiego (suma katów trójkata < ",
stosunek dlugosci okregu do jego promienia

>2,,).

Nieskonczona plaszczyzna i powierzchnia
nieskonczonego walca stanowia przyklady
dwuwymiarowych powierzchni o krzywiznie
zerowej. Geometria na takich powierzchniach

jest lokalnie geometria euklidesowa (suma

katów trójkata = ". stosunek dlugosci okregu
do jego promienia = 2,,).
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Rys. 4. Tak wyglada wielkoskalowy rozklad
galaktyk w pólnocnej pólkuli nieba. Kazdy
jasny kwadracik reprezentuje klatke l° x l°
w katalogu galaktyk Obserwatorium Licka.
Rozmiar kazdego kwadracika jest wprost
proporcjonalny do liczby galaktyk o jasnosci
obserwowanej 6,3' 10-16 W/m2• Korzystajac
z rysunku S mozna oszacowac, jak gleboko
siega katalog. Z takiego oszacowania wynika,
ze-zasieg katalogu powinien byc rzedu 10
miliardów lat swietlnych. Niejednorodnosci

w rozkladzie przestrzennym galaktyk widoczne
na mapie maja charakterystyczne rozmiary
<200 milionów lat swietlnych.
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H = 17 km/s na milian lat swietlnych,
przy czym wartasc ta jest jednakawa we wszystkich kierunkach (ekspansja jest izatropawa).
Fakt, ze Wszechswiat sie rozpreza, aznacza, iz w przeszlasci byl bardziej gesty. Ekspansja
Wszechswiata jest aczywiscie pracesem adiabatycznym, tj. zachadzi bez wymiany ciepla
z atoczeniem (dzieje sie tak pa prastu dlatego., ze Wszechswiat nie ma zadnego. "ataczenia").

Oznac'za ta, ze maleria w przeszlosci byla nie tylko. gestsza, ale i garetsza niz abec!lie. Ciekawe,
co. tez maglo. dziac sie w srodku naszego. ablaku próbnego., gdy mial an temperature 10" K?
Ta juz jednak calkiem inna histaria.

Jednym z klasycznych dowadów slusznasci agólnej tearii wzglednasci jest abserwacyjne

patwierdzenie przewidzianego. przez te tearie zakrzywienia pramieni swietlnych W palu

grawitacyjnym Slonca. Poniewaz i w tym przypadku efekt pawinien byc rzedu KRO, wiec mazna
sie spadziewac, ze kat adchylenia promieni jest parównywalny z otrzymanym przez nas
"niedabarem". Jest tak w istacie: kat ten wynasi 1",75.
Pawrócmy jednak da kasmalagii. Z (10) wynika, ze krzywizna przestrzeni zmienia sie wraz
z uplywem czasu, przy czym Glabalna Geametria Wszechswiata jest

eliptyczna (K> O), gdy Q > l,
plaska (euklidesawa) (K = O), gdy Q = l,
hiperbaliczna (K < O), gdy Q ~ l.

Wszechswiat, 'il którym Q> l, ma skanczona mase i skanczany abwód, jest ••zamkniety".
Przedluzajac adcinek pa pawierzchni stalego. czasu datrzemy w kancu da miejsca, z którego.
wyruszylismy. Zupelnie inny jest swiat, w którym f}.,; l: ma an nieskanczona mase,
a pawierzchnie t = canst sa w takim swiecie "atwarte" (tj. przedluzajac adcinek pa takiej
pawierzchni nigdy nie asiagniemy punktu wyjscia).
A jaka jest geametria "prawdziwego. Wszechswiata", tego. w którym zyjemy? Odpawiedzi na ta

pytanie udzielic maga jedynie abserwacje astranamiczne. Przede wszystkim nalezy sprawdzic,
w jakim stapniu madel Friedmana nasladuje realny Wszechswiat, a nastepnie (gdyby akazala
sie, ze przewidywania madelu znajduja patwierdzenie w abserwacjach) - zmierzyc parametry
f} iH.
Czy razklad materii w realnym Wszechswiecie jest jednaradny i izotrapawy? Widak nacnega

nieba usianego. gwiazdami wydaje sie temu przeczyc. O tym, ze Wszechswiat nie jest pazbawiany
struktury swiadcza równiez abserwacje astranamiczne abejmujace najblizsze 100 milianów lat

swietlnych wakól nas: gwiazdy skupiane sa w galaktykach, które równiez nie sa rozmieszczone
w przestrzeni równamiernie i grupuja sie w gramady galaktyk. Okazuje sie jednak, ze stapien
niejednarodnasci Wszechswiata zalezy ad razmiarów fragmentów które badamy: im wieksze sa ta
razmiary, tym mniej niejednarodny jest rozklad materii. W abszarach a rozmiarach
przekraczajacych miliard lat swietlnych materia razlazana jest juz calkawicie równamiernie

(liczba galaktyk zawartych w dawalnie wybranym szescianie a krawedzi miliard lat swietlnych
nie zalezy ad jego. polazenia w przestrzeni). Mazemy-sie spadziewac wiec, ze wdastatecznie

wielki~ abszarach Wszechswiat zachawuje sie zgadnie z przewidywaniami madelu Friedmana.
Pierwszym astranamem, który przekanal sie a tym byl Amerykanin Edwin Pawell Hubble.
Pad kaniec lat dwudziestych, abserwujac dalekie galaktyki za pamaca teleskapu na Mt. Wilsan
w Kalifarnii, Hubble zauwazyl, ze addalaja sie ane ad nas z predkascia wprost praparcjanalna da
adleglasci. Zwiazek miedzy predkascia ucieczki galaktyk, a adleglascia jest wiec dakladnie taki, jak
w madelu Friedmana: v = H,! Wedlug abecnych danych abserwacyjnych stala Hubble'a ma
wartasc
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predkosc uCIeczki w kiometroc:l'l na godzll"l~

Rys. ~. Zaleznosc miedzy jasnoscia
obserwowana i predkoscia dla najjasniejszych
galaktyk w 42 gromadach galaktyk. Kazda
gromada ma zwykle taka najjasniejsza
galaktyke w poblizu swojego centrum, przy
czym jasnosci absolutne najjasniejszych
galaktyk w poszczególnych gromadach sa
niemal identyczne, co umozliwia gladkie
przejscie od zaleznosci (jasnosc obserwowana
predkosc) do zaleznosci (odleglosc-
predkosc) i narysowanie obrazka takiego jak
powyzszy. Predkosc ucieczki galaktyk
wyznacza sie z przemieszczenia prazków
w ich widmach wywolanego efektem

Dopplera. O metodach wyznaczania odleglosci
tych galaktyk mozna sie dowiedziec z ksiazki
B. Muchotrzeb i B. Paczynskiego "Granice
Wszechswiata" PWN 1981, wartej zreszta
polecenia kazdemu C.-ittlnikowi, który uzna
temat poruswny w tym artykule za
interesujacy.

Nasz oblok próbny nie moze byc ani za maly
(bowiem aby mozna bylo uznac rozklad
materii za jednorodny, promien obloku

powinien wynosic co najmniej 300 milionów
lat swietlnych), ani ;za duzy (aby opis
newtonowski byl poprawny). Spelnienie obu
tych warunków jest mozliwe tylko wtedy, gdy
(Ge)-q2 c :I>300 mln lat swietlnych_
Nie znamy dokladnej wartosci sredniej gestosci
materii we Wszechswiecie, jednak wszystkie
dane obserwacyjne, nawet bardzo ostroznie
interpretowane, wskazuja, ze nie jest ona

wieksza od 10-29 g - cm-l. Stad latwo
obliczyc, ze wielkosc (GQ)-lllC nie moze byc
mniejsza od kilku miliardów lat swietlnych.
Tak wiec opis newtonowski mozemy spokojnie~
stosowac do obloków zawierajacych wiele

gromad galaktyk_

o tym, ze model Friedmana dostarcza opisu
usrednionego po bardzo duzych obszarach
warto jest pamietac wtedy, gdy mówi sie
o, ,ekspancji Wszechswiata". Opis ten

zupelnie zawodzi, gdy w gre wchodza "male"

(w porównaniu z 300 milionami lat swietlnych)
fragmenty Wszechswiata: np. srednie
odleglosci miedzy galaktykami nalezacymi do
tej samej 'gromady sa stale, podobnie Uklad
Sloneczny nie zmienia swoich 'rozmiarów

(jesli wykluczyc niektóre modele oparte na
Hipotezie Wielkich Liczb - red.).
Chcialbym równiez zapewnic Czytelnika, ze
rozmiary tej strony beda w przyszlym roku
dokladnie takie same jak teraz.
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Nocne niebo

B

Rozwiazaniezadania M 295. Prowadzac
proste laczace srodek pieciokata z jego
wierzcholkamipodzielimy pieciokat na 10
trójkatów prostokatnych. Ze wzgledu na
symetrie naszej figury wystarczy rozpatrywac

punkt P polozony w jednym z tych trójkatów.

Koncowy wynik pozostanie wiec bez zmian.

Zadania, których nie umiemy rozwiazac

M. J.

Poniewaz od czasu do czasu udaje nam sie rozwiazac jakies zadanie, dzisiaj prezentujemy dwa

zadania. Z jednym sobie poradzilismy, z drugim, jak dotad, nie, choc sa ludzaco podobne.
Niestety, tylko ludzaco.
W obydwu zadaniach dane sa trzy okregi i trójkat. W obydwu zadaniach nalezy skonstruowac,
o ile to mozliwe, trójkat przystajacy do danego, tak aby:
- w pierwszym przypadku - jego boki byly styczne do danych okregów (rys. l),
- w drugim przypadku - jego wierzcholki nalezaly do danych okregów (rys. 2).

Rozwiazanie jednego z tych zadan zamiesz~zamy w numerze. Nie piszemy tu którego, bo moze
ktos bedzie chcial sie do tych zadan "przymierzyc" nie sugerujac sie informacja, które zadaniL_
my umiemy rozwiazac.

Prooi i Yasio

Równomiernie pokryte galaktykami niebo z rysunku 4 przypomnialo nam paradoks

sformulowany 150 lat temu przez Olbersa: gdyby Wszec~swiat byl jednorodny, nieskonczony
i niezmienny (wedlug Olbersa sa to naturalne zalozenia), to patrzac w dowolnym kierunku
zawsze napotkalibysmy jakas gwiazde, a wiec cale niebo byloby tak jasne jak tarcza sloneczna.

Widac stad, -ze czern nocnego nieba, do której jestesmy .tak przyzwyczajeni, ma zwiazek z budowa
calego Wszechswiata i, ze przynajmniej jedno z zalozen Olbersa trzeba odrzucic. Dzisiaj wiemy
juz które. Wszechswiat nie jest niezmienny - rozszerza sie.
Zaniedbajmy na razie jego ewolucje i zalózmy, ze gestosc galaktyk (n) i srednia moc emitowana
przez kazda z nich (L) nie zmieniaja sie w czasie. Spróbujmy oszacowac energie promieniowania
padajacego na jednostke powierzchni Ziemi w jednostce czasu. W powloce kulistej o promieniu

L
/' i grubosci /11'jest n4:nr2/1r galaktyk, a strumien energii od kazdej z nich wynosi --- . Tak

_ 4:nr2

wiec, strumien pochodzacy od wszystkich galaktyk z tej powloki nie.zalezy od jej promienia.
Jezeli Wszechswiat jest nieskonczony, to suma energii od powlok o róznych promieniach jest
nieskonczona. Uwzglednienie wzajemnego przeslaniania sie galaktyk da oczywiscie strumien
skonczony, ale ciagle jeszcze o wiele wiekszy od obserwowanego.
W rozszerzajacym sie Wszechswiecie energia fotonów maleje, podobnie jak maleje temperatura
rozprezajacego sie adiabatycznie gazu. Poza tym, poniewaz liczba fotonów nie zmienia sie,

maleje takze ich ~estoSc. Oba te efekty powoduja zmniejszenie strumienia energii docierajacej
'do Ziemi.

Oszacujmy je.
W wyniku zjawiska Dopplera energia fotonów padajacych na Ziemie jest k = I +vJc razy

mniejsza, niz ich energia w ukladzie zwiazanym z oddalajaca sie galaktyka. Jezeli predkosc
galaktyki jest w przyblizeniu stala, to w czasie, jaki uplywa miedzy emisja fotonu i jego dojsciem
do Ziemi, Wszechswiat zwieksza swe rozmiary równiez k razy, czyli gestosc maleje w tym czasie
p razy.
Tak wiec, rozszerzanie sie Wszechswiata powoduje zmniejszenie strumienia energii docierajacej

do Ziemi k4 razy. Poniewaz jednak zgodnie z prawem Hubble'a v = HI', oznacza to, ze
strumien energii od poszczególnych powlok nie jest staly, a maleje jak czwarta potega odleglosci.
Poza tym docierajace do Ziemi promieniowanie pochodzi teraz z fragmentu Wszechswiata
o promieniu równym co najwyzej cJH, bo z obszarów bardziej oddalonych swiatlo nie zdazylo

jeszcze do nas dotrzec od chwili "wielkiego wybuchu".
Jak sie okazuje, wyznaczony tak strumieR energii jest teraz zbyt maly. Latwo zrozumiec dlaczego.

Przeciez, dzieki skonczonej predkosci swiatla, obserwujac to, co jest daleko, widzimy jak
Wszechswiat wygladal dawno. Kiedys gestosc galaktyk byla wieksza niz obecnie, a wiec jest ona
wieksza daleko niz blisko. Powoduje to zwiekszenie strumienia energii obserwowanego na Ziemi.
Siegajac coraz dalej od Ziemi, czyli cofajac sie coraz bardziej w czasie, dochodzimy w koncu

do momentu, kiedy nie bylo jeszcze galaktyk. Jednak ten okres ma juz niewielki wplyw na
. wyglad nocnego nieba.

Jaki wplyw ma na te rozwazania geometria Wszechswiata jako calosci?
Jezeli Wszechswiat jest jednorodny to powierzchnia kuli o promieniu l' jest w nim równa
4:nr2i(r), gdziei(r) jest, niezaleznie od tego gdzie znajduje sie srodek kuli, zawsze ta sama

L
funkcja zalezna tylko od krzywizny. Strumien energii w srodku kuli jest wtedy równy 2i. 4:nr (I')

03

Rys. I.

Rys. 2.

02o

Korzystajac teraz z tego, ze z odleglosci
punktu A od prostych PI t p" mniejsza jest
odleglosc od prostej lezacej po tej samej
stronie dwusiXZDCj kata pomiedzy Pl i P2

co i A, zauwazymy, ze numeracja odleglosci
Xl. X:zl Xli x. i Xs jest laka, jak. na rysunk~.
Latwo teraz zauwazyc, ze X3 przyjmuje

wartosc najmniejsza (!' cos 18°)/2, gdy P jest
srodkiem boku pieciokata, a najwieksza
a ces 18° - gdy jest jednym z wierzcholków.
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Raz jeszcz~' o geometrii rzutowej

Dr Marek KORDOS

Jesli do kazdej prostej na plaszczyznie euklidesowej dolaczymy nowy punkt - jej kierunek
i umówimy sie, ze wszystkie nowe punkty tworza nowa .prosta, to tak wzbogacona plaszczyzna

bedzie plaszczyzna rzutowa. Pisalismy juz o tym kilkakrotnie.

KTO JA ZROBIL I PO CO

Geometrie rzutowa "wymyslili" siedemnastowieczni geometrzy. Patrzac mianowicie na
tryumfujaca wówczas w malarstwie perspektywe zbiezna, gdzie proste równolegle zbiegaly sie na
horyzoncie pomysleli: w tym szalenstwie jest metoda! (tez cytat z XVII wieku). Bo przeciez

kazdy.przyzna, ze perspektywa zbiezna (= fotograficzna) doskonale przedstawia rzeczywistoSC.
Stad nieuniknione pytanie: jakie sa jej geometryczne reguly. Z drugiej strony zauwazyli, ze
znajomosc tych regul pozwoli ulatwic rozwiazywanie "zwyczajnych" zadan geometrycznych.
Wystarczy bowiem na rysunek z danymi zadania spojrzec perspektywicznie w odpowiedni sposól

i juz nie bedzie na nim zadnych prostych równoleglych. Rzecz jednak ~ tym, czy rezygnacja
z pojecia przystawania (ono sie psuje w perspektywie - prawda?) bedzie mniejsza strata, niz
zysk z mozliwosci uzywania punktów przeciecia dowolnych prostych. Okazalo sie, ze w kazdym
razie warto uzywac i tej metody.

JAK TO OBEJRZEC

--

Plaszczyzna rzutowa w momencie swego powstania byla obiektem bardzo dziwnym. Byly na niej
zwykle proste, ale byla tez i "niezwykla", byly zwykle punkty, ale tez i "niezwykle". Jednak.
wszelkie próby znalezienia jakiejs wlasnosci "niezwyklych" punktów czy prostej, wyrózniajacej

je od zwyklych nie udawaly sie. Wyciagnieto stad sluszny (jak sie potem okazalo) wniosek, ze
nasz oglad plaszczyzny rzutowej, jako wzbogaconej euklidesowej, jest tendencyjny. Jak zatem
spojrzec na nia obiektywnie?
Opisana nizej metoda jest szczególnym przypadkiem zastosowania ogólnego pojecia
izomorfizmu, wynalezionego pod koniec XIX w. "Izomorficzny" - znaczy "tak samo
zbudowany". Jesli wiec mamy obiekty izomorficzne, to maja one te same wlasnosci i mozemy

ogladac ten z nich, który nam "bardziej pasuje". Tu do standardowej plaszczyzny rzutowej
(opisanej wyzej) dolaczymy kilka izomorficznych. W ten sposób ogladajac to ten, to ów,
byc moze dostatecznie wszechstronnie potrafimy ja obejrzec.

JEDNORODNOSC

Srodkowa plaszczyzna rzutowa nazwiemy nastepujacy obiekt: nad standardowa plaszczyzna
rzutowa obieramy punkt, dalej zwany srodkiem. Kazdemu punktowi standardowej plaszczyzny
rzutowej przyporzadkowujemy prosta laczaca go ze srodkiem. To przeksztalcenie daje nam
wlasnie srodkowa plaszczyzne rzutowa. Jej "punkty" to proste przechodzace przez srodek.
A jej "proste" - (oczywiscie!) to plaszczyzny przechodzace przez srodek. Latwo zauwazyc, ze
"niezwyklym" punktom plaszczyzny standardowej odpowiadaja proste równolegle do jej
euklidesowej czesci, a "niezwyklej" prostej - równolegla plaszczyzna. Lezeniu punktu na
prostej w modelu standardowym odpowiada w modelu srodkowym lezenie prostych na
plaszczyznach. Zauwazmy jednak, ze model srodkowy jest calkowicie jednorodny: wszystkie jego

"punkty"i w~zystki~ jego "proste" nie róznia sie wzajemnie.

DUALNOSC

Metoda okazala sie dobra - stosujmy ja dalej. Obierzmy mianowicie przestrzenny uklad
wspólrzednych tak, aby srodek naszego srodkowego modelu byl poczatkiem ukladu, a wiec
mial wspólrzedne (0,0,0). Wówczas kazdej prostej przechodzacej przez srodek odpowiadac
bedzie trójka liczb (a, b, c) taka, ze dowolny punkt tej prostej bedzie postaci (a' t, b· t, c' t)

prawda? Tyle, ze jednej prostej odpowiadac bedzie wiele trójek, dokladniej - kazda trójka
proporcjonalna do (a, b, c) z wyjatkiem trójki (O, O, O) - ich zbiór oznaczmy [a, b, cJ. Tak
wiec kazdemu "punktowi" modelu srodkowego odpowiada pewien zbiór [a, b, c].

Zabierzmy sie do plaszczyzn przechodzacych przez srodek. Kazda z nich jest postaci

px+qy+rz = O,

a wiec i jej odpowiada jednoznacznie pewien zbiór [p, q, r] trójek. A wiec kazdej "prostej"

modelu srodkowego tez odpowiada pewien zbiór [p, q, r].
Powstaje nam wiec model zwany analitycznym, w którym punkty sa nierozróznialne od prostych.
Ciekawe! Tym ciekawsze, ze prosta lezy na plaszczyznie, gdy jej wektor kierunkowy (a wiec

(a, b, c» jest prostopadly do wektora prostopadlego do plaszczyzny (a wiec (p, q, r», czyli

Rozwiazanie zadania M 296. Zapiszmy

równanie 9 ,dokladneH w formie .F

y'+py+Q = O. Odejmujac je od danego,
mamy (x'-y')+p(x-y)+q-Q = O, czyli
(x-y) (x+y+p) = Q-q. Oznaczajac przez
Yl pierwiastek dokladny blizszy x" a przez
Xl drugi pierwiastek przyblizony mamy
IX,-Y.! = IQ-qlllx,+y,+pl =
IQ-qlllx,+y,-(x,+x,)1 =
IQ-qllly,-x,l. Ale ly,-x,1 z y"Ll > 10
i wobec tego lXI- y.J < 0,0001. (x)

10
ap+bq+cr = o.



Zatem i warunek na lezenie "punktu" na "prostej" w modelu srodkowym tak samo sie
prezentuje ze strony "punktów", jak i "prostych".

, Chwila namyslu i moral: Na plaszczyznie rzutowej wlasnosci punktów i prostych niczym sie nie
róznia. Albo mocniej: Jesli w twierdzeniu geometrii rzutowej zamienimy miejscami nazwy punktów

i nazwy prostych, to otrzymamy znów (czesto inne) twierdzenie geometrii rzutowej. Ta wlasnosc
nazywa sie dua/noscia. Zatem, przez odpowiedni izomorfizm wykazalismy dualnosc.

DWA ZADANIA DLA CZYTELNIKA

c

A

Pierwsze to w gruncie rzeczy formalnosc - po prostu nie sprawdzilismy jeszcze, ze wzór (x)
opisujacy lezenie "punktu" na "prostej" nie zalezy od tego, która konkretnie z trójek liczb
odpowiadajacych "punktowi" i która sposród trójek liczb odpowiadajacych "prostej"
wybralismy. Ale nie zalezy - Czytelniku, sprawdz!
l drugie zadanie: mozna ze standardowej plaszczyzny rzutowej przejsc bezposrednio do opisanego
wyzej modelu analitycznego. Czytelniku, zrób to! (Ewentualna pomoc mozna znalezc w "Delcie"
12/1980).

JEDNOSTRONNOSC

Od modelu srodkowego przejdziemy teraz do modelu na sferze. Mianowicie zobaczmy, co sie
stanie, jesli "punkty" - tj. proste przechodzace przez srodek i "proste" - tj. plaszczyzny
przechodzace przez srodek przetniemy ze sfera o srodku ... no, gdziezby - oczywiscie w srodku.
Nowymi "punktami" beda teraz pary antypodów, a nowymi "prostymi" - okregi wielkie sfery.
Model ten ma wielka zalete - uzyty do jego budowy surowiec (czyli sfere) mozna traktowac tak
jakby byl to obiekt materialny. Mozna np. ogladac tylko te strone sfery, która widac. I przy
zalozeniu, ze widzimy polowe sfery, bedziemy mieli o modelu pelna informacje. Istotnie - na
pólsferze jest reprezentowana kazda para antypodów i to przewaznie przez jeden punkt. Oba
antypody widac tylko na brzegu.
Taki sposób ogladania modelu na sferze ma wielka zalete. Mozna obracac sfere, a zmieniajacy
sie na niej obraz bedzie po prostu odpowiadal ogladaniu figury z róznych stron. Przeciez, gdy
jeden z antypodów bedzie ginal nam z oczu z drugiej strony pojawi sie jego a/ter ego - w naszym
modelu ten sam punkt. Seria rysunków wskazuje np., ze figura czarna i czerwona w istocie

Q

wygladaja tak samo. Mozna te rysunki sprawdzic rysujac kreda na globusie. A teraz wlasnie
o jednostronnosci. Narysujmy na sferze kólko. No i obracajmy. Po chwili stwierdzamy,
ze plaszczyzna rzutowa to suma kólka i wstegi Mobiusa. Rzeczywiscie - sklejenie obu B,
obu D i obu X to wstega Mobiusa. A ze wstega Mobiusa ma jedna tylko strone, wiec jedna

strone ma i cala plaszczyzna rzutowa.

ZNÓW ZADANIA

A raczej propozycje wykonania samodzielnych obserwacji:
I. Trzy proste dziela plaszczyzne rzutowa na cztery tak samo wygladajace figury.
2. Jedna prosta w ogóle nie dzieli plaszczyzny rzutowej.
3. Parabola, hiperbola i elipsa wygladaja na plaszczyznie rzutowej tak samo.

MORAL

z tego taki: ci, co wymyslili geometrie rzutowa, sami nie wiedzieli, jaka to zdumiewajaca
dyscyplina. A dzis, gdy juz wiele o niej wiemy, wlasciwie zapomnielismy ojej "plastycznym"
pochodzeniu. I uprawiamy ja jako suwerenna dyscypline wiedzy. W gruncie rzeczy ta droga
powstaly wszystkie galezie nauki.
A zatem do roboty. Wezmy sie za jakis konkretny obiekt, skrupulatnie obejrzyjmy go ze

wszystkich stron, przyjrzyjmy sie obiektom izomorficznym i ... nowa galaz wiedzy gotowa.

x

x
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Czesc III. Fizyczna natura

"mikro oscylato rów"

Doc. dr Jerzy GINTER

Oddzialywanie promieniowania

elektromagnetycznego z materia

1. Czasteczki z wiazaniem jonowym lub sJ:olaryzowanym

Jak dobrze wiadomo, w czasteczkach wielu zwiazków chemicznych ladunki dodatnie i ujemne
sa przesuniete wzgledem siebie. Na przyklad w czasteczce HCI (rys. I) elektron walencyjny
wodoru pewien czas przebywa w poblizu jadra chloru. Atom chloru w czasteczce ma wiec

nadmiarowy ladunek ujemny. Dodatni ladunek prot?nu nie jest calkowicie skompensowany
przez ujemny ladunek elektronu, atom wodoru ma wiec pewien ladunek dodatni. W przypadku
HCl "efektywne ladunki" atomów sa mniejsze od ladunku elementarnego - mówimy, ze HCI
ma wiazanie spolaryzowane. W zwiazkach, w których elektron walencyjny kationu przekazany
fest praktycznie calkowicie anionowi mówi sie o wiazaniu jonowym. Warto przypomniec, ze
czasteczki o wiazaniu jonowym lub spolaryzowanym maja rózny od zera moment dipolowy.
W jaki sposób czasteczki takie moga oddzialywac z promieniowaniem? Istnieja tu dwie
mozliwosci - zwiazane odpowiednio z ruchem oscylacyjnym (drgajacym) i rotacyjnym
(obrotowym) czasteczek.

W dwóch poprzednich czesciach naszego cyklu omówilismy pewne elementy oddzialywania fali
elektromagnetycznej z materia. W szczególnosci stwierdzilismy, ze dobrze mozna opisac to
oddzialywanie przyjmujac zalozen-ie, ze w omawianych substancjach istnieja jakies
"mikrooscylatory", które fala elektromagnetyczna moze pobudzac do drgan. W szczególnosci
wspominalismy o tym, ze tymi "mikrooscylatorami" musza byc pojedyncze-ctomy lub

·czasteczki. Nie mozemy tej sprawy omówic w pelnej ogólnosci, ograniczymy sie tylko do kilku
przykladów.

EfwMw®

Rys. 1

Rys. 2

Substancje, których czasteczki maJa·

nieznikajacy moment dipolowy. charakteryzuja
si«r wysoka stala dielektryczna w stanie cieklym.

Przykladowo wynosi ona:
ciekly chlorowodór < = 86
woda < = 81

ciekly amoniak ~ = 22

~6
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E~ a. Oscylacje czasteczek

Typowa czasteczka dwuatomowa ma - przynajmniej w pewnym stopniu - wlasnosci zblizone
do dwóch kul polaczonych sprezyna (rys. 2). Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania
atomów jest najmniejsza dla pewnej okreslonej odleglosci miedzy jadrami. Dla HCI wynosi ona
128 pm (1,28 A). Zarówno zblizenie, jak i oddalenie jader powoduje wzrost tej energii
potencjalnej. Jezeli w jakims procesie - na przyklad przy zblizeniu dwóch czasteczek 
odleglosc pomiedzy jadrami zostanie odchylona od odleglosci odpowiadajacej energii minimalnej,
jadra zaczna wykonywac drgania. Kolejne fazy drgan tego typu przedstawia rysunek 3
(w rzeczywistosci amplituda oscylacji jest znacznie mniejsza od sredniej odleglosci miedzy
jadrami). Czestosc drgan jest charakterystyczna dla czasteczki, a zalezy od mas jader i od
"sily wiazan". Typowe czestosci oscylacji czasteczek odpowiadaja zakresowi podczerwonych fal

elektromaEnetycznych. Dla HCl wynosi ona okolo w = 2x 1014s-1. A wiec czasteczka HCI
jest "mikrooscylatorem", który moze absorbowac lub emitowac promieniowanie podczerwone.
Warto zwrócic uwage, ze sily od zewnetrznego pola elektrycznego, dzialajace na poszczególne

~yO atomy czasteczki maja przeciwne zwroty (rys. 4). "Staraja" sie wiec albo rozciagnac, albo scisnac
molekule.

Podalismy tutaj oczywiscie tylko prosty model klasyczny. Pelny opis omówionych powyzej .
zagad.nien wymaga stosowania metod mechaniki kwantowej. Warto takze zwrócic uwage, ze
bardziej zlozone czasteczki (np. H20 czy NH3) moga wykonywac znacznie bardziej
skomplikowane ruchy oscylacyjne. W szczególnosci ta sama czasteczka moze wykonywac drgania

z róznymi czestosciami wlasnymi. Rysunek 5 przedstawia takie drgania dla czasteczki wody .

Rys. 3

-8

.,.

12



G-G-e-e-
Rys. 6

b. Rotacje czasteczek

Czasteczka HCI (a takze kazda inna) moze oprócz ruchu drgajacego wykonywac ruch obrotowy
wokól srodka masy (rys. 6). Na pozór ruch taki nie ma nic wspólnego z oscylacjami.
Przypomnijmy jednak, ze ruch wahadla po okregu moze byc traktowany jako zlozenie dwóch
ruchów harmonicznych, odbywajacych sie w kierunkach prostopadlych. Podobnie ruch jonów
wirujacej czasteczki moze byc potraktowany jako zlozenie ruchów harmonicznych. A wiec
i teraz odnajdujemy pewne "mikrooscylatory", które moga oddzialywac z promieniowaniem
elektromagnetycznym.

W modelu klasycznym czestosc ruchu obrotowego czasteczki moze sie zmieniac w sposób ciagly
w dosc szerokim zakresie. Nieruchomej czasteczce odpowiada oczywiscie czestosc zerowa.

Czestosc maksymalna obrotu okreslona jest warunkiem, w którym sila odsrodkowa (w wirujacym
ukladzie odniesienia zwiazanym z czasteczka) jest wystarczajaca do jej rozerwania na atomy,
czyli do dysocjacji czasteczki.
W rzeczywistosci jednak obserwowane czestosci nie sa zupelnie dowolne - wystepuje zjawisko
"kwantyzacji", którego nie da sie opisac w jezyku fizyki klasycznej. Absorpcje zwiazana ze
zmiana stanu ruchu obrotowego czasteczek obserwuje sie zwykle w bardzo dalekiej pO'dczerwieni
lub w obszarze mikrofal.

Czasteczka moze wykonywac jeszcze znacznie bardziej skomplikowane ruchy, które mozna
traktowac jako r,9wnoczesne zlozenie drgan i obrotu czasteczki. Poza tym czasteczka jako calosc
moze wykonywac ruch postepowy - nie ma to jednak istotpego wplywu na jej oddzialywanie
z promieniowaniem.

Podobny charakter maja ruchy jader w krysztalach jonowych, np. w omawianym poprzednio
fluorku litu.

O·.·'"~ ....

Rys. 7

Rys. 8

f;()~

Qt5

2. Atom jako "mikrooscylator"

Problem budowy atomu byl jednym z podstawowych zagadnien pierwszych dziesiatków lat
biezacego stulecia. Ogólnie znany jest tzw. "model planetarny", wprowadzony przez Bohra.
W modelu tym elektron mialby krazyc wokól jadra po torze kolowym lub eliptycznym,
podobnie jak planety i komety ukladu slonecznegó kraza wokól Slonca. Model ten tak narzucil
sie naszej wyobrazni, ze do dzis jest jeszcze uzywany. Tymczasem juz Bohr zdawal sobie sprawe
z tego, ze jest to model falszywy. Naladowany elektron krazacy (np. po kole) wokól jadra
musialby wysylac promieniowanie elektromagnetyczne. Bylby bowiem naladowanym
"mikrooscylatorem", zblizonym do wirujacego po kole wahadla czy obracajacej sie czasteczki
HCI. Wysylajac promieniowanie - tracilby energie. Musialby zatem spadac na jadro. Mozna
obliczyc, ze staloby sie to w czasie rzedu 10- 8 s! Tymczasem atomy istnieja przez miliardy lat.
Mamy wiec do czynienia z zupelnie podstawowa sprzecznoscia, która nie da sie rozwiklac
w ramach fizyki klasycznej.
W opisie' kwantowym w ogóle pojecia toru elektronu w atomie wprowadzic sie nie da. Mówimy
tylko o gestosci prawdopodobienstwa znalezienia elektronu w przestrzeni. Jest ona rózna dla
róznych stanów kwantowych - czyli dla róznych orbitali. Rozklad gestosci prawdopodobienstwa
czesto traktuje sie jako pewna otaczajaca jadro atomu "chmure elektronowa". Stany, w których
chmura ta jest nieruchoma, nazywamy stanami stacjonarnymi. Rysunek 7 przedstawia rozklad
gestosci prawdopodobienstwa w atomie wodoru w kilku takich stanach.
Sa jednak stany, w których "chmurze elektronowej" (gestosci prawdopodobienstwa ·znalezienia
elektronu) nalezy przypisac periodyczny ruch drgajacy. Czestosci drgan takiej chmury moze byc
bardzo wiele (w rzeczywistosci - nieskonczenie wiele), podobnie jak na przyklad bardzo wiele
jest mozliwych czestosci drgan napietej struny czy drgan slupa powietrza w instrumencie detym.
Typowe drgania chmury elektronowej atomu wodoru przedstawia rysunek 8. Atom mozemy

wiec traktowac jako "mikrooscylator", ale nie o jednej lecz o wielu czestosciach wlasnych.
Moze on wiec absorbowac i emitowac promieniowanie o wielu róznych czestosciach. Stad takie
bogactwo atomowych linii widmowych. Warto wiedziec, ze rózne atomy moga absorbowac

i emitowac promieniowanie w zakresie od fal ra?iowych do pro~ieni X!

3. Podsumowanie

W tej czesci naszego cyklu staralem sie pokazac na naj prostszych przykladach, jaki jest fizyczny
sens wprowadzonych poprzednio "mikrooscylatorów" vi substancjach materialnych. Mozliwych
przykladów jest oczywiscie znacznie wiecej. Poza tym traktowalismy omawiane obiekty tak,
jak gdyby byly one od siebie niezalezne, co jest dobrym przyblizeniem tylko dla rozrzedzonych
gazów. W cialach skondensowanych - cialach stalych, cieczach i gazach pod wysokimi
cisnieniami - atomy czy czasteczki silnie oddzialuja ze soba, co naturalnie bardzo komplikuje
ruch ukladu.
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Rys. l. FunkcjeJ; g sa lu aardzo proste:

okresla je piec warlosci {O, 1,2,3,4} na

zbiorze {O, l, ... , 12}, poza tym sa liniowe.

Rys. 2. Funkcja J! ma przedzial stalosci na
wysokosci 1/2, a funkcja f ma nieskonczenie

wiele oscylacji wokól tego poziomu. Taternik

idacy po drobnych wzniesieniach

izaglebieniach zbocza f zm'usilby taternika

idacego po' zboczu g do chodzenia tam
l z powrotem, nieskonczenie wiele razy

po przedziale stalosci funkcji g.

Dwaj taternicy ...

Pro! dr Jerzy MIODUSZEWSKI
Dwaj taternicy, wychodzac z miejsc lezacych na tym samym poziomie wchodza na szczyt,
jeden po zboczu o profilu y = f(x), a drugi po zboczu o profilu y = g(x), gdzie f i g sa funkcjami
ciaglymi o wartosciach w odcinku [O, 1]; zmienna x tez przebiega odcinek [O, 1], zalózmy, ze

f(O) = g(O) = O (poziom wyjsciowy) if(l) = g(l) = l (szczyt).

Czy moga tak ulozyc marszruty, aby w kazdej chwili byc na tym samym ze soba poziomie?
Bardziej matematycznie: czy istnieja funkcje ciagle x = a(t) i y = b(t) takie, zef(a(t» = g(b(t»

dla kazdego t z odcinka g,..~t ~ l i takie, ze a(O) = b(O) = O i a(1) = b(1) = l ?
Tak mniej wiecej zaczeli swoja prace Sikorski i Zarankiewicz (Fundamenta Mathematicae 41

(1954), str. 339-:-344); byli inni autorzy, którzy równiez postawili sobie ten problem: T. Homma
(Kodai Mathematical Seminar Reports l (1952), 13-16) i J. V. Whittaker (A Mountain-c/imbing

Problem, Canadian Journal of Mathematics 18 (1966). str. 873-882); nie wykluczone, ze byli
jeszcze inni, bo interesujace zadania bywaja stawiane i rozwiazywane wielokrotnie i niezaleznie.
Jesli na zadnym ze zboczy nie ma przedzialów stalosci, to marszruty spelniajace warunki zadania
istnieja. Zastrzezenie co do przedzialów stalosci jest istotne, na co wskazuja funkcje przedstawione
na rysunku 2.

i t( J.--~.~~"
.~~"1, .~

Jezeli zalozyc. ze funkcje f i g maja jedynie skonczenie wiele oscylacji. np. ze sa kawalkami
liniowe. to mozna dopuscic istnienie przedzialów stalosci; rozwiazania a i b mozna znalezc
wtedy równiez w postaci funkcji kawalkami liniowych. Ten przypadek, jak zobaczymy, nie jest
wcale banalny, a okazuje sie wystarczajacy dla zastosowan, o których takze bedzie mowa.
Funkcje f i g sa wyznaczone teraz przez podanie wartosci na pewnym zbiorze skonczonym 

.zbiorze punktów zmiany wzoru liniowego okreslajacego funkcje (p. podpis pod rys. I). Stad.

zadanie mozna w tym przypadku sprowadzic do kombinatoryki, tj. do zadania o zl)iorach
skonczonych. Brzmi ono jak nastepuje. Dane sa dwa odcinki zbioru liczb naturalnych,

B = {O, l, ... , n} i A = {O. l, ...• m} i dwie funkcje fi g ze zbioru B na zbiór A takie, ze
f(O) = O,g(O) = O,J(n) = g(n) = m, z których kazda jest ciagla w tym znaczeniu, ze na elementach
sasiednich, j oraz j + l. przyjmuje wartosci te same lub sasiednie. Czy istnieje odcinek zbioru

liczb naturalnych C"= {O, l •... , p} i fun~cje (w powyzszym znaczeniu) ciagle a: C -+ B
i b: C -+ B takie. ze f(a(j» = g(b(j» dla kazdego j? Z warunków zadania wynika, ze
m ~ n ~ p, skoro odwzorowania maja byc "na".
Dla rozwiazania tego zadania spójrzmy na liczby naturalne z odcinka B = {O, l, ... , n} jako na
numery wspólrzednych pól szachownicy (n+ l) x (n+ l). Zaczernijmy te pola (i.j), dla których

f(i) = g(j). Dla przykladu: pola (O, O) beda na pewno zaczernione. a pola (O, n) i (n, O)

pozostana biale.
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Rys. 3. Szachownica 13x 13 odpowiadajaca
funkcjom z rysunku l. Nie ma drogi dla
wiezy, jest wiec droga dla króla.

Rozwiazanie zadania F 114
W kazdym z przypadków lód poddawany jest
dzialaniu znacznych cisnien, co dla wody

powoduje obnizenie temperatury topnienia.
Niezbedne do topnienia cieplo naplywa
z najblizszego otoczenia (sasiednie warsJwy

lodu oraz drut). Powstajaca pod drutem
ciecz wypierana jest ponad drut, gdzie
krzepnie pod normalnym cisnieniem
wydzielajac cieplo. Wtapianie sie drutu
w bryle lodu jest procesem ograniczanym
przez szybkosc transportu ciepla od
krzepnacej wody do topniejacego w obszarze
podwyzszonego cisnienia lodu. W przypadku
drutu szybkosc ta jest znaczna, gdyz metale
sa swietnymi przewodnikami ciepla. Nylon
przewodzi cieplo slabo (okolo
dziesieciokrotnie slabiej niz lód) i tym razem

decydujace jest przewodnictwo lodu. które
z kolei ustepuje przynajmniej o trzy rzedy
wielkosci przewodnictwu metali.

Na polach dotykajacych do prawego lub do dolnego brzegu szachownicy róznica/(i)-g(j)
jest nieujemna (jest tam badz j = O, a wiec gej) = O ,;;; I(i), lub i = n, a wiec I(i) = n ~ g(j».
a na polach dotykajacych do lewego lub górnego brzegu szachownicy ta sama róznica jest
niedodatnia.

Pomyslmy wieze stojaca na bialym polu z prawego lub dolnego brzegu szachownicy. Nie moze
ona dojsc po bialych polach do zadnego z bialych pól na górnym lub na lewym brzegu
szachownicy: przechodzac z pola na pole sasiednie wieza zmienia róznice/(i)-g(j) nie wiecej
niz o 1. wiec idac z pola, gdzie ta róznica jest dodatnia, na pole, gdzie ta róznica jest ujemna.
musialaby przejSC przez pole, gdzie ta róznica jest równa O, tj. przez pole zaczernione.
Nasze zadanie bedzie rozwiazane, jesli znajdziemy przejscie dla króla z pola (O, O) na pole
(n, n) po polach zaczernionych. Istotnie, majac takie przejscie i numerujac chwile O, 1, ... p

poczawszy od chwili O, kiedy król stoi na polu (O, O) do chwili p, kiedy król stanie na poJu
(n, n), dostaniemy dla kazdej chwili t, O ,;;; t,;;; p, pozycje (a(t), b(t» jego drogi; bedzie zawsze

I(a(t» = g(b(t», bo pola (a(t), b(t» sa zaczernione; funkcje a i b okaza sie ciagle, bo w chwilach
sasiednich, t i t+ I, wspólrzedne a(t) i a(t+ 1-) i tak samo wspólrzedne bet) i b(H 1), róznia sie
nie wiecej niz o 1. Czy takie przejscie dla króla sie znajdzie? Tak. Odpowiedz mozna znalezc
m.in. w "Kalejdoskopie matematycznym" Hugona Steinhausa (str. 32, wyd. 1956 r.), gdzie jest
podana dla nieco innego zadania, a która w naszych warunkach tlumaczy sie na nastepujace

Twierdzenie o szachownicy, Jesli pewne pola szachownicy sa zaczernione tak, by wieza nie mogla

przejsc po polach bialych z zadnego z P?I lezacych wzdluz dolnego i wzdluz prawego brzegu
szachownicy do zadnego z pól lezacych wzdluz jej lewego i wzdluz jej górnego brzegu, to król
moze przejsc po polach zaczernionych z lewego dolnego rogu szachownicy do prawego górnego.

Napisano w "Kalejdoskopie", ze jest to oczywiste, ale ze dowód nie jest natychmiastowy. To
twierdzenie o szachownicy mozna znalezc takze w innej ksiazce Hugona Steinhausa
"Jeszcze sto zadan" (tytul tlumaczony z rosyjskiego; autor artykUlU nie wie, czy ukazalo ~;e to

po polsku), wlaczonej do jego ksiazki "Zadaczi i razmyszlenija", jako zadanie 97 mozna je
znalezc na str. 103 wyd. 1974 r.) Pojawilo sie ono równiez w "Delcie" nr 9/1980, jako zadanie
M 235. sluzac jako lemat w dowodzie dwuwymiarowego twierdzenia Brouwera o punkcie stalym.
Te okolicznosci stanowia wygodny pretekst dla autora artykulu, pozwalajacy mu na
niezamieszczenie dowodu, który rzeczywiscie nie jest natychmiastowy.
Analogiczne zadanie dla szachównicy heksagonalnej (plaski plaster pszczeli; bardziej
symetryczne: znika w nim róznica miedzy królem i wieza) jest mniej klopotliwe. Pisze o nim
David Gale w artykule "The Game ol Hex and the Brouwer t'ixed Point Theorem", The American

Mathematical Monthly 86 (1979), str. 818-827. Takze i tym zadaniem mozna sie posluzyc
w dowodzie twierdzenia Brouwera. Zadanie w formie heksagonalnej pochodzi od Johna F. Nasha

(1949), ale jest i prehistoria, o czym pisze Martin Gardner w rozdziale" The Game ol Hex" na
str. 73-83 swojej ksiazki .,The Scientilic American Book ol Mathematical Puzzles and
Diversions", New York 1959.

*

Czesto spotyka sie próby okreslenia tego, czym jest matematyka. W ksiazce ,,0 poznawaniu.
Szkice na lewa reke" Jerorne S. Brunner (szkic.,O uczeniu sie matematyki", str. 130 i nast.,

PIW 1971, seria ± 00) pisze, ze polega ona na sprowadzaniu zadan do lamiglówek, a potem do
rozwiazywania tych lamiglówek. Jest to poglad dosc naturalny, ale nieczesto wypowiadany, wiec
poparcie go autorytetem nie zaszkodzi.

*

Lamigló~ka o królu i wiezy pozwala rozwiazac zadanie o taternikach, które tez z kolei wyglada
na lamiglówke wyodrebniona dla rozwiazania innych zadan. Kazimierz Zarankiewicz wykorzystal
(Biuletyn PAN, 2 (1954), str. 117-120) zadanie o taternikach dla podania prostego dowodu

nastepujacego twierdzenia Dysona (1951): majac funkcjI} ciagla rzeczywista na powierzchni kuli,
znajdziemy zawsze kolo wielkie i wpisany w nie kwadrat, na którego wierzcholkach funkcja
przyjmuje te same wartosci. J. P. Huneke (1969) wykorzystal zadanie o ta.ternikach do zbudowania
dwu funkcji ciaglych li g przeksztalcajacych odcinek na siebie i takich, zel' g = g -I (tj.
przemiennych przy skladaniu) oraz nie majacych wspólnego punktu stalego, tj. takiego, ze

I(x) = g(x) = x, co obalalo uzasadniona wieloma przykladami hipoteze. Autor tego artykulu
posluzyl sie (1962) zadaniem o taternikach do znalezienia prostego opisu kontinuum znanego
pod nazwa pseudoluku (które jest kontinuum nierozkladalnym i którego wszystkie podkontinua

wirlopunktowe sa nierozkladalne, ale który ma pewne wlasnosci wspólne z okregiem), odkrytego
(1922) przez Knastera i zbadanego dokladniej (1948) w pracach Binga i Moise'a. Jesli funkcjeI i g, ciagle i bez przedzialów s~alosci sa niekoqiecznie kawalkami liniowe, to marszruty
utrzymujace taterników na równych ze soba wysokosciach tez sie znajda: W ich poszukiwaniu
wykorzystuje sie pewna wlasnosc topologiczna kwadratu, bardzo podobna do wykorzystywanej
poprzednio· wlasnosci szachownicy.

t5



H,
OH
SiO

SiS
NS
SO

CH
CH+
CN
CO
CS

H,O
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siarczek wegla
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cyjanowodór

izocyjanowodór
jon formylu

formy!

siarczek karbonylu
amoniak

acetylen

cyjanoetinyl

formaldehyd
kwas izocyjanowy

tioaldehyd mrówkowy

metylenoimina

cyjanamid
kwas mrówkowy

cyjanoacctylen

alkohol metylowy

cyjanek met~lu (acetonitryl)
formamid

mctyloamina

metyloacetylen

'aldehyd octowy

cyjanek winylu (akrylonitryl)

cyjanodwuacetylen
mr6wczan- metylu

eter dwumetylowy

alkohol etylowy

metylocyjanoacetylen

Patrz w niebo

Kiedy dwa miesiace temu pisalem o tym, "co widac miedzy gwiazdami", dokonalem dosc

istotnego uproszczenia, które polegalo na zalozeniu, ze przestrzen miedzygwiazdowa w Galaktyce

jest praktycznie pusta. Jak dobrze wiadomo, zalozenie to jest nieprawrlziwe, co latwo'zauwazyC
obserwujac mglawice gazowe i pylowe jasno swiecace w niektórych okolicach nieba.
Analiza widmowa swiatla niektórych z takich mglawic napotkala niespodziewane trudnosci.

Wielu; linii nie udalo sie zinterpretowac jako normalnej' emisji '(lub absorp~ji) atomów. Trzeba
bylo szukac innych niz atomy zródel promieniowania monochromatycznego. I tu okazalo sie,
ze w zimniejszych mglawicach czesto swieca mniej lub bardziej skomplikowane czasteczki,
przewaznie organiczne. Tabelka obok podaje kilkadziesiat najlepiej znanych zwiazków odkrytych
w przestrzeni miedzygwiezdnej. Nie wszystkie one emituja (lub absorbuja) promieniowanie
w okolicach zakresu widzialnego. Czesto odkrywamy je dzieki obserwacjom radiowym,
najczesciej mikrofalowym. Zwiazane jest to z faktem, ze emisja fotonu przez czasteczke moze
byc nie tylko zwiazana z przejsciem elektronu na nizsza orbite; mozliwe sa trzy inne mechanizmy:
a) zmiana ksztaltu chmury elektronów czasteczki,
b) zmiana czestosci drgan atomów czasteczki, •
c) zmiana predkosci rotacji czasteczki.
Wszystkie te procesy powoduja wyslanie fotonu o konkretnej, ale trudnej do obliczenia energii.

Przyjrzenie sie tabelce prowadzi do stwierdzenia, ze nie jest prawda, iz obserwujemy wszystkie
naj prostsze zwiazki. Mimo wielu prób nie udalo sie dotychczas odkryc np. tlenku azotu
czasteczki jedynie dwuatomowej. Nie stwierdzono takze obecnosci ani jednego zwiazku
pierscieniowego. Jednak wiele niezidentyfikowanych linii widmowych pozwala sadzic, ze mala
galaz astronomii - k.osmochemia - rozwinie sie w potezny konar wiedzy.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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Rozwiazania zadan z nwneru 1/82

13. Badany ciag wyraza sie wzorem

rekurencyjnym xn+ 1 = f(xn), gdzie Xl = at

f{x) = aX. Jezeli istnieje granica lim Xn. to
musi ona byc punktem stalym funkcji f. tzn.

musi spelniac równanie f(x) = x. Na odwrót,

jesli P!lnkt.y stale istnieja - oznaczmy je

przez u, v (patrz rysunek; punktów stalych

nie moze byc wiecej niz dwa; przyjmujemy.

ze u =s;v)- to dla x z przedzialu O .::;,;;:x < u
mamy x < f(x) < U; zatem ciag (Xn l jest
rosnacy i ograniczony, wiec zbiezny. Niech

teraz ~ oznacza rozwiazanie równania
f'(x) = l (istnieje ono dla kazdej wartosci

a i jest jedyne, równ,e < = - In In alIn a;
przy tym f«) = 1lIn a). Pozostaje
zauwazyc, ze funkcja f ma punkty stale wtedy

i tylko wtedy, gdy f<O) •• < (rysunek), czyli
gdy l •• -In In a, lub równowaznie, gdy

a ~ et Je. Jest to warunek konieczny,

i dostateczny zbieznosci ciagu {xn l.

i

x

14. 'Vc wlorze Herona~ wyrazajacym pole S
trójkata przez dlugosci jego boków a., 62.. Q3

podstawiamy al = 2Slh, (gdzie h, jest

dlugoscia wysokosci opuszczonej na bok al).
Po prostych przeksztalceniach dostajemy

S = hfhih~«h,h,+h,h3+h3h,) (-h,h,+
+ h,h3 +h3h,) (h,h,-h,h, +h3h,>
(h, h, +h,h3 - h3h,})-1".



Jesli dane sa dwa punkty R i Q oraz kat IX.

to zbiorem punktów, z których odcinek

RQ "widac" pod katem IX. jest suma dwóch

luków okregów. Luki te sa polozone

symetrycznie wzgledem prostej RQ
(rys. 6). Nazywane sa one lukami Talesa

wyznaczonymi przez punkty R i Q oraz kat IX.

Rys. 6.

A

Rozwiazanie
zadania

z kacika
"zadan,
których
nie umiemy
rozwiazac"

B

A,

Sposród dwóch zadan zamieszczonych
w naszym kaciku umiemy rozwiazac pierwsze.

Drugiego nie umiemy i nie wiemy, czy
konstrukcja jest w ogóle wykonalna.

Przypuscmy wiec. ze skonstruowalismy

poszukiwany trójkat /::,ABC o bokach

stycznych do danych okregów 01, 01, o)
(rys. I). Poprowadzmy przez srodki tych

okregów proste równolegle do odpowiednich

boków trókjata. Otrzymamy w ten sposób

trójkat /::,A 1B, C l. tez o znanych'
dlugosciach boków (rys. 2). Znamy

oczywiscie i katy tego trójkata. Wobec tego

punkt A l lezy na luku Talesa ';;'. dla punktów
R iQ oraz kata CI:. Analogicznie polozone sa
punkty B, i CI (rys. 3). Rozwiazanie I
naszego zadania sprowadza sie w takim razie
do rozwiazania zadania nastepujacego: przez

punkt R przeciecia dwóch o\<tegów o. i o.
poprowadzic taka prosta. by suma cieciw

wyznaczonych przez nia na tych okregach
miala dana dlugosc. W tym przypadku
bedzie to dlugosc odcinka A.~ (rys. 4).

Niech punkty S i T beda srodkami

odpowiednio odci~ków AtR i B1R,
natomiast punkt M niech uzupelnia trójkat
l.TS do prostokata LTSM (rys. 5).

W trójkacie prostokatnym /::,LMK dana mamy
dlugosc przeciwprostokatnej LK i dlugosc

przyprostokatnej LM. Mozemy go wiec

skonstruowac. Cala reszte równiez.

A

G~
Rys. I.

/

W "Regulaminie ligi" Delta 9/1981 zapowiadalismy przerwe wakacyjna

na numery 6 i 7. W zwiazku z przesunieciem cyklu produkcyjnego w
stosunku do kalendarza przenosimy przerwe n~ numery 5 i 6.
Zadania 25. 26, 27 ukaza sie w numerze 7. Za zmiane przepraszamy.

Ostatni kurs robimy tylko w jedna strone;
wtedy w A musi juz byc zmagazynowana
l barylka. Stad równanie n(l- 2x)+ (I - x) =
= I. zatem x = n/(2n+ l). Wybie'rzmy punkt

B tak. by startujac z niego mozna bylo

przejechac pustynie majac 2 barylki, tzn. by
na drodze AB spaliC jedna, a jedna dostarczyc
do A. Prowadzi to do równania (2n+ I)x = l;

zestawiajac je z poprzednim mamy n = J.

x = I Jj. Taki punkt B jest punktem

polozonym najblizej poczatku pustyni p.
z którego mozna przebyc pustynie z dwiema
barylkami. Szukamy nastepnego punktu

przeladunkowego C tak. by kursu.iac 111 razy

na drodze BC (+ ostatni kurs bez powrotu)

zostawic w B 2 barylki. a by ~a drodze BC
zuzyc tylko l. Podobny jak po·wyzej rachunek

dajem = 2. BC = 1/5. Taki punkt C jest
najblizszym od P punktem. skad mozna
startowac przez pustynie z 3 barylkami.

15. Przypomnijmy tresc. W baku samochodu

miesci sie t barylka paliwa. ca wystarcza na
przebycie polowy pustyni. Wiecej paliwa
zabierac nie mozna. Jaka jest najmniejsza
ilosc paliwa potrzebna do przebycia calej
pustyni? Zakladamy, ze mozna po drodze
odlewac (a potem w stoiownej chwili

zabierac) dowolna ilosc z baku.

Zauwazmy. ze aby przy powyzszych danych
przebyc pustynie, musimy w jej polowie

dysponowac 1 barylka. Dostarczyc ja tam
mozna odlewajac czesc paliwa z kazdego

kursu. Zalózmy. ze w pewnym punkcie
B -< A zmagazynowalismy juz troche paliwa.
Dostarczamy je do A kursujac kilkakrotnie
miedzy A i B. Najlepiej startowac z B

z pelnym bakiem, mozna wiec zalozyc, ze
kursujemy tylko na trasie A B. Bedziemy

mierzyc, odleglosci w barylkach. potrzebnych
do przejechania danego dystansu. Niech
AB = x. Kursujac n razy z B do A

zostawiamy za kazdym razem 1- 2x paliwa
w A, zuzywajac pozostale x na powrót.

aJ21

~H~ l
p ClFEOC B

11
A Q

Postepujac tak dalej. otrzymamy taka oto

marszrute (p. rysunek):

Startujemy 7 razy z pelna barylka z P
i zostawiamy w G 1-2' 2021/45045 =
= 41003/45045 barylki. ósmy kurs odbywamy

tylko w jedna strone. Znajdujemy sie wiec w
G majac 7, 41003/45045 + 14·2021/45045 =
= 7 barylek paliwa. Wyruszamy teraz 7 razy
z G, zostawiajac za kazdym razem w F

po 11/13 barylki. ostatni (siódmy) kurs robimy

bez powrotu. W ten spOSÓb przybywamy do
F i mamy 6 barylek. Dalej odbywamy 5

kursów powrotnych i jeden .. tam" na trasie
FE i tak dalej. W koncu znajdziemy sie w B

z dwiema. a nastepnie w A z jedna barylka.
Lacznie odcinek PG przejedziemy 15 razy.
GF-13 razy. FE-II razy, ...• CB-5.
BA - 3 i AQ - jeden raz. Zuzyjemy wiec

1+3·.!-+5· ...•..+7· ...•..+9· ~+ll·.2-+
3 5 7 9 II
1 2021 2021

+ 13 . 13 + 15' 45045 = 7 45045

barylek paliwa.

17


