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Rys. l a. Schemat rozkladu czastek ukladu
dwuskladnikowego w warunkach

izotermicznych (równowaga

termodynamiczna).

Rys. l b. Schemat rozkladu czastek ukladu

dwuskladnikowego w stacjonarnych

warunkach politermicznych .

·Struktury dyssypacyjne-nowe spojrzenie
• T T

na rzeczywlstosc

Prof dr Bogdan BARANOWSKI
czlonek korespondent PAN

G wagi historyczno-filozoficzne

Rozklad w przestrzeni elementów skladowych ukladu fizycznego i zwiazane z nim

konsekwencje - czyli struktura ukladu - stanowia podstawowy czynnik poznawczy i to
zarówno z mikroskopowego, jak i makroskopowego punktu widzenia. Jaki jest rozklad elektronów

w atomach, jak polozone sa wzgledem siebie atom~ w czasteczce, jakie jest ulozenie elementów
sieci krystalograficznej - oto przyklady pytan dotyczacych struktury. Odpowiedzi na te pytania

determinuja wiele wlasnosci ukladów makroskopowych. Wymienione przyklady dotycza atanów,
w których czas nie odgrywa zasadniczej roli; sa to uklady statyczne.

Czym charakteryzuja sie natomiast stany dynamiczne, w których wlasnosci ukladu ulegaja
zmianie w czasie? II zasada termodynamiki orzeka, ze stany takie zmierzaja samorzutnie do
stanów statycznych, tj. niezaleznych od czasu, zwanych stanami równowagi termodynamicznej.

Statystyczna interpretacja II zasady termodynamiki zaproponowana przez Boltzmanna widzi
w dazeniu do równowagi termodynamicznej przejscie od stanów mniej do bardziej
prawdopodobnych. W makroskopowym ujeciu oznacza to przechodzenie od. stanów bardziej
uporzadkowanych do mniej uporzadkowanych. Ta tendencja do maksymalizacji chaosu lezy
u podstaw koncepcji Boltzmanna o tzw. smierci cieplnej Wszechswiata. Ta mysl wyraza

katastroficzna wizje przyszlosci, w której zanikna wszelkie stany dynamiczne.

W ujeciu Boltzmanna kazdy proces nieodwracalny stanowi czesc realizacji tego ogólnego
programu dazenia do wzrostu nieporzadku, do destrukturyzacji otaczajacej nas
rzeczywistosci. Ta prosta i logiczna koncepcja klóci sie pozornie z obrazem, jaki obserwujemy
w przyrodzie zywej. Tutaj w toku ewolucji z·prostych ukladów powstawaly struktury coraz
bardziej zlozone.
Ten strukturotwórczy charakter ukladów biologicznych nie jest sprzeczny z II zasada
termodynamiki. Takie uklady sa z reguly otwarte wzgledem otoczenia, podczas gdy zasada
dazenia do maksimum nieporzadku dotyczy ukladów zamknietych. Prawda jest natomiast
równiez, ze II zasada w interpreta,cji Boltzmanna nie jest w stanie nam wytlumaczyc, dl~czego

ustroje zywe istnieja i dlaczego ich rozwój stanowi nieprzerwane dazenie do coraz wyzszych
struktur. Tak wiec pomiedzy tradycyjnym podejsciem Boltzmanna do równowagi
termodynamicznej ukladów zamknietych a strukturami powstajacymi w przyrodzie ozywionej
wydaje sie istniec wyrazna luka wymagajaca nowego podejscia. Jednym z aspektów tego

.zagaanienia jest pytan.ie - jak wytlumaczyc z fizyko-chemicznego punktu widzenia
powstawanie ustrojów zywych?

Proces nieod\HaCalny to niekoniccznie t~'lko wZ;'ost nieporzadku

Dazeniu do równowagi termodynamicznej towarzyszy wyrówny.wanie róznic parametrów
intensywnych ukladu, np. róznic temperatury w procesie przewodnictwa ciepla, róznic.stezen
(dokladniej potencjalu chemicznego) w procesie dyfuzji, róznic szybkosci makroskopowej
w procesie przeplywu lepkosciowego, róznicy powinowactwa chemicznego w reakcji

chemicznej. Kazdy z wymienionych procesów ma charakter nieodwracalny, tzn. zachodzi
jednokierunkowo z tendencja do niwelowania wymienionych wyzej róznic. Jezeli dany proces

transportu przeprowadzimy w ukladzie zamknietym, to niwelacja taka )est równoznaczna ze
wzrostem nieporzadku. Ten wzrost nieporzadku w procesie nieodwracalnym moze jednak nie
wyczerpywac calosci zagadnienia, jesli uklad jest otwarty. Rozpatrzmy tutaj jako prosty przyklad
stacjonarne przewodzenie ciepla w ukladzie zlozonym z dwóch skladników (np. dwa rózne
zwiazki chemiczne lub dwa izotopy tego samego pierwiastka). Rys. la przedstawia
schematycznie sytuacje przed przylozeniem róznicy temperatury do równoleglych plytek
metalowych, miedzy którymi znajduje sie wspomniana dwuskladnikowa mieszanina. W tym
stanie mieszanina jest jednorodna, tzn. wzgledny rozklad obu skladników jest calkowicie losowy.
Jezeli temperatura górnej plytki €T1) bedzie wyzsza niz temperatura plytki dolnej (T2), to po
pewnym czasie we wzajemnym rozkladzie skladników zajdzie zmiana przedstawiona
schematycznie na rys. 1b. Skladnik ciezszy bedzie wzbogacony w okolicy plytki o nizszej
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Rozwi~zaDiezadania M 305.

Niech srodkami podanych w zadaniu
okregów beda O, i O, i niech B' bedzie
takim punktem. ze O,B'II AB, O,B'II CH.
Poniewaz ~ O,B'O, = ~ ABC, wiec B'
porusza sie po pewnym luku okregu s.
Równoczesnie odleglosc B' od prostej AB
jest stala i równa T" podobnie odleglosc B' od
prostej Be jest stale równa r'l. Wynika stad,
ze i odleglosc B' od prostej AC jest stala
(dlaczego?).

Niech D bedzie punktem przeciecia prostych
O,D.l AB i O,D .L Be. Poniewaz katy
B'O,D i B'O,D sa proste, D lezy na okregu .,.
Niech teraz O bedzie punktem okregu s

takim, ze OD .l AC. Mamy ~ O,DO =
= ~ BAC = const i wobec tego luk 0,0
okregu s jest staly, a wiec punkt O pozostaje
nieruchomy przy ruchu Ll ABC.

n
Równoczesnie ~ B'OD = ~ B'O,D = '2
i B'O II AC, a wiec odleglosc O od boku AC
pozostaje stala, czyli AC slizga sie po pewnym
okregu o srodku O.

T,~1;
R~").2. St.:hemat te:-mopary dla ilustracji
efektu Seebecka (powstawanie róznicy
potencjalu elektrycznego w warunkach

politermicznych).

o niestabilnosci Benarda pisalismy w Delcie
4/1981.

"f,

1;
T,>T2 ~T>ATkr

Rys. 3. Schemat komórek konwekcyjnych w
niestabUnose:i Benarda .

temperaturze, a skladnik lzejszy bedzie gromadzil sie przy plytce o temperaturze wyzszej.
Procesowi przewodnictwa cieplnego miedzy plytkami o róznej temperaturze towarzyszy wiec
proces czesciowego rozdzialu skladników wypelniajacych przestrzen miedzy plytkami. Proces tes
zwany jest termodyfuzja. Oznacza on, ze calkowicie nieuporzadkowany w warunkach stalej
temperatury uklad przechodzi w warunkach istnienia róznicy temperatury w uklad czesciowo
uporzadkowany. A zatem nieodwracalny proces przewodnictwa ciepla jest nie tylko zwiazany
z dyssypacja (rozpraszaniem) energii - która musi byc ciagle dostarczana z zewnatrz w celu
utrzymania stalej róznicy temperatur miedzy plytkami - ale równoczesnie prowadzi do
zmniejszenia istniejacego pierwotnie nieporzadku. Jest to przyklad zjawiska, w którym czesc
energii swobodnej traconej w procesie nieodwracalnym jest zuzywana na porzadkowanie ukladu
-- to zas jest równoznaczne z czesciowym magazynowaniem energii.

W obrebie tzw. liniowej termodynamiki procesów nieodwracalnych znamy wiele przykladów
podobnych efektów, zwanych efektami krzyzowymi. Wspomnijmy tu jeszcze o jednym, który
moze byc bardziej przekonywajacy, jezeli chodzi o uzyteczna zamiane energii towarzyszaca
procesowi nieodwracalnemu. Chodzi tutaj o tzw. efekt Seebecka, przedstawiony
schematycznie na rys. 2. Metale A i B sa ze soba polaczone w punktach 1 i 2, które utrzymujemy
w róznych temperaturach. Nieodwracalnemu procesowi przeplywu ciepla miedzy spoinami
towarzyszy powstanie róznicy potencjalu elektrostatycznego na kOlkach obu drutów metalu A.

Ta róznica potencjalów moze byc zródJem energii elektrycznej. Tak wiec i tutaj mamy do
czynienia z czesciowa uzyteczna zamiana energii w procesie nieodwracalnym. Ponownie zatem
w wyniku procesu transportu powstaje nie tylko nieporzadek, ale równoczesnie obserwujemy
powstanie elementów struktury.

Struktury, które powstaja w wyniku dyssypacji energii swobodnej, nazywamy strukturami
dyssypacyjnymi. W odróznieniu od omawianych na wstepie struktur statycznych jest to
strukturyzacja dynamiczna, oplacana przez zachodzacy równoczesnie proces nieodwracalny 
i najczesciej utrzymywana tak dlugo, jak dlugo zachodzi ten proces. Struktury takie sa drogie.
Efektywnosc procesu rozdzielczego w termodyfuzji lub procesu zamiany energii wewnetrznej
w elektryczna w efekcie Seebecka jest bardzo mala. fstotne jest tutaj przede wszystkim to, ze
struktury takie powstaja spontanicznie w równie spontanicznych procesach dyssypacji energii
swobodnej. Jest to pozornie sprzeczne L klasyczna interpretacja II zasady, podana przez
Boltzmanna. Nalezy jednak z calym naciskiem stwierdzic, ze omawiane wyzej stacjonarne
struktury dyssypacyjne wymagaja ukladów otwartych, w których przebiegaja stacjonarne

procesy nieodwracalne podtrzymujace istnienie tych struktur.

W powyzszych przykladach prostych struktur dyssypacyjnych odleglosc od stanu równowagi
(w przypadku termodyfuzji i efektu Seebecl<a - wartosc róznicy temperatur) nie odgrywala
zasadniczej roli. Te efekty pojawiaja sie nawet przy bardzo malych odchyleniach od równowagi
termodynamicznej. Daleko bardziej interesujace sa struktury dyssypacyjne, które powstaja
w stanach dalekich od równowagi termodynamicznej. Pojawiaja sie one przy przekroczeniu
pewnej krytycznej odleglosci od stanu równowagi - maja wiec charakter nieciaglych przejSC
fazowych znanych z klasycznej termodynamiki. Rozpatrzmy tutaj bardzo prosty przyklad .
z hydrodynamiki, znany pod nazwa niestabilnosci Benarda. Rys. 3 przedstawia schematycznie to
zagadnienie. Miedzy dwiema równoleglymi plytkami, polozonymi poziomo znajduje sie ciecz.
Plytka dolna utrzymywana jest w temperaturze wyzszej niz plytka górna. Jezeli róznica TI - T2

iezy ponizej pewnej krytycznej wartosci Ll T." to w cieczy nastepuje proces przewodnictwa
ciepla bez ruchu cieczy. Natomiast przy róznicy temperatury wiekszej od wartosci krytycznej
pojawia sie prad konwekcyjny, któlY jest schematycznie zaznaczony na rys. 3. Powstaja bardzo
symetryczne komórki konwekcyjne, które w porównaniu z ciecza bedaca w bezruchu sa
niewatpliwie nowym elementem struktury. To czesciowe uporzadkowanie cieczy nastepuje
dopiero po przekroczeniu pewnej odleglosci od stanu równowagi termodynamicznej. Tak wiec
przewodzenie ciepla miedzy plytkami moze sie odbywac w dwojaki sposób:

w sposób bezkonwekcyjny - jezeli jestesmy blisko stanu równowagi,

z udzialem konwekcji - jezeli przekroczymy pewna krytyczna wartosc róznicy temperatury.
Ta krytyczna wartosc zalezy od geometrii ukladu i wlasnosci cieczy.

Reakcje chemiczne moga miec charakter periodyczny

Pojedyncza reakcja chemiczna przebiega w czasie w sposób monotoniczny, tj. gdy startujemy
z pewnego odchylenia od polozenia równowagi w wyniku reakcji zblizamy sie do niej
jednokierunkowo. Inna moze 'byc sytuacja, jezeli ma miejsce sprzezenie miedzy kilkoma
reakcjami chemicznymi i jezeli odchylenie od stanu równowagi jest dostatecznie duze. Moze sie

•
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Rys. 4. Schemat przestrzennej struktury
dyssypacyjnej w reakcji Bielousowa.~

Zabotynskiego.

Rozwiazanie zadania M 306.

Mamyx' ~-y.TI: ... 1
= z2(-11--.-.-1-)2 i poniewaz ~:J =

10k-1

= ~l·wiec
9x(lO'"-I)-9y(lO"-I) = "(lO"-I)'.
czyli 9x(10"+ 1)-9y = z'(lO"-I). skad
(9x-z2)IO" = 9y-9x-z2 dla dwóch

róznych wa rtosci n:

(9x-z2) lonl = 9y-9x-z2 = (9x-z2) 10"2.

Wynika stad, Z~ 9x =: z2 i 9y- 9y- Z2 = O,

k d y ( Z)' p' ....s a x = 2" =3 . Ontewaz rownoczesnle

O ~ x, y, ;; ~ 9 mamy dwa rozwiazania 1,2,3

i 4, 8, 6 spelniajace podane równanie dla
wszystkich naturalnych n.

wtedy okazac, ze stezenie niektórych skladników reagujacych zmienia sie w czasie nie
monotonicznie, a periodycznie. Periodycznosc moze dotyczyc nie tylko zaleznosci od czasu, ale
moze nastepowac równiez w przestrzeni. Takie czasowo-przestrzenne "fale chemiczne" mozna

uwazac za wyraz struktury powstajacej w toku· dyssypacji energii swobodnej, jaka ma miejsce
\II kazdej spontanicznej reakcji chemicznej. Obserwowany wzrost uporzadkowania jest tym
razem "oplacany" przez degradacje energii chemicznej.

Bardzo efektownym przykladem chemicznej struktury dyssypacyjnej jest reakcja wykryta
w r. 1959 w Zwiazku Radzieckim przez Bielousowa, a pózniej obszerniej badana przez
Zabotynskiego i odtad wiazana z nazwiskami obu badaczy. Czasowo-przestrzenna periodycznosc
obserwuje sie tutaj \II procesie redukcji i utleniania jonów cerowych:

Reakcje prowadzi sie w roztworze wodnym siarczanu ceru, bromku potasu, kwasu malonowego
i kwasu siarkowego. Dodajac do tego roztworu feroine jako wskaznik, obserwujemy nadmiar
jonów czterowartosciowego ceru jako zabarwienie niebieskie, natomiast nadmiar jonów
trójwartosciowego ceru daje zabarwienie czerwone roztworu. Sporzadzajac roztwór o odpowiednich
stezeniach wspomnianych skladników mozemy zmiane barwy z czerwonej na niebieska
obserwowac w danym óbszarze roztworu jako funkcje czasu (periodycznosc w czasie) lub

w danym momencie jako uporzadkowana strukture przestrzenna (periodycznosc w przestrzeni).
W tym ostatnim przypadku pewne obszary roztworu beda zabarwione na czerwono, inne
natomiast na niebiesko. Prowadzac omawiana reakcje w probówce mozemy obserwowac
zachowanie przedstawione schematycznie na rys. 4. W równolegle polozonych warstwach
nastepuja kolejne zmiany barw niebieskiej i czerwonej.

Reakcja Bie/ousowa-Zabotynskiego jest tylko jednym z wielu przykladów periodycznego
zachowania sie procesów chemicznych. Wiele takich przykladów zna elektrochemia jak równiez
kinetyka procesów katalitycznych. Podobny przebieg moga miec reakcje zwiazane z
wytwarzaniem nowych faz.

A co z biologia?

Periodyczne przebiegi czasowo-przestrzenne sa potocznym zjawiskiem w biologii. Rytmiczne
zmiany róznych form aktywnosci organizmów zywych poczawszy od bicia serca u ssaków do
powtarzajacych sie procesów podzialu komórkowego w prymitywnych formach zycia, daja wiele
przykladów strukturyzacji czasowo-przestrzennej \\ ustrojach zywych. Poniewaz chemizm jest
motorem tych przebiegów, dlatego w prostycr. modelach chemicznych struktur dyssypacyjnych
~zukac nalezy pierwowzorów tego bogactwa struktur, które prezentuje nam przyroda zywa.
Kazdy Zywy ustrój istniec moze jedynie jako uklad otwarty, wymieniajacy skladniki chemiczne
i energie z otoczeniem. Mamy tutaj zatem spelniony ten sam warunek, który byl tak istotny
przy omawianiu prostych struktur dyssypacyjnych. Reakcje chemiczne przez mozliwe
sprzezenia (powiazanie ze soba róznych etapów elementarnych), przez szeroki wachlarz bardzo
szybkich czy powolnych przebiegów, przez duza czulosc poszczególnych reakcji na obecnosc
katalizatorów, stwarzaja prawdziwa dzungle mozliwosci dla powstawania struktur
dyssypacyjnych w stanach dalekich od równowagi termodynamicznej. Jezeli dodamy do tego

bogactwo struktur, zwlaszcza przestrzennych, charakteryzujace zwiazki organiczne, a w
szczególnosci uklady makromolekularne - zrozumiemy, ze zycie powstac moglo tylko na bazie
chemii organicznej, zwlaszcza wielkoczasteczkowej. Lapidarnie rzecz ujmujac mozna wszystkie
uklady biologiczne uwazac za struktury dyssypacyjne, powstale w ukladzie otwartym, jaki
stanowi nasza Ziemia w odniesieniu do Slonca. Promieniowanie elektromagnetyczne zasila

energetycznie w sposób ciagly nasza Ziemie. W strumieniu tego promieniowania, którego
temperatura daleka jest od temperatury atmosfery ziemskiej, mozliwe sa reakcje chemiczne,
zwlaszcza fotochemiczne, które prowadza do nowych ukladów o wysokim stopniu
strukturyzacji. Kazdy etap rozwojowy zycia stanowi w pewnym stopniu nowa, wyzsza strukture
dyssypacyjna. Zauwazmy przy tym, ze tylko niewielka czesc padajacego na Ziemie
promieniowania slonecznego przeksztalcana jest w biologiczne struktury dyssypacyjne.
Spotykamy tutaj zatem te sama ceche, która zauwazylismy juz w prostych strukturach
dyssypacyjnych - mianowicie wysoki koszt uporzadkowania nastepujacego w toku procesów
nieodwracalnych. Z drugiej jednak strony nalezy zauwazyc, ze powstajace w procesach
nieodwracalnych struktury "magazynuja" w pewnym stopniu przynajmniej czesc tej energii,
która przeksztalcilaby sie w mniej efektywne formy, gdyby struktury dll.'lsypacyjne nie
powstawaly. Przypomnijmy tutaj proces termodyfuzji, gdzie mala wprawdzie, ale wymierna
czesc energii degradujacej sie w procesie przewodnictwa cieplnego "ratujemy" przez czesciowy
rozdzial skladników, co stanowi pewien zasób energii swobodnej, mozliwej do uzytecznego
przeksztalcenia. Taka sama role odgrywaja ustroje zywe w stosunku do promieniowania

3



--
Rozwi4zanie zadania M 304.

Gdy n = l, mam) po prostu Sin( ± 4) =
1"2

= ± 2

Zalózmy terdL. ze wzór (.) zachodzi dia

dowolnego ciagu (el •• en) O dlugoSci n.

Rozpatrzmy ciag {cI.' , Pn" I }. Mamy

(e, en +' ) :t
2· e,+- + ... +_ .. =

2 2" 4

:t ( • e~ ) :t
t>, +t'l I?'-.+ .. + - ,2 2"-1 4

gdzie ~'. = ~+ 1 • OLnaczajac x =
• et

( , e~ ) :t= et + 0.0 + 2"-1 "4 mamy

(" ') .tos 1'1 i +l"J.X = -Sin X =

I 'l/2 f'./ r:' f-2 e, + Il' 2+ ... + .1.2.

I
slonecznego. Bez ich udzialu degradacja energii promieniowania bylaby wieksza. Struktury
dyssypacyjne "ratuja" wiec w pewnym sensie to, co daje sie uratowac w warunkach
nieprzerwanej degradacji energii.

Koncepcja integrujaca rózne dyscypliny

Pojecie struktury dyssypacyjnej nie ogranicza sie swoim zasiegiem do nauk przyrodniczych.
Fakt powstawania nowych form strukturalnych - zwlaszcza w stanach dalekich od równowagi
- moze byc ewidentny np. w róznych przejawach dzialalnosci ludzkiej. Nowe struktury
organizacyjne w zyciu spolecznym, gospodarczym czy kulturalnym nie sa pozbawione
podobienstw z przedstawionymi wyzej prostymi modelami struktur dyssypacyjnych w fizyce
i chemii. Wspólne jest dzialanie w warunkach otwartych ukladów, wymieniajacych informacje
i dobra materialne, wspólny jest przebieg w warunkach degradacji energii swobodnej, której
tylko czesc przeksztalcamy w postac trwalych "struktur dyssypacyjnych" w postaci dziel sztuki,
róznych obiektów materialnych itp. Czy rozwój kulturalno-cywilizacyjny ludzkosci nie zmierza
równiez do coraz to wyzszych struktur? Oczywiscie zahaczamy tutaj wyraznie o aspekl
filozoficzny koncepcji struktur dyssypacyjnych.

AleI; = fi.,. t , ,,; = /2 i ze wzoru 2s10 t2

:::.±l'i-=-2cost mamy

. (( e, en+, ) :t)2s1n et + 2 + 0.0 + ---2" 4 =

= e, V2+e;Y2+ ... ~f;l/2 =
/ I =-- == f, l 2+f, li2 + .. +f.+d·2.

Powyzsze uwagi maja nam uprzytomnic fakt, ze chodzi tutaj o koncepcje integrujaca
poszczególne dyscypliny naukowe. Koncepcja ta daleka jest od pelnego wykorzystania, dlatego
zgodzic sie nalezy ze zdaniem pewnego amerykanskiego uczonego, który kilka lat temu na
konferencji poswieconej znaczeniu struktur dyssypacyjnych w medycynie stwierdzil: "ludzkosc
potrzebowala okolo stu lat, aby wlasciwie wyeksploatowac koncepcje mechaniki Newtona
w astronomii, tylez mniej wiecej czasu potrzeba bylo biologii, aby zastosowac w róznych
aspektach koncepcje ewolucji gatunków Darwina. Zachodzi pytanie, ile czasu bedziemy
potrzebowali, aby w pelni wykorzystac koncepcje struktury dyssypacyjnej?"

Patrz w niebo

Odkryta w 1766 roku przez niemieckiego astronoma .I. D. Titillsa i spopularyzowana przez
dyrektora obserwatorium berlinskiego ,. E. Bodego empiryczna formula przewidywala, ze
pomiedzy Marsem a Jowiszem powinna krazyc jeszcze jedna planeta w odleglosci ok.
2,8 jednostk: astronomicznej (j. a.), której dotychczas nie odkryto. W 1800 roku szesciu
obserwatorów niemieckich rozpoczelo systematyczne poszukiwania brakujacej planety. Lecz los
w takich przypadkach czesto bywa zlosliwy. W Sylwestra 1800 roku nocny dyzur
w Obserwatorium w Palermo (Sycylia) przypadl Gillseppe Piazziemll. Wloch, zly, ze mu przepadl
bal, nie wiedzial jeszcze, ze ta noc przyniesie mu swiatowa slawe. Otóz obserwujac niebo odkryl

wlasnie tej nocy nowa nieznana planete. Nazwal ja Ceres na czesc bogini plodnosci i dobrych
zbiorów - patronki Sycylii. Planeta ta obiega Slonce w czasie 4 lat 7 miesiecy i 6 dni, srednio
odlegla jest od Slonca o 2,77 j. a., zgodnie z formula Titiusa - Bodego. Niedlugo pózniej,
w 1802 roku Ol bers odkryl drugie podobne cialo krazace po podobnej orbicie - Pallas. Potem
posypaly sie dalsze odkrycia. Wszystkie nowo odkryte obiekty mialy jedna ceche wspólna 
bardzo slabo swiecily, co moglo swiadczyc o ich malych rozmiarach. Zamiast wiec jednej
planety w podejrzanym miejscu odkryto wiele malych planetoid. Dotychczas odkryto
i zarejestrowano ponad 2 tysiace tych cial. Wiele z nich odbiega swymi wlasciwosciami od cech
"standardowych". Niektóre zapedzaja si'e blizej Slonca niz Merkury (Ikar) lub dalej niz Saturn
(I977UB). Inne sa zwiazane w punktach libracyjnych Jowisza i innych planet (patrz artykul
T. Kwasta W poprzednim numerze).

numernazwa

Dembowska 349290

Y,leska

61024

Wanda

105734

Polonia

. 111257

Sniadecka

126257

Varsavia

126388

Banachiewicza

12865'0

Bronislawa

131566

Copernicus

132215

Wawel

135238

Zamenhof

146221

Posnania

157255

Wsród dotychczas odkrytych planetoid,

tych które otrzymaly nazwy wlasne, oprócz
numeru. 12 ma .Dolskie imion~l. Sa to:

srednica
w km

Faeton - syn Heliosa. który pozwolil mu
przez jeden dzien powozic rydwanem
slonecznym. Niewprawny Faeton
spowodowal katastrofe - uderzyl w Ziemie,
co pociagnelo za soba m. in. wyparowanie
oceanów i zamiane bujnie kwitnacej

pólnocnej Afryki w puslynie.

Jak wskazuja obserwacje zmian jasnosci planetoid maja one czesto nieregularne ksztalty.
Najwieksze maja ksztalt kulisty, mniejsze jednak czesto sa wydluzone lub plaskie, niektóre nawet
maja ksztalt hantli. W 1979 roku zaobserwowano nawet uklad podwójny planetoid obiegajacych
sie nawzajem w czasie ok. i5 minut. Srednice planetoid wyznacza sie przewaznie z czasu
trwania zacmienia jakiejs gwiazdy przez dana planetoide. Najwieksze maja ponad 500 km
(Ceres - 1080, Vesta - 540), najmniejsze odkryte dotychczas ok. I km. Prawdopodobnie
istnieje wiec ciagle przejscie miedzy planetoidami a meteorami. Zakladajac, ze gestosc materii
planetoid nie rózni sie wiele od gestosci planet, mozna latwo wyliczyc ich masy (co pozostawiamy
Czytelnikowi). Laczna suma tych mas wynosi mniej wiecej 0,008 masy Ziemi, a razem z masa
wiekszych i mniejszych meteorów mogacych krazyc pomiedzy orbitami Marsa i Jowisza na pewno
nie wiecej niz 0,1 masy Ziemi. Jest to masa nieco mniejsza niz masa Marsa. Moze wiec wszystkie
te ciala powstaly z rozpadu jakiejs domniemanej planety krazacej kiedys na orbicie za Marsem?
Nikt na razie nie potrafi dac odpowiedzi na to pytanie, zaproponowano juz jednak nazwe dla tej
hipotetycznej praplanety - Faeton.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI
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Rozwiazallle zadania F J 19.

Przyjmijmy. ze na klocek dziala oprócz sily

ciezkoscI Q oraz reakcji pOdloza R sila F
tworzaca z poziomem kat a (rysunek). Jezeli
sila ta nie jest skierowana pionowo, pojawia
sie dodatkowo sila tarcia. Klocek

rozpocznie ruch po plaszczyznie, gdy
wartosc skladowej poziomej sily F bedzie
wieksza od maksymalnej sily tarcia
statycznego (TJ.

f

Z warunku równowagi sily ciezkosci, sily
reakcji i skladowej pionowej sily F

otrzymujemy

R = Mg-F·sina.

Ponadto T = fR, gdzie [- wspólczynnik

tarcia statycznego. Klocek rozpocznie ruch,

gdy
F· cos a ;;. [(Mg- F· sin a).

Niezbedna do przesuniecia klocka sila jest
wiec funkcja kata a :

F(a) = [Mg.
cosa + f' sina

Aby znalezc jej przebieg i poszukiwane
w zadaniu minimum dokonajmy
podstawienia f = tg q(<p nazywane bywa
katem tarcia; jaki jest sens fizyczny tego kata 1).
Po przeksztalceniach

F(a) = Mgsinq>
cos(a-q.)

oraz

[Mg.
FIU" = Mgsinq' = ./1+[2

Szkic wykresu F(a) dla typowego przypadku

f < l zamieszczono powyzej. Klocek mozemy
równiez przesuwac popychajac go (z
jednoczesnym naciskiem). Jednakz:
przekroczenie kata q' (liczac od normalnej)
uniemozliwia po~lizg, niezaleznie oj wartosci
przylozonej sily. Efekt powyzszy
wykorzystywany bywa w wielu urzadzeniach
technicznych.

Struktura Wszechswiata

Jedna z fundamentalnych zasad termodynamiki - tzw. II zasada - okresla zmiany entropii
w izolowanych ukladach statystycznych, tzn. takich ukladach wielu czastek, dla których
zachowuje sie calkowita energia, a wiec nie ma wymiany informacji z otoczeniem ukladu.

W.skutek rzeczywistych (nieodwracalnych) procesów zachodzacych w takim ukladzie entropia
ukladu powinna rosnac. Entropie mozna interpretowac (pomysl Boltzmanna) jako stopien
chaosu ukladu, jego nieuporzadkowania. Dla kazdego ukladu mozna wyobrazic sobie stan
chaosu kompletnego. Taki stan nie zawiera w sobie zadnej informacji i do niego powinny,
wedlug II zasady doprowadzic zachodzace w ukladzie procesy. Chaos to nie tylko
równomierne rozprowadzenie energii po calym ukladzie, ale tez brak jakichkolwiek struktur
w rozkladzie przestrzennym czastek.

l tu stajemy przed zagadka, na która pierwszy zwróci! uwage Clausius. Przyjrzyjmy sie blizej
najwiekszemu z dostepnych nam ukladów. Wszechswiat zyje i ewoluuje juz 10 mld lat. Jakos nie
widac, aby w przeszlosci i obecnie przejmowal sie obowiazkiem wprowadzania balaganu na
swoim terenie. Obserwacje wskazuja raczej na cos przeciwnego. Zarówno w duzych, jak
i malych skalach rodzily sie i rodza nowe obiekty: supergromady galaktyk, gromady galaktyk,
galaktyki i wreszcie gwiazdy. Niewielkie zaburzenia w poczatkowym jednorodnym rozkladzie
gestosci materii dzieki ekspansji Wszechswiata narastaja. Z czasem kontrasLgestosci staje sie
znaczny i obszary zageszczone zaczynaja zapadac sie grawitacyjnie. Tak powstaja supergromady

i gromady galaktyk. Natomiast dalsze, lokalne zageszczanie sie materii w t7ch obiektach
prowadzi do formacji galaktyk i gwiazd.

Czy jest zatem szansa, ze zgodnie z idea II zasady termodynamiki obecne struktury zagina
i Wszechswiat osiagnie stan smierci cieplnej? W rózny sposób próbowano ten problem wyjasnic.
Wedlug Boltzmanna Wszechswiat juz jest w takim stanie, a obszar dostepny naszym
obserwacjom stanowi gigantyczna fluktuacje statystyczna. W tym obszarze zostala zlamana II
zasada (pamietajmy o j~j statystycznym charakterze). Jednakze prawdopodobienstwo
powstania fluktuacji statystycznej o kosmologicznym znaczeniu jest znikome.

Wiekszosc fizyków powatpiewala natomiast w zasadnosc traktowania Wszechswiata jako
ukladu izolowanego.

Tymczasem istota t,ego paradoksu lezy gdzie indziej. Entropia jest rzeczywiscie miara
nieuporzadkowania, ale pod warunkiem, ze opisuje uklad czastek oddzialujacych tylko silami
krótkozasiegowymi. A przeciez Wszechswiat wypelniony jest czastkami oddzialujacymi ze soba
grawitacyjnie. Calkowita energia ukladu to teraz nie tylko suma energii kinetycznych wszystkich
czastek. Pojawia sie dodatkowo energia ich oddzialywan grawitacyjnych. Pojawiaja sie tez
nietrywialne, zwiazane z tym konsekwencje. Dla takiej sytuacji stwierdzenie, ze

uklad osiagnal stan maksymalnej entropii

nie jest równowazne stwierdzeniu, ze

czastki sa równomiernie rozlozone w calej dostepnej im przestrzeni, a w kazdym punkcie
przestrzeni rozklad ich predkosci (energii) jest identyczny.

Obserwowana przez nas tendencja do koncentrowania sie materii w niezalezne obiekty nie

stanowi pogwalcenia II zasady termodynamiki. Procesom tym towarzyszy staly -wzrost entropii.
Jest to mozliwe, poniewaz prawdopodobienstwo zaistnienia okreslonego stanu ukladu to iloczyn·
prawdopodobienstwa przestrzennego rozkladu czastek i prawdopodobienstwa tego, ze czastki
maja dane predkosci. Koncentracja materii prowadzi do zmniejszenia sie tego pierwszego, ale
prawdopodobienstwo predkosci rosnie tak,-ze rosnie caly iloczyn, a co za tym idzie i entropia.

Zatem struktury o pochodzeniu grawitacyjnym w naszym Wszechswiecie nie przecza zasadzie
wzrostu entropii calego Wszechswiata, a z zasady wzrostu entropii nie wynika jego "smierc
cieplna".

mgr Bronislaw RUDAK
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Numery w kwadratowych nawiasach stanowia

odnosniki do cytowanej ponizej literatury.
Ponad 60 dalszych prac o problemie Borsuka

cytuje B. Griinbaum w przegladowym
artykule [5].

Wokól slynnego problemu Borsuka
o podziale

Dr Marek LASSAK

W 1933 r. czasopismo Fundamenta Mathematicae opublikowalo prace Karola Borsuka pt. "Trzy
twierdzenia o n"wymiarowej sferze euklidesowej" [1]. Jedno z tych twierdzen mozna

sformulowac nastepujaco: najmniejsza liczba czesci o srednic~ mniejszej niz 1, na jaka mozna
podzielic n-wymiarowa kule o srednicy 1, wynosi n+1 (rys. 1). Jednoczesnie postawione zostalo
pytanie o zamiane kuli na dowolny zbiór, szeroko obecnie znane jako

Rys. l Problem Borsuka. Czy kazdy zbiór o srednicy l lezacy w n-wymiarowej przestrzertl euklidesowej
E" da sie podzielic na n+ 1 czesci o srednicach mniejszych od l?

Na pytanie to próbowalo odpowiedziec wielu matematyków. Dla n = 2 odpowiedz jest dosc
prosta, lecz dla n = 3 pozytywne rozwiazanie opublikowano dopiero w 1955 r. Dla n = 4
odpowiedz nie jest znana do dzisiaj. Podobnie jak i dla innych slynnych problemów znamienna
jest tu gleboka przepaSC miedzy prostota pytania a olbrzymimi trudnosciami (rachunkowymi,
teoretycznymi) w udzieleniu odpowiedzi.

Zadanie. Wykazac, ze gdy trójkat opisany
na ograniczonej domknietej figurze A

bedziemy "obracac" tak, aby jego katy byly

stale, a boki zawsze podpieraly A, to
dlugosci tych boków beda sie zmieniac

w sposób ciagly.

Wiadomo, ze srednica zbioru nie zwieksza sie, gdy tworzymy jego domkniecie. Wobec tego
problem Borsuka wystarczy rozwiazac dla zbiorów domknietych. W artykule ograniczymy sie
wiec do rozwazania jedynie zbiorów domknietych i, co jest oczywiste, ograniczonych. Jest to
o tyle korzystne, ze srednica realizuje sie wtedy dla pewnej pary punktów, tzn. ze srednica
takiego zbioru równa sie maksymalnej odleglosci jego punktów.

Rozwiazanie dla n = 2

Rys. 5

W skrajnym przypadku S moze byc trójkatem. Latwo uzasadnic (np. stosujac twierdzenie Talesa),
ze trzy boki (co drugi) szesciokata S sa równej dlugosci. Szesciokat S dzielimy na trzy czesci CI,
C2, C3 odcinkami laczacymi jego srodek ze srodkami dluzszych boków (rys. 5). Gdy S jest
szesciokatem foremnym, to jego srodek laczymy z co drugim bokiem. W tym ostatnim przypadku
srednica kazdej czesci wynosi dokladnie Y3/2. Gdy zas nie jest foremny, srednice te sa nawet
mniejsze od y3/2; to zadanie dla Czytelnika.
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2. Analogicznie tworzymy pewien pas Pz o szerokosci l i kierunku kz, który zawiera A. Wobec
tego A miesci sie w czesci wspólnej pasów Pl i P"~ czyli rombie o kacie ostrym 60°
i odleglosci przeciwleglych boków równej 1 (rys. 3).

1. Utwórzmy naj mniejszy pas o kierunku kI zawierajacy A (rys. 2). Taki pas oczywiscie
istnieje - jako przekrój wszelkich pólplaszczyzn ograniczonych prostymi równoleglymi do kt
i zawierajacymi A. Poniewaz zbiór A jest domkniety i ograniczony, znajda sie w nim takie
punkty a oraz b, które leza na prostych ograniczajacych ten pas. Poniewaz odleglosc a i b nie
przekracza l, wiec szerokosc pasa nie przekracza L Z pewnoscia wiec A miesci sie w pasie Pt

o szerokosci 1 równoleglym do k"

Niech A bedzie dowolnym zbiorem o srednicy 1. Jak mówilismy wczesniej, bez zmniejszania
ogólnosci rozwazan mozemy przyjac, ze A jest domkniete. Niech kI, kz, k3 beda trzema
kierunkami tworzacymi katy 60°.

3. Tworzymy teraz pewien pas P3 o szerokosci 1 i kierunku k3 zawierajacy A (rys. 4). Poniewaz
A lezy w rombie, mozna przyjac, ze proste ograniczajace P3 przecinaja romb. Oczywiscie proste
te nie musza przechodzic w równych odleglosciach od srodka rombu. Tak wiec na zbiorze A

zostal opisany szesciokat S, którego przeciwlegle boki sa równolegle.

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

-~~

.&:



Rys. 6

Rys. 7

Rys. 8

Rys. 10

Rys. 1\

4. Po.niewaz A c S, wiec zbio.ry A l = A () CI, A2 = A () C2 i A3 = A () C3 maja srednice nie
wieksze niz y3/2 (zo.b. rys. 6). Oczywiscie A = Al V A2 V A3. Tym samym istnieje ro.zbicie

do.wo.lnego.zbio.ru A c E2 o. srednicy l na trzy zbio.ry o. srednicach nie wiekszych o.d y 3/2.

Zauwazmy, ze otrzymana liczba y3/2 nie da sie juz zmniejszyc. Po.kazuje to. przyklad kola K
o. srednicy l (rys. 7). PrzypuSCmy, ze K da sie po.dzielic na trzy czesci KI, K2, K3 o. srednicach
mniejszych o.d ~'3/2 (rys. 8). Po.niewaz przy do.mykaniu zbio.ru nie zwieksza sie srednica, K da
sie po.kryc suma do.mknietych zbio.rów KI, K2, K3 o. srednicach mniejszych o.d Y3/2. Oczywiscie
caly o.krag nie mo.ze lezec calko.wicie w jednym z tych zbio.rów. Znajdzie sie wiec taki punkt a
o.kregu, klóry nalezy do. dwóch z tych zbio.rów, po.wiedzmy do. KI i K2• Po.niewaz srednice
zbio.rów KI i K2 sa mniejsze o.d Y3/2. wiec K; i K; leza w ko.le M o. sro.dku a i pewnym
pro.mieniu r < Y3/2. Dlatego. K3 ::> K"--- M. Srednica zbio.ru K"--- M po.winna byc wiec

mniejsza o.d Y3/2. Tymczasem jak mo.zna wywnio.sko.wac z rys. 8 przekracza o.na Y3/2.
SprzecznoSC.

Uniwersalne pokrywy

Zbiór U, którym mozna po.kryc dowolny zbiór o. srednicy l nazwiemy uniwersalna po.krywa.
Oczywiscie cala plaszczyzna czy tez pas o. szeroko.sci 1 sa uniwersalnymi po.krywami w E2•

Po.krywy te sa jednak zbyt duze. Interesuja nas uniwersalne po.krywy "male i zgrabne" w tym
sensie, ze dadza sie po.dzielic na 3 (a w przestrzeni E" na n+ l) czesci o. srednicach mniejszych
o.d 1. SzesciQkat s uzyskany w dowo.dzie twierdzenia l daje sie o.dpo.wiednio. po.dzielic, ale nie
jest uniwersalna po.krywa - mo.ze bo.wiem przyjmDwac rózne ksztalty w zalezno.sci o.d zbio.ru

nakrywanego.; Ro.mb (rys. 3) wystepujacy w do.wo.dzie po.przedniego. twierdzenia, jak zreszta
do.wo.lny romb o. o.dleglo.sci przeciwleglych bo.ków równej 1, jest uniwersalna po.krywa. W

.szczególno.sci jest nia kwadrat o bo.ku 1. Zaden z takich rombów nie da sie jednak po.dzielic na
trzy czesci o. srednicach mniejszych niz 1 (dlaczego?).

Czy istnieja wiec pokrywy uniwersalne w E2 dajace sie podzielic na trzy czesci o srednicach

mniejszych o.d l? Okazuje sie, ze tak. Niech A bedzie do.wo.lnym zbio.rem o. szeroko.sci 1.
Nakryjmy go. kwadratem o bDku 10.raz pasem o szero.ko.sci 1 równoleglym do. jednej

z przekatnych (rys. 9). Zauwazmy, ze po.za zbio.rem K () P po.zo.staje przynajmniej jeden .
z trójkatów Tl, T2 wycietych z kwadratu K prostymi równoleglymi do. pasa i przecho.dzacymi
w o.dleglo.sci 1/2 o.d sro.dka kw~dratu. Po.wstaly pieciQkat (rys. 10) jest uniwersalna po.krywa.
Rysunek wskazuje .rozbicie tego piecio.kata na trzy czesci o. srednicach mniejszych od 1. Po.dana
ko.nstrukcja wydaje sie byc najpro.stszym uzasadnieniem pozytywnej o.dpo.wiedzi na pro.blem
Bo.rsuka dla n = 2. Jest ona jednak go.rsza o.d ko.nstrukcji z punktu 3 w tym sensie, ze
maksymalna ze srednic po.dzbio.rów zwiekszyla sie.

Po.do.bne ro.zumowanie mo.zna po.wtórzyc dla drugiej przekatnej o.trzymujac mniejsza uniwersalna
po.krywe przez analo.giczne obciecie jednego z sasiednich ro.gów. Okazuje sie, ze kwadrat o bo.ku l
z obcietymi trzema rogami pro.stymi równoleglymi do. przekatnych w o.dleglo.sci 1/2 od sro.dka
tez jest uniwersalna po.krywa. Aby to. wykazac, trzeba sie nieco nameczyc. Po.damy jedynie
wskazówke - nalezy kwadrat K wraz z pasem P (z rys. 9) tak przemieszczac, aby oba trójkaty
Tl, T2 znalazly sie po.za pasem P. Nie unikniemy tu klopo.tliwego. wykazania ciaglo.sci pewnej
funkcji.

Kwadrat K o.raz pas P umieszczamy miano.wicie tak, aby pary przeciwleglych pro.stych lezaly
w równych o.dleglosciach od A. Budujemy (rys. 11a) dwa trójkaty pro.sto.katne o.pisane na A
o przeciwprosto.katnych równo.leglych do. pasa P i przypro.sto.katnych równoleglych do bo.ków
kwadratu K. Przy tych o.graniczeniach "o.bracamy wo.kól A" kwadrat, pas i trójkaty az, jak na
rys. llb, te o.statnie stana sie przystajace (korzystamy tu z wyniku zadania na marginesie).
Dzieki symetrii obie proste o.graniczajace P znajda sie w odleglosci 1/2 od srodka kwadratu.
Obcinamy wiec dwa przeciwne rogi kwadratu, a nastepnie, w wiadomy spo.sób, jeszcze jeden
z dwu po.zo.stalych ro.gów. Co wiecej, i ta po.krywa da sie zmniejszyc przez o.bciecie ostatniego.
rogu kv.:adratu dwoma lukami (rys. 12), co Czytelnik bez trudu uzasadni. Nie wiadomo jednak,
czy teraz uzyskana pokrywa da sie jeszcze zmniejszyc, tzn. czy jest o.na minimalna. Zacytujmy

w tym miejscu o.twarty.problem amerykanskiego matematyka Klee: podac przyklad minimalnej
uniwersalnej pokrywy dla n = 2.
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Rys. J3

Rys. 14

Na uwage zasluguje pokrywa w ksztalcie szesciokata foremnego o odleglosci przeciwleglych
boków równej l (rys. 5c). Znalazl ja wegierski matematyk Pal. Dowód polega na
przemieszczaniu rombu wraz z pasem (rys. 4) az do polozenia, gdy pas odetnie dwa równe
trójkaty. Z rezultatu Pala wynika, ze uniwersalnymi pokrywami sa tez trójkat równoboczny
o boku y'3 oraz kolo o promieniu y'3/3 (zob. rys. 13). Z tej szesciokatnej pokrywy nietrudno
uzyskac mniejsze pokrywy przez obciecie niektórych rogów. Na rys. 14 pokazana jest

najmniejsza pod wzgledem pola powierzchni dotychczas znana uniwersalna pokrywa. Przy
okazji podajmy klasyczny problem Lebesgue'a: znalezc uniwersalna pokrywe o najmniejszym polu.
Mówiac obrazowo, chodzi o znalezienie najekonomiczniejszej latki, która mozna zaszyc kazda
dziure o Srednicy l. Oczywiscie jezeli znajdzie sie rozwiazanie problemu Let?esgue'a, to bedzie
ono takze rozwiazaniem problemu KIec.

A oto kilka przykladów uniwersalnych pokryw w EJ: szescian o krawedzi l, kula o promieniu

y'3/8, osmioscian o odleglosci l miedzy parami przeciwleglych scian. W odróznieniu od
przypadku szescianu, dowód, ze dwa ostatnie zbiory sa uniwersalnymi pokrywami, nie jest taki
latwy. Pokrywa w formie kuli zostala podana przez niemieckiego matematyka Junga, zas

osmioscienna przez geometre ameryk~nskiego Gale:a. Gdy mamy juz te pokrywy, nie jest
trudno konstruowac nastepne (rys. 15) odcinajac pewne czesci plaszczyznami przechodzacymi
w odleglosci 1/2 od srodków tych pokryw.

Taka sama metoda jak obcinalismy jeden róg kwadratu (rys. 9), obcinamy maly ostroslup przy
jednym z wierzcholków pokrywy osmiosciennej za pomoca plaszczyzny prostopadlej do odcinka
laczacego dwa przeciwlegle wierzcholki i przechodzacej w odleglosci 1/2 od srodka osmioscianu.
Analogicznie obcinamy jeszcze dwa male ostroslupy - zawsze przy jednym z pary
przeciwleglych wierzcholków. Zauwazmy, ze trzy tak obciete wierzcholki osmioscianu sa
wierzcholkami jednej z trójkatnych scian. Dlatego uzyskana uniwersalna pokrywa ma ksztalt
jedenastoscianu pokazanego na rys. 15f. Dodajmy, ze przy konstrukcji pokrywy z rys. 15d
trzeba odpowiednio "obracac" szescianem, aby daly sie najpierw wyciac dwa ostroslupy przy
przeciwleglej parze wierzcholków. Podobnie nalezy postapic przy konstrukcji pokrywy z
rys. 15e. Nie mamy jednak podstaw, aby analogicznie wyciac pare przeciwleglych ostroslupów
z pokrywy osmiosciennej! Czy Czytelnik domysla sie dlaczego?

Rozwiazanie dla n = 3

zaanonsowal polski matematyk Perkal w krótkiej notatce [10] w pierwszym numerze Colloquium

Mathematicum. Z notatki tej wynika, ze przedstawil on swój dowód na posiedzeniu Polskiego
Towarzystwa Matematycznego we Wroclawiu w 1947 r. Ciekawe dlaczego nie opublikowano

tego dowodu; czy autor lub redakcja nie docenili jego wagi, czy tez dowód byl zbyt obszerny?
Dopiero w 1955 r. angielski matematyk Eggleston opublikowal [3] dowód slusznosci
przypuszczenia Borsuka dla n = 3. Jemu tez zwykle przypisuje sie priorytet. Dowód podany
przez Egglestona liczyl kilkanascie stron druku i byl dosc skomplikowany. Zasadzal sie na tym
samym pomysle, co pomysl Perkala. W 1957 r. proste rozwiazanie problemu Borsuka dla n = 3
podali niezaleznie Amerykanin Griinbaum [4] i Wegier Heppes [6]. Rozwiazanie to
wykorzystuje przestrzenna uniwersalna pokrywe w formie jedenastoscianu z rys. 15f. Mozna ja
rozbic na cztery czesci (rys. 16) o srednicach

V 6129030-937419 y3 ;::::0,9887.
1518 y2

Nikt nie wykazal dotychczas, ze kazdy przestrzenny zbiór o srednicy l da sie podzielic na 4
czesci o srednicach mniejszych od tej liczby. Kilku autorów niezaleznie wysunelo przypuszczenie,
ze kazdy zbiór o srednicy I da sie podzielic na 4 czesci o srednicach nie wiekszych niz

VI(3+ y'3)/6~ 0,888. Liczba ta - to minimalna srednica czterech czesci, na które da sie
podzielic kula o srednicy 1 (rys. I).

Co wiemy o podziale w E"?

Jak juz wspomnielismy, dla n ~ 4 problem Borsuka pozostaje otwarty. Nie ma tez na razie
widoków na jego rozstrzygniecie. Realnym natomiast wydaje sie coraz lepsze szacowanie liczby
czesci o srednicach mniejszych od I, na które mozna podzielic kazdy zbiór o srednicy I. Niech
k(n) bedzie najmniejsza liczba k o tej wlasnosci, ze kazdy zbiór o srednicy I lezacy w En da sie
podzielic na k czesci o srednicach mniejszych od I. A wiec problem Borsuka to nic innego jak
pytanie, czy k(n) = 11+l? Oczywiscie k(n) ~ n+ 1. Wynika to np. z podanego twierdzenia

:;~ -~ ~ ti~'~J19Z8.

B



Rys. 16

Rys. 17

Rys. 18

Rys. 19

Rys. 15

Borsuka o kuli. Innego, zupelnie elementarnego uzasadnienia dostarcza przyklad n"wymiarowego
sympleksu o krawedzi l. Jezeli podzielimy ten sympleks na mniej niz n+ I czesci, to co najmniej
jedna z nich (zawierajac co najmniej dwa sposród n+ I wierzcholków sympleksu) bedzie miala
srednice l.

Niemiecki matematyk Lenz zauwazyl [8], ze k(n) ~ q~,gdzie q. OZl)acza naj mniejsza liczbe

calkowita wieksza od Vn. Oszacowanie to wynika z podzialu n-wymiarowej uniwersalnej
pokrywy w postaci n-kostki o krawedzi I na n-kostki o srednicach mniejszych od I. Zwykly
trójwymiarowy szescian, tj. 3-k()stke o krawedzi I, da sie podzielic na 8 szescianów o srednicach

{3/2 < l, (rys. 17). Analogiczne rozbicie 4-kostki o krawedzi l na szesnascie 4-kostek
o krawedziach 1/2 nie jest dobre - maja one srednice V 4, 1/4 = l. Niezbedne jest rozbicie na

34 = 81 mniejszych 4-kostek o krawedziach 1/3, a wiec srednicach V4' 1/9 = 2/3. Liczba 81
czesci doSCmocno odbiega od liczby 5 czesci oczekiwanej przez Borsuka dla przestrzeni E4•

Sytuacja jeszcze bardziej pogarsza sie ze wzrostem wymiaru n. Przyczyna tego jest rosnaca
srednica n-kostki o krawedzi l (wiadomo, ze w kostce o krawedzi l cm mozna zmiescic
slonia ... o ile tylko wezmiemy dostatecznie duzy wymiar).

n

W 1978 r. Borsuk pokazal [2], ze k(n) ~ m1 ... m., o ile tylko 2: mj2 < l. Oszacowanie to
i=1

mozna wyrazic w formie jawnie zaleznej od n. Mianowicie k(n) ~ q~-'. (q.-l)'., gdzie s.
oznacza najwieksza liczbe calkowita mniejsza niz (q~- n)(q. - 1)2 (2q. - 1)-1. Teraz wyraznie
widac, ze jest to ulepszenie oszacowania Lenza. W szczególnosci k(4) ~ 24. Zamiast podzialu na
n-kostki o krawedziach l/q. mamy tu podzial na n-prostopadlosciany o krawedziach l/q. oraz

l/(q.-l). Np. dla n = 4 mamy 2'2·2·3 = 24 czterowymiarowe prostopadlosciany
o odleglosciach przeciwleglych scian 1/2, 1/2, 1/2, 1/3,'a wiec o srednicach

V(I/2)2+ (I/2)2+ (I/2)2+ (l/W = Y3I/36 < l.

Autorowi udalo sie znalezc dwa proste ulepszenia tych oszacowan [7]. Opieraja sie one na

znanym twierdzeniu Junga, ze kazdy zbiór przestrzeni E" majacy srednice I miesci sie w kuli J
tej przestrzeni o promieniu r. = Vn/(2n+2). Kule dzielimy n wzajemnie prostopadlymi
hiperplaszczyznami przechoozacymi przez jej srodek (rys. 18 przedstawia przypadek n = 3).
Latwo sprawdzic, ze srednica kazdej czesci wynosi V ri +ri = Vn/(n+ I). Poniewaz J jest
uniwersalna pokrywa, wiec zachodzi oszacowanie k(n) ~ 2·. W szczególnosci k(4) ~ 16.

Lepsze oszacowanie otrzymujemy zmniejszajac nieco uniwersalna pokrywe J. Zauwazmy, ze

zbiór domkniety o srednicy I mieszczacy sie w J mozna tak przesunac, aby pozostal w kuli J
i mial jednoczesnie punkt wspólny p z jej brzegiem (sfera). Oczywiscie zbiór ten majac srednice
l miesci sie w kuli B o srodku p i promieniu l. W konsekwencji J 11 B jest uniwersalna pokrywa
(rys. 19). Podzielimy te pokrywe na czesci o srednicach mniejszych od l. Najpierw odcinamy
pewna czesc wokól punktu p. Mozemy tu uzyc'hiperplaszczyzl)y prostopadlej do odcinka
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Rys. 20

~W
Rys. 21

Rys. 22

Jedenastokat foremny o'srednicy 1 nie da sie
rozbic na 6 czesci o srednicach co .
najwyzej 1/2.

Irena Stadek wykazala w swej pracy
magisterskiej obronionej w czerwcu 198., ze
kazdy zbiór A C ES o srednicy < 1 daje sie
rozbic na 36 zbiorów o srednicy < 1/2,
(Red.).

laczacego p ze srodkiem s kuli J. Latwo sprawdzic, ze jezeli hiperplaszczyzna bedzie

przechodzic w odleglosci y r; - EZ /4 od s, gdzie O < E < 1, to odcieta czesc bedzie miala
srednice E. CO zostalo, dzielimy n-l wzajemnie prostopadlymi hiperplaszczyznami
zawierajacymi odcinek sp (rys. 19). Okazuje sie, ze kazda z otrzymanych 2"-1 czesci ma
srednice nie wieksza niz (a przy li ;;. 3 równa)

V V ~Ez

n+ 1- 2n
<1.

d. = n+l

Tak wiec dokonalismy podzialu uniwersalnej pokrywy J n B na 2"-t + 1 czesci o srednicach
mniejszych od 1. Czyli k(n) ~ 2"-1 + 1. W szczególnosci k(4) ~ 9.

Oczywiscie pierwsza ze znalezionych przed chwila czesci moze miec dowolnie mala dodatnia
srednice. Nie da sie jednak tej czesci usunac kosztem pozostalych (dlaczego?). Mozna tez tak
dobrac E, aby maksymalna ze srednic byla mozliwie najmniej sza. W tym celu wystarczy
rozwiazac równanie d. = E, gdyz ze wzrostem E maleje d•. Kazda z 2"-1 + 1 czesci ma wtedy
srednice

" / 4nz + JI 8nz + 1- 1 .V 4nz+4n

Widzimy, ze kazdy zbiór czterowymiarowy o srednicy 1 da sie podzielic na 9 czesci o srednicach

nie ~iekszych niz li 63 + Jl129 /80 ~ 0,964. Moze ktos z Czytelników zdola zmniejszyc liczbe
lub srednice tych czesci?

Rozbicie na czesci o srednicach co najwyzej A.

W trakcie badania przypuszczenia Borsuka matematycy postawili szereg nowych problemów.
Oto jeden z nich. Niech O < l < l. Podac najmniejsza liczbe czesci o srednicach co najwyzej l,
na która da sie podzielic kazdy zbiór A c E" o srednicy 1. Odpowiedz jest znana tylko dla

niektórych l. Nie wi~domo np: jaka jest najmniejsza liczba czesci o srednicach co najwyzej 1/3,
na która da sie rozbic kazdy zbiór A c EZ o srednicy l. Omówimy tu jedynie przypadek l = 1/2

zbadany przez Len~ [9] dla n = 2 i oszacowany przez Borsuka [2] dla n = 3.

Kazdy zbiór o srednicy 1 lezacy na plaszczyznie mozna rozbic na 7 czesci o srednicach co
najwyzej 1/2. Wynika to z pokazaQego na rys. 21 rozbicia pokrywy w ksztalcie szesciokata
foremnego o odleglosci przeciwleglych boków równej 1. Moze Czytelnik spróbuje wykazac, ze
liczb)' 7 czesci nie da sie juz imniejszyc. Odpowiedz na ~arginesie.

Dla n = 3 najmniej sza liczba czesci o srednicach co najwyzej 1/2 nie jest znana. Wiemy

jedynie, ze kazdy zbiór o srednicy 1 da sie podzielic na 48 czesci o srednicach y34/12 < 1/2.
Pomysl polega na rozbiciu uniwersalnej pokrywy w formie szescianu o krawedzi 1 na 48
prostopadloscianów (rys. 22). Wydaje sie, ze to oszacowanie da sie jeszcze ulepszyc.
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Czy cechy neutrin wplywaja
na wlasnosci Wszechswiata?

Dr Michal JAROSZY NSKI

Pytanie postawione w tytule moze sie wydac dziwne.
Przyzwyczajeni do wlasnej bezsilnosci wobec ogromu Kosmosu
nie jestesmy sklonni przypisac jakiejkolwiek roli w okresleniu
j ego wlasnosci zadnym innym istotom, a cóz dopiero szczególnemu
rodzajowi czastek elementarnych. Jesli jednak zastanowic sie
dluzej, dochodzimy do wniosku, ze zarówno najogólniejsze cechy
Wszechswiata jak i wlasnosci czastek elementarnych powinny
wynikac z podstawowych praw fizyki. Te prawa sa wspólne dla
wszystkich badanych przez fizyke obiektów - od tych
najmniejszych (czastek) az po najwiekszy obiekt - Wszechswiat.
Przy takim postawieniu problemu zwiazki miedzy wlasnosciami
na pozór zupelnie nieporównywalnych obiektów staja sie
naturalne. Nasza znajomosc fizyki jest ciagle jeszcze niepelna
i daleko nam do zrozumienia wszystkich zwiazków opisywanego

typu. Równiez omówiony dalej przyklad opiera sie na
przeslankach teoretycznych i nie potwierdzonych ostatecznie
wynikach eksperymentów.

Neutrina - czastki trudne do badania

Istnienie neutrin jest konieczne do zrozumienia rozpadu neutronu.
W rozpadzie tym powstaje proton, elektron i, jak sie przekonamy,
cos jeszcze :

Dwa produkty reakcji, proton i elektron, sa bardzo latwe do
rejestracji i mo2:emy wyznaczyc ich energie kinetyczna z duza
dokladnoscia. Sumujac te energie i dodajac do nich energie
spoczynkowe protonu i elektronu stwierdzimy, ze suma jest
ciagle mniejsza od energii neutronu (tzn. od mnCZ).

Wnioskujemy stad, ze reszte energii unosi ze soba jakas trzecia
czastka, owo "cos". Koniecznosc istnienia tej czastki wynika

. takze z zasady zachowania momentu pedu. Spin neutronu
(czyli "wewnetrzny" moment pedu) ma wartosc 1/2 w pewnych
jednostkach. Te sama wartosc maja spiny protonu i elektronu.
Reguly dodawania spinów okreslone przez mechanike kwantowa
mówia, ze moment pedu ukladu proton-elektron moze miec
tylko wartosc calkowita. Dopiero przypisanie trzeciej czastce
spinu 1/2 rozwiazuje problem. Przyjeto czastke te nazywac
neutrinem. (Scislej: "cos" w zapisanej powyzej reakcji jest,
zgodnie z panujacymi konwencjami, antyneutrinem
elektronowym, vc). Oddzialywanie, w którym moga
uczestniczyc neutrina nazwano slabym. Nazwa ta dobrze je
charakteryzuje - trzeba bardzo korzystnego wzajemnego
polozenia dwóch czastek, aby mogly wejSCze soba w takie
oddzialywanie. Dlatego bardzo trudno byloby bezposrednio
wyznaczyc jakies cechy neutrin. Pozostaja drogi posrednie.
Przesledzimy jedna z nich majaca na celu wyznaczenie masy
spoczynkowej neutrina.

Energia wyzwalajaca sie w rozpadzie neutronu:

dzieli sie miedzy neutrino i pozostale czastki. Jesli neutrino jest
czastka o róznej od zera masie spoczynkowej mv, to
maksymalna energia kinetyczna obserwowanych produktów
rozpadu wynosi Eo-mvcz. W przypadku, gdy mv = O, wartosc
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ta moze siegac Eo. Gdyby energia spoczynkowa neutrina byla
znaczaca w porównaniu z energia rozpadu, juz dawno bylaby
zmierzona. Wiemy, ze ten przypadek nie zachodzi.
Rozstrzygniecie, czy masa spoczynkowa neutrina wynosi tylko
1/10000 masy elektronu, czy po prostu "zero" okazuje sie
niezwykle trudne, poniewaz, zgodnie z prawami statystyki, tylko
w nielicznych przypadkach energia kinetyczna elektronu
i protonu bedzie zblizona do Eo, a tylko takie przypadki moga
byc przydatne dla okreslenia energii maksymalnej. W
dokonanym dwa lata temu eksperymencie badano rozpad trytu,

który jest izotopem wodoru. Jego jadro atomowe sklada sie
z protonu i dwóch neutronów. Rozpad jednego z neutronów
prowadzi do otrzymania jadra skladajacego sie z dwóch
protonów i neutronu, a wiec bedacego izotopem helu:

3H--+ 3He+e-+v •.

Poniewaz rozpadowi neutronu towarzyszy w tym przypadku
"przebudowa" jadra atomowego, energia tego rozpadu jest
mniejsza i wynosi Eo :::::18 keV. To stwarza dogodniejsze
warunki dla pomiaru masy neutrina niz rozpad jakiegokolwiek
innego izotopu, gdyz stosunkowo czesciej mierzona energia
kinetyczna znajdzie sie w interesujacym przedziale. Opracowanie
danych w tak subtelnym eksperymencie jest bardzo trudne.
Wstepne wyniki wskazuja, ze masa neutrina elektronowego jest
rózna od zera i prawdopodobnie zawarta w granicach

14 eV < mvcz < 46 eV.

Neutrina sa wiec okolo 20 tysiecy razy lzejsze od elektronów
okolo 40 milionów razy lzejsze od protonów.

~

Wykres Curie dla rozpadu {3przedstawia wzgledna ilosc emitowanych
elektronów jako funkcje ich energii. Wspólrzedne sa tak dobrane, ze w przypadku

nlv = O wykres bylby prosta. Jesli mv ot< O, wykres odksztalca sie w swej
wysokoenergetycznej czesci.

[fe neutrin jest we Wszechswiecie?

Na to pytanie potrafimy odpowiedziec nie wykonujac zadnych
pomiarów, o ile przyjmiemy, ze sluszny jest tak zwany
standardowy model goracego Wszechswiata. W modelu tym
przyjmuje sie, ze ewolucja rozpoczyna sie od stanu osobliwego,
w którym materia ma nieskonczona gestosc. Ciagla ekspansja

przez kilkanascie miliardów lat doprowadza do obecnego stanu
niezwykle niskiej gestosci. Z obserwacji wynika, ze gdyby
wszystkie atomy wchodzace w sklad obiektów astronomicznych
rozprowadzic równomiernie po calej przestrzeni, to na kazdy.
z nich przypadalaby objetosc wieksza od l m'. Jednoczesnie
obserwujemy we Wszechswiecie wielka ilosc fotonów niskiej
energii, tworzacych tzw. promieniowanie tla. Ich widmo jest
takie, jakby wysylalo je cialo o temperaturze 3 K. Sa one
rozlozone bardzo równomiernie w przestrzeni i docieraja do nas
z ta sama intensywnoscia ze wszystkich kierunków. W kazdym

metrze szesciennym jest ich ~O milionów. Inne fotony
obserwujemy tylko dlatego, ze znajdujemy sie bardzo blisko
Slonca i dosc blisko gwiazd, ale we Wszechswiecie stanowia one
rzadkosc.



Niska srednia gestosc materii w przestrzeni powoduje, ze kazdy
z fotonów ma bardzo mala szanse napotkania jakiiJgos atomu.
Skrótowo mówimy, ze Wszechswiat jest obecnie przezroczysty.
(Wlasnie dzieki temu mozemy obserwowac odlegle obiekty)
Cofnijmy sie jednak wstecz w czasie do stanu, gdy odleglosc
miedzy dwoma dowolnymi punktami we Wszechswiecie byla
1500 razy mniejsza niz obecnie. Oznacza to, ze koncentracja
wszystkich czastek byla (1500)3 razy wieksza niz obecnie.
Widmo promieniowania tla odpowiadalo temperaturze 4500 K.
W tych warunkach mozliwe byly czeste zderzenia miedzy
fotonami i atomami i mozliwa byla wymiana energii. Ze wzgledu

na wielka przewage liczebna fotonów znikoma ich czesc
wystarczyla do zjonizowania wszystkich atomów. Materia

skladala sie wiec z fotonów, elektronów i jader atomowych.
Czeste zderzenia tych czastek zapewnialy podtrzymywanie
równowagi termodynamicznej. Fakt istnienia równowagi
termodynamicznej we wczesnym Wszechswiecie ma dla nas dwie
wazne konsekwencje. Po pierwsze wyjasnia, dlaczego

promieniowanie tla ma widmo promieniowania cieplnego - jest
to wlasnie pozostalosc po równowadze termodynamicznej we
wczesnym okresie. Po drugie pozwala okreslic sklad i wlasnosci
materii jako funkcje jej gestosci.

Dokonajmy teraz drugiej podrózy w czasie, tym razem do stanu,
gdy gestosc byla (miliard)3 razy wyzsza, a temperatura wynosilr.
ok. 3 miliardów stopni. Przy tej temperaturze energia termiczna
czastek jest rzedu energii spoczynkowej elektronu m.c2 ••

Mozliwa staje sie kreacja par elektronowo-pozy tonowych
kosztem fotonów. Jesli cofac sie dalej w czasie, osiagniemy stan,
w którym koncentracje fotonów, elektronów i pozytonów sa
w przyblizeniu równe. W takiej sytuacji reakcje kreacji
i anihilacji par e± zachodza z równa czestoscia i wzgledne
koncentracje par i fotonów juz sie nie zmieniaja. Zarówno
elektrony jak i pozytony sa zdolne do oddzialywan slabych.
Kreacja par powoduje wiec olbrzymi wzrost koncentracji

czastek oddzialywajacych slabo. Dopiero jednak przy
temperaturze przekraczajaCej 30 miliardów stopni
oddzialywania slabe staja sie czeste. W nieelastycznych
zderzeniach moga byc kreowane pary neutrino-antyneutrino.
Zderzenia pomiedzy neutrinami i elektronami umozliwiaja
wymiane energii i pozwalaja doprowadzic mieszanine
fotony-nukleony-elektrony-pozytony-neutrina do równowagi
termodynamicznej. Jak sie domyslamy, w stanie równowagi
koncentracje neutrin, elektronów i fotonów staja sie
w przyblizeniu równe, co zapewnia zachodzenie kreacji
i anihilacji z równa czestoscia zarówno dla par e± jak i par)l ••
li•. Jesli wiec temperatura Wszechswiata przekraczala kiedys
30 miliardów stopni, to zawieral on wtedy mniej wiecej tyle samo
fotonów co neutrin i antyneutrin. Przy spadku temperatury
i przy ekspansji materii neutrina traca mozliwosc zderzania sie
z innymi czastkami. Niemozliwa staje sie ich anihilacja. Równiez

ich rozpad jest niemozliwy. Sa zbyt malo masywne, aby rozpasc
sie na jakies inne czastki. Nieuchronnym wnioskiem z tych
rozwazan jest stwierdzenie, ze we Wszechswiecie istnieja
reliktowe neutrina.

PowrÓCmy na chwile do fotonów cofajac sie w czasie. Tym
razem "zaobserwujemy" anihilacje par e± i powstanie w tym
procesie fotonów. lIosc fotonów zwieksza sie mniej wiecej
3-krotnie; neutrina w ogóle nie wiedza o zachodzacych
anihilacjach i ich koncentracja sie nie zmienia. Powinno byc
obecnie ich w przyblizeniu 3-krotnie mniej niz fotonów.
Dokladniejsze rozwazania daja 150 milionów neutrin i
antyneutrin elektronowych w metrze szesciennym.
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Konsekwencje

Prosty rachunek pokazuje, ze rriasa spoczynkowa neutrin
zawartych w jakims obszarze jest wieksza od masy zawartych
w nim atomów, jesli jedne i drugie rozprowadzone sa
równomiernie w calej przestrzeni. Okazuje sie wiec, ze to
neutrina sa obecnie glównym zródlem pola grawitacyjnego
okreslajacego dymimike Wszechswiata jako calosci, a srednia
gestosc materii jest wieksza niz poprzednio sadzono. Taki
"gesciejszy" Wszechswiat szybciej spowalnia swa ekspansje na
skutek wiekszego przyciagania grawitacyjnego. Okreslany na
podstawie pomiarów obecnego tempa ekspansji i równan
dynamiki wiek Wszechswiata ma mniejsza wartosc. Przy
zalozeniu dostatecznie duzej masy spoczynkowej neutrin
potrafimy przewidziec, ze rozszerzanie sie Wszechswiata zostanie
zastapione kurczeniem.

Ciekawa jest próba wyjasnienia za pomoca masywnych neutrin
problemu tzw. "ukrytej masy". Pomiary predkosci gwiazd
w galaktykach pozwalaja ocenic wielkosc sil grawitacji, które
utrzymuja te gwiazdy na ich orbitach. To pozwala z kolei
wyznaczyc mase rozpatrywanej galaktyki. Analogicznie ocenic
mozna mase gromady galaktyk. Tu natrafiamy na
niespodzianke: masy gromad okazuja sie parokrotnie wieksze od
sumy mas wchodzacych w ich sklad galaktyk. Wynika stad,. ze
gromady zawieraja w jakiejs formie materie, która nie nalezy

jednoczesnie do poszczególnych galaktyk. Bezposrednimi
pomiarami nie udalo sie jak dotad "ukrytej masy" wykryc.
Mozliwosc wyjasnienia problemu daja neutrina o energii
spoczynkowej rzedu kilkunastu eV. Neutrina tej masy, jesli sa
rozprowadzone równomiernie w przestrzeni, mialyby predkosci
rzedu 3 km/s - jeszcze jedna pozostalosc po wczesniejszej
równowadze termodynamicznej i energii termicznej. Jesli
neutrina te spróbujemy "zamknac" w gromadach galaktyk, co
wymaga ich znacznego zageszczenia czy, jak kto woli,
"sprezenia", ich typowa predkosc wzrosnie. Nie przekroczy
jednak predkosci ucieczki z gromady galaktyk. Kolejna próba 
"zamkniecia" neutrin w galaktykach - juz sie nie powiedzie.
Dalsze "sprezanie" i wzrost predkosci chaotycznych ruchów
powoduje, ze potencjal grawitacyjny galaktyki jest za slaby dla
utrzymania w niej neutrin. Ale o to nam wlasnie chodzilo 
wprowadzajac neutrina do gromad galaktyk znacznie zwiekszamy
mase gromad nie zmieniajac jednoczesnie masy galaktyk.

Trzeba tu zauwazyc, ze dla wyjasnienia problemu "ukrytej
masy" trzeba sie posluzyc neutrinami o dosc dobrze okreslonej
masie - kilka, kilkanascie elektronowoltów. Neutrina
dwukrotnie masywniejsze dalyby sie zwiazac równiez w
galaktykach.



Redaguje mgr Krzysztof S. NO WINSKI

M 305. Trójkat ABC porusza sie po plaszczyznie tak, ze proste AB i BC sa styczne do dwóch
ustalonych okregów. Wykazac, ze prosta AC jest równiez styczna do pewnego stalego okregu.
Rozwiazanie na str. 2

M 304. Niech eh ... , e. bedzie dowolpym ciagiem zlozonym z liczb + 1, -1 i niechf. = et,
e·

fi = -'- dla i = 2, ... , n. Wykazac, ze
e'_l

zz Z

n cyfr

e. ) n) ] ../.1 -... + 2H 4 = '2fl V 2+f2l-'2+ ... +f.V2.

Zadania

(( e2 e3(*) sin el+T+4+
Rozwiazanie na str. 4

Czy istnieja trójki cyfr x, y, z takie, ze równosc

V xx x- yy y =
2n cyfr n cyfr

zachodzi dla co najmniej dwóch naturalnych wartosci n?
Symbol abc oznacza liczbe ]OOa+ IOb+c itp.
Rozwiazanie na str. 3

M 306.

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 119. Klocek o masie M spoczywa na chropowatej poziomej plaszczyznie. Wiedzac, ze

wspólczynnik tarcia statycznego miedzy klockiem i powierzchnia wynosi j, znalezc naj mniejsza
sile potrzebna do jego przesuniecia.
Rozwiazanie na str. 5

F 120. Cialo slizga sie po poziomej chropowatej powierzchni. Jak wielka sile równolegla do
plaszczyzny i prostopadla do predkosci ciala nalezy przylozyc, aby nastapila zmiana kierunku
ruchu?

Rozwiazanie na str. 16

Zadania, których n'e umlePlY roZWlal~>C Pokazemy teraz mozliwy sposób zaatakowania tego problemu przedstawiajac

sposób otrzymania rozwiazania dla n = 6.

(o)

Problem, który chcemy przedstawic, dotyczy ukladu równali

lX1+X2+ ... +x" = YI+Y2+ ... +y"
~~.~.~~.~..:~~.~.~.~.~.~!.~:'~.~..:::.~:~i
~+x~+ ...+x:=~+y~+ ...+y:

Oczywiscie uklad ten ma rozwiazania: wystarczy nadac niewiadomym Xl'

Xl •... , x" dowolne wartosci, ciag zas (Yt. Y2, ...• yd okreslic jako dowolna
permutacje ciagu (Xl. Xl •...• xd. Rozwiazanie tak otrzymane nazwiemy

trywialnym. Rozwiazania nietrywialne moga istniec tylko w przypadku. gdy

k ~ n+ t (w dowodzie wykorzystuje sie wzory Newtona z teorii funkcji
symetrycznych).

Ciag (O, 7, II, 17, 18.24,28,35; 1,8,12,15,20,23,27,34) jest

rozwiazaniem ukladu (.) dla n = I. k = 8. Stosujac przytoczone powyzej
lwierdzenie kolejno dla d = 7, II, 13, 17. 19 i redukujac rÓwne wartosci

niewiadomych X" y, dochodzimy do rozwiazania (O. 18,27,58,64,89, 101;

l, 13,38,44,75,84. 102). Nasuwa sie tu pytanie: z jakiego rozwiazania

startowac i jakie przyjmowac wartosci d? Ale to juz pytanie dla Czytel~ik6w.

Powyzsze uwagi sugeruja. ze rozwiazanie nietrywialne dla k = n + l = l t

istnieje. ale naprawde tego nie wiadomo. Byloby interesujace znalezc chocby

rozwiazanie w liczbach calkowitych w przypadku n = lO, k <; 13; n = II,

k <; 13; n = 12, k <; 19; fi = 13, k <; 29.

AM

Powyzszy problem laczy sie z nastepujacym:

Podac przyklad takiego ciagu liczb naturalnych (cp) szybko rosnacego, ze

L __1_ jest tez liczba wymierna.
p= I k+cp
Otóz jezeli (al. al •••.• Un+ l ; bl , bl •...• bn •. d jest rozwiazaniem ukladu (.) dla

k = n+ l, lo mozna przyjac cp = (p+a,)(p+a,) ... (p+a.+l) i wtedy róznica

(p+b,)(p+b,) ... (p+b.+ I) - cr jest liczba calkowita k rózna od zera.I I
niezalezna od p. Ponadto - i --- sa liczbami wymiernymi, co mozna

('p k+cp

udowodnic wykorzystujac fakt. ze 1 _

~+~ + ... +~. gdzie AJ, A2 •••• , An+1 sa pewnymi
p+al p+al p+an+l

liczbami wymiernymi.

~ jest liczba wymierna i istniej:: liczba calkowita k #- O. dla której
c.

00

00

L
p=l

{Xl+X2+ .. +X2k = YI+Y2+· .. +Y2k

2 2 l _ 2 1 l

:~:;::~·~·I·~+:X:'~~·~~';+:·:i~·:·~·:?k+ ... +y.'1

Problem. Czy istnieja rozwiazania nietrywialne ukladu (.) w liczbach

calkowitych przy k = n + l ;. II?

Zauwazmy. ze jesli ciag (al.a2 •...• ak, bl• hl •...• bk) jest rozwiazaniem ukladu (.),
to ciag (m+at. m+a2 •...• m+ak. m+b1• m+b2 •.. " m+bk), (m-dowolna

liczba) równiez jest takim rozwiazaniem (w dowodzie wykorzystuje sie wzór
dwumianowy). Wynika stad, ze jezeli uklad (.) ma rozwiazanie. to ma

rozwiazanie. w którym XI = O. Zachodzi nastepujace twierdzenie (w dowodzie
korzysta sie znów z wzoru dwumlan~wego):

Jezeli (al. a2 •... , ak, bl• h2 •...• bd jest rozwiazaniem ukladu (.). to dla

dowolnego d ciag (al. a2 •...• ak. bl+d. b2+d •...• bk+d; bl, b2 •...• bk•
al + d, a2 + d•... , ak + d) jest rozwiazaniem ukladu

Interesowac nas bedzie istnienie rozwiazan nietrywialnych ukladu (.) w liczbach

calkowitych przy mozliwie malym k, np. k = n+ 1. Dla n = l, k ~ 2 mamy np.
I + 4 = 2 + 3; dla n = 2, k = 3 rozwiazaniem jest np. ciag O, 5, 6; 2. 3, 7).

Wiadomo. ze dla k = n + t rozwiazania istnieja dla n :!S;; 9.

'IS
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Zderzenie kul. Niezaleznie od kierunku

puszczenia filmu obraz bedzie zgodny
z prawam.i mechaniki.
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Kropla atramentu w szklance wody. Tylko
jeden kierunek filmu daje obraz zgodny
z prawami termodynamiki. Nie

obserwujemy w przyrodzie zjawiska

skupiania sie atramentu z jednorodnego
roztworu w krople.

Stan ukladu N czasteczek w pelni
charakteryzuje 6N liczb, 3N skladowych
polozen i 3N skladowych pedów
poszczególnych czasteczek. Stanom takim
mozemy przyporzadkowac punkty w 6N
..wymiarowej przestrzeni zwanej

przestrzenia fazowa. Obrazem ewolucj!
w czasie stanu ukladu jest ruch punktu w tej
przestrzeni. Niech uklad znajduje sie
VI chwili poczatkowej w stanie

odpowiadajacym pewnemu punktowi

przestrzeni fazowej. Jezeli wybierzemy
dowolnie male jego otoczenie, to zgodnie z
twierdzeniem Poincarego stan ukladu
powróci po pewnym czasie (zwanym czasem
Poincan'go) do tego otoczenia. Dowód
twierdzenia znajduje Czytelnik w artykule
Antoniego Kuszlla w Delcie 12/1981.

o dwóch klasycznych paradoksach
fizyki statystycznej

Dr Bogdan CICHOCKI

Podstawowym zagadnieniem fizyki statystycznej jest wyprowadzenie praw opisujacych
zachowanie sie cial makroskopowych z praw mechaniki rzadzacych ruchem atomów i
czasteczek, z których, jak wiemy, ciala te sie skladaja. Próbujac rozwiazac to zagadnienie
napotykamy sprzecznoSC zwiazana z problemem asymetrii czasu. Istota tej sprzecznosci zostala
zawarta w dwóch paradoksach: odwracalnosci (L Loschmidt 1876 r.) i powracalnosci
E. Zermelo 1896 r.). Przedstawimy pokrótce oba paradoksy i ich rozwiazanie zaproponowane przez
jednego z twórców fizyki statystycznej, Ludwika Boltzmanna.

Paradoks odwracalnosci sprowadza sie do nastepujacej obserwacji. W równaniach Newtona,
które opisuja ruch ukladów mechanicznych, wystepuja tylko pochodne wzgledem czasu
drugiego rzedu. Zamiana czasu 1na -I nie prowadzi zatem do zmiany postaci tych równan.
Mówimy w zwiazku z tym, ze prawa mechaniki sa odwracalne w czasie. Jesli sfilmujemy ruch
dowolnego ukladu mechanicznego, a nastepnie puscimy film w przeciwnym kierunku, to
ogladane zjawisko bedzie podlegac tym samym prawom, co ruch pierwotnie sfilmowany. Zadne
doswiadczenie mechaniczne nie moze rozstrzygnac, w jakim kierunku plynie czas.

Sytuacja zmienia sie drastycznie przy analizie praw termodynamiki. Zgodnie z tymi prawami,
w szczególnosci z druga zasada termodynamiki, kazdy izolowany uklad makroskopowy osiaga po
pewnym czasie, niezaleznie od stanu poczatkowego, stan tzw. równowagi termodynamicznej,
a nastepnie stale w nim trwa. Przykladowo, jezeli zetkniemy dwa kawalki metalu o róznych
temperaturach, to predzej czy pózniej temperatury sie wyrównaja i sytuacja ta nie bedzie sie
zmieniac, o ile nie bedziemy ingerowac z zewnatrz. Sfilmujmy teraz ten proces. Puszczajac
film w przeciwnym kierunku zobaczymy zjawisko spontanicznego powstawania róznicy
temperatur pomiedzy kawalkami metalu, które poczatkowo mialy te sama temperature. Zjawisko
takie nie wystepuje w przyrodzie. Stwierdzamy, ze prawa termodynamiki sa nieodwracalne
w czasie. Porównanie przedstawionych obserwacji prowadzi do wniosku, iz mechanika
i termodynamika wydaja sie byc sprzeczne ze soba.

Podobny wniosek wynika z paradoksu powracalnosci Zermelo. Paradoks ten opiera sie na
pieknym twierdzeniu Poincarego, które orzeka, ze kazdy izolowany uklad mechaniczny
niechybnie powraca dowolnie blisko swojego stanu poczatkowego. Innymi slowy, ruch
ukladów fizycznych ma charakter quasi-periodyczny. Nie jest to do pogodzenia z prawami
termodynamiki, zgodnie z którymi uklad po osiagnieciu stanu równowagi stale w nim pózniej
przebywa i nie powraca do sytuacji wyjsciowej.

Czy rzeczywiscie nie do pogodzenia? Jezeli by tak bylo, to stracilyby sens rozwazania w ramach
fizyki statystycznej. Okazuje sie jednak, co staral sie wykazac L. Boltzmann, ze sprzecznosc
zawarta w obu paradoksach jest tylko pozorna. Rozumowanie Boltzmanna bylo mniej wiecej
nastepujace.

Przede wszystkim zauwazmy, ze wymienione w paradoksach jako przeciwstawne opisy ukladów
fizycznych odpowiadaja róznym poziomom obserwacji. W ramach mechaniki opis jest bardzo
szczególowy; mówiac o stanie mamy na mysli polozenia i predkosci (scislej - pedy)
poszczególnych czasteczek. Tak rozumiany stan nazywac bedziemy skrótowo mikrosIanem.
Z drugiej strony na poziomie termodynamiki operujemy wielkosciami makroskopowymi takimi
jak gestosc, gestosc energii wewnetrznej, cisnienie itp., a stan, zwany makrosIanem, utozsamiamy
z zespolem odpowiednio dobranych wielkosci makroskopowych. Opis ten jest duzo mniej
dokladny od poprzedniego, co uzasadnia uzycie w stosunku do niego okreslenia
"gruboziarnisty". Rzeczywiscie, kazdemu mikrostanowi odpowiada pewien makrostan, ale nie
odwrotnie. Okreslony makrostan jest realizowany zazwyczaj przez ogromna liczbe mikrostanów.
Przy czym liczba ta, zwana w .fizyce waga statystyczna, jest bardzo rózna dla róznych
makrostanów. Fakt ten odgrywa istotna role w zrozumieniu paradoksów. Zilustrujemy to na
prostym przykladzie.

14



(3)

Przyklad omawiany w tekscie ilustruje.

w jaki sposób rachunek prawdopodobienstwa

pojawia si~ w rozwazaniach fizyki
statystycznej. Nie ma to nic wspólnego
z czyms tak subiektywnym jak nasza
niewiedza, ale jest zwiazane po prostu
z liczeniem mikrostanów. Prawdopodobienstwo

jest przeciez w sensie matematycznym miara.

W~J

Podzial przestrzeni fazowej sugerowany przez
Ludwika Boltzmanna.

Rozpatrzmy gaz skladajacy sie z No czasteczek wzajemnie nieoddzialujacych (tzn. gaz
doskonaly) zamknietych w naczyniu o objetosci Vo. Dla ukladów makroskopowych No jest
ogromne, rzedu liczby Avogadro, czyli rzedu 1023• Wyobrazmy sobie, ze mierzymy gestosc tego
gazu w pewnej czesci naczynia. Pomiar taki sprowadza sie do wyznaczenia liczby N czasteczek
znajdujacych sie w niewielkiej makroskopowo objetosci V, gestosc jest stosunkiem N do V.
W celu uproszczenia rozwazan mozemy przyjac, ze makroskopowy stan gazu okresla podanie

wartosci gestosci w róznych czesciach naczy~ia.'W rzeczywistosci w pelni charakteryzuje taki
stan zespól kilku wielkosci o podobnym charakterze jak gestosc. Uogólnienie przedstawionego
vozumowania nie nastrecza w zwiazku z tym wiekszych trudnosci i prowadzi do identycznych
wniosków koncowych. Stwierdzenie, ze okreslonemu makrostanowi odpowiada wiele
mikrostanów jest w opisanej sytuacji oczywiste. Mierzac gestosc interesujemy sie tylko tym, ile
jest czasteczek w objetosci V, a nie które to sa czasteczki i jakie maja predkosci.

Wyznaczymy teraz liczbe weN) mikrostanów gazu, dla których w objetosci V znajduje sie N

czasteczek. Zanim to zrobimy musimy uscislic pojecie ilosci mikrostanów. Otóz polozenie
czasteczki jest zmienna ciagla i nie mozemy mozliwych polozen ponumerowac liczbami
calkowitymi. Wydaje sie jednak naturalnym przyjecie, ze w równych objetosciach przestrzeni
.znajduja sie równe "ilosci" polozen jednej czasteczki. To nam calkowicie wystarczy dla dalszych
obliczen. Przy takiej bowiem umowie wyznaczenie weN) mozna sprowadzic do znanego z

rachunk)l prawdopodobienstwa schematu Bernoulliego. Stosunek weN) do ilosci wszystkich
mikrostanów gazu jest po prostu równy prawdopodobienstwu znalezienia N czasteczek
w objetosci V przy zalozeniu, ze w calym naczyniu zawartych jest No czasteczek.

Prawdopodobienstwo, ze dana czasteczka gazu znajduje sie w V (sukces) wynosi przy tych
zalozeniach V/V., a ze znajduje sie poza V (porazka) wynosi 1- V/Vo• Prawdopodobienstwo
znalezienia N czasteczek W V jest równe prawdopodobienstwu wystapienia N sukses0w
w schemacie Bernoulliego o No próbach, czyli

(1)

Zgodnie z tym, co powiedzielismy poprzednio, weN) rózni sie od powyzszego wyrazenia tylko

o pewien staly czynnik. Jak w zwiazku z tym wyglada wykres zaleznosci w od N? Wartosc
srednia (N) i wariancja «LlN)2) dane sa dla rozkladu (1) przez

(2) (N) = N. ~. «LlN)2> = (N) (1- .!_).V. V.

WartoSC (N) 'okresla nam punkt, wokól którego skupione jest w(N), zas V «LlN)Z) - jak
wielkie jest rozmycie weN) wokól (N). Przypomnijmy teraz, ze V jest male, ale tylko z
makroskopowego punktu widzenia. Mozemy przyjac przykladowo V ~ 10-3 Vo• W zwiazku
z tym (N) jest podobnie jak No liczba rzedu 1020 i

V «LlN)2> 1
__ . ~ ~ 10-10,

(N) V(N)
Oznacza to, ze rozmycie weN) wokól (N) jest niezwykle male. To mielismy na mysli mówiac
o bardzo nierównomiernym rozkladzie wag statystycznych pomiedzy róznymi makrostanami
ukladu. Jaki wniosek mozemy wyciagnac z tego faktu? Otóz, rozpatrywany przyklad
przekonuje nas, iz wiekszosc mikrostanów realizuje praktycznie jeden makrostan. W przykladzie
tym jest to sytuacja, w której ilosc czasteczek w V jest równa (ze wzglednym bledem - 10-10)
wartosci (N) = No (V/V.), co odpowiada równomiernemu wypelnieniu naczynia przez gaz.
Wlasnie ten wyrózniony makrostan jest makroskopowym stanem równowagi. Po tej obserwacji

, jestesmy juz blisko rozwiklania paradoksów.

Rozpatrzmy teraz, jak proponuje Boltzmann, uklad fizyczny znajdujacy sie w chwili poczatkowej
w stanie nierównowagi, czyli w stanie o malej wadze statystycznej. Jest on oczywiscie w jakims
stanie mikroskopowym. Z biegiem czasu jego mikrostan, na skutek ruchu czasteczek i ich
zderzen, bedzie sie zmienial. Uklad bedzie przechodzil przez continuum mikrostanów.
Podkreslmy jednak jeszcze raz, ze ogromna wiekszosc mikrostanów (prawie wszystkie)
realizuje na poziomie makroskopowym stan równov'agi. Zatem predzej czy pózniej uklad trafi do
zbioru tych mikrostanów i bedzie w nim przebywal prawie przez caly czas. Jezeli wykreslimy
zmiany w czasie pewnej wielkosci makroskopowej, np. <N> w rozpatrywanym przykladzie.
to wykres bedzie nieregularna, zygzakowata krzywa zbiegajaca w okolice wartosci sredniej tej
wielkosci i tam pozostajaca. Beda oczywiscie wystepowaly odchylenia od wartosci sredniej
nazywane w fizyce statystycznej fluktuacjami, ale beda one b,ardzo male. Zgodnie z naszymi
poprzednimi obliczeniami odchylenia N(t) od (N) beda rzedu lO-lO (N).
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Pomiar chwilowej wartosci wielkosci makroskopowej z dokladnoscia np. rzedu 10- 3 jest
pomiarem dosc dokladnym. Podkreslmy równiez, ze przfrzad pomiarowy dokonuje zawsze
usrednienia po pewnym, krótkim, ale niezerowym odcinku czasu. W takim razie wykres, jaki
otrzymamy mierzac zmiany wielkosci makroskopowej, bedzie mial postac gladkiej krzywej
zbiegajacej do wartosci sredniej.

(N) 1- - - ---~--

NIt)N(tl

Zaobserwujemy typowy, nieodwracalny proces dazenia ukladu do równowagi termodynamicznej.
Wykreslajac te rysunki przyjelismy milczaco, ze stan ukladu fizycznego po dojsciu w okolice
stanu równowagi stale tam pozostaje. Tymczasem mikrostany, które realizuja stan równowagi,
stanowia wprawdzie przewazajaca wiekszosc, ale sa równiez inne. W zwiazku z tym co jakis
czas uklad bedzie mógl przejSC do jednego z nich, co zaobserwujemy jako ogromna,
makroskopowa fluktuacje wyprowadzajaca uklad ze stanu równowagi.

Kluczowa sprawa staje sie teraz odpowiedz na pytanie: jaki jest sredni czas, oddzielajacy takie

fluktuacje? Otóz mozna wykazac, ze czas ten jest rzedu IO'02°sekund, godzin, lat itp.
Przy tak duzej liczbie nie jest istotne, która z tych powszechnie uzywanych jednostek

wybierzemy. Rzeczywiscie jest to liczba ogromna. przekraczajaca granice wyobrazni.
Przypomnijmy tylko, ze wiek Wszechswiata oceniany jest na 1010 lat. Zauwazmy teraz, ze
wykres wielkosci makroskopowej wykonany w tak duzej skali czasu jest symetryczny ze wzgledu
na odbicie t na - t, jak równiez dopuszcza powrót ukladu w okolice stanu poczatkowego, czyli
jest zgodny z uwagami Loschmidta i Zermelo.

Ntt),

J l

~

jl.,I .~

Jednak w rzeczywistosci mozemy sledzic zachowanie sie ukladów fizycznych w odcinkach czasu
rzedu godzin, lat, a wtedy na poziomie makroskopowym zjawiska jawia sie nam jako
nieodwracalne. Nie ma zatem zadnej sprzecznosci. Wszystko zalezy jedynie od sposobu
i czasowej skali obserwacji. Paradoksy zostaly rozwiklane. Nasuwa sie pytanie: czy wyjasnienia
BoItzmanna mozna zweryfikowac doswiadczalnie? Weryfikacja taka wymagalaby
przeprowadzenia obserwacji ukladu w odcinkach czasu wielokrotnie dluzszych niz czas

Poincarego, a przeciez dla ukladów makroskopowych jest on rzedu 101020lat. Jedyna zatem
mozliwosc eksperymentalnego potwierdzenia slusznosci przedstawionego obrazu daje
obserwacja niewielkiego ukladu, dla którego czas Poincarego jest rzedu minut czy godzin.
O eksperymentach takich napiszemy w jednym z nastepnych numerów Delty.

T.

Cialo lizga sie Le •• ala predkoscia v. gdy

dZialajace na nie sily (,.sila napedowa"

a ~deposli:~go\1'c) równowaza sie.

~,wenu-s, ~,15'85}~

~
/J iJ

~V-
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T = -!Mg-.
u
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego j Redakcji "Delty"

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n +2. Szkic
rozwiazan zamieszczamy w nr n+4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwoch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce,) mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od O do l z dokladnoscia do O, l. Ocene mnozymy przez

suma ocen za rozwiazania danego zadania3-4,----------------------
liczba osób które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numoru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czksie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana go ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.

Klub 44 Zadania nr 28, 29, 30

Termin nadsylania rozwiazan: 30,X1.l982

28. Dla dowolnej liczby naturalnej x > l oznaczmy przezf(x) sume jej czynników pierwszych
liczonych z krotnosciami, powiekszona o jedynke:

x = np~1 f(x) = l+Lr1.IPh

Wybierajac dowolnie Xo okreslamy ciag iteracji wzorem rekurencyjnym x.+ t = f(x,). Jakie
liczby moga wystapic w ciagu fx.} nieskonczenie wiele razy?

29. Przedstawic kwadrat w postaci sumy skonczonej liczby trójkatów ostrokatnych
o rozlacznych wnetrzach. Rozwiazanie bedzie uwazane za tym lepsze, im mniejsza bedzie liczba
trójkatów.

30. Czy dla kazdej liczby naturalnej n istnieja dwie funkcje wypukle okreslone na zbiorze
wszystkich liczb rzeczywistych R, których wykresy maja dokladnie n punktów wspólnych? Czy
stnleja dwie funkcje wypukle okreslone na R, nie identyczne w zadnym przedziale, których
wykresy maja nieskonczenie wiele punktów wspólnych?

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA Zadanie 30 przyslal nasz Czytelnik pan Andrzej Zielinski z Warszawy.

Rozwiazania zadan z numeru 4/1982

21. Ciag {2'} rozbijamy na bloki zlozone z liczb jedno-. dwu-, trzycyfrowych

itd.: Bl = {2.4, 8}. B, = {16. 32. 64}. BJ = {128. 256. 512} •.... W kazdym
bloku Bm (m > I) poczatkowa liczba - i tylko ona - zaczyna sie od jedynki.

Zatem gdy 2' E Bm czyli gdy IOm-1 < 2' < 10m, toj(n) = m-I = [n log 2].

skad limj (n)/n = log 2.

Yn-2 = Xn_I

Yn-l = l+xn

oraz

ZI = 2

Z2 = Xl-2
Z3 = X2- 2

Z4 = X3

Zn+l = Xn

23. Z zalozenia zadania latwo wynika, ze przekatne pieciokata sa równolegle do

odpowiednich boków. Niech M bedzie punktem przeciecia przekatnych A C

iBE. Czworokat CDEM jest równolegiobokiem; trójkaty ECD CEM sa

przystajace. a trójkat ABM jest do nich podobny. Oznaczmy skale

podobienstwa przez, :, = AM/CM = BM/EM. Pole trójkata ABM równa

sie s'. Pole 8 pieciokata ABCDE równa sie sumie pól trójkatów ECD.

CEM. ABC. ABE minus pole ABM: 8 = 4-,'. Z równ:>sci

1= AM . ~ = pole LJABM . AM+CM =,' (I+~) = ,'+,AC AM pole LJ ABC AM ,

obliczamy, = (Y5-1)/2. Tak wiec pole 8 jest wyznaczone jednoznacznie

i równa sie 8 = 4-,' = (5+Y5)/2.

otrzymujemy l;YI ~ l;xl = 100, IIYI > II x, oraz l;zl = l;x, = 100,

IIZi > Ilxl' wbrew maksymalnosci nXl)' Latwo sprawdzic, ze 100 nie jest

suma kolejnych liczb naturalnych o poczatkowym skladniku równym 2 lub 3,

Zatem w przedziale (XI, xn) istnieje liczba naturalna nie bedaca wyrazem ciagu

{x, , ... , x,}. Uczba taka jest tylko jedna: zakladajac, ze jest ich wiecej i
oznaczajac najmniejsza i najwieksza z nich przez a i b widzimy, ze a- 1 = xJ'

b+ 1 = xk (dla pewnychj. k); zastepujac teraz Xl, xk przez X; = a, x~ = b

zwiekszamy wartosc iloczynu Dx, nie zmieniajac sumy Lx,. Tak wiec

skladniki szukanego rozkladu tworza ciag postaci

{2, ...• p-l.p+I •...• q} lub {3•...• p-l,p+I •...• q}.

Suma wyrazów takiego ciagu równa sie odpowiednio

a poniewaz 2 < p < q, dostajemy oszacowanie q2-q-2 < 25 < q2+q-2.
Ale 28 = 200; stad q = 14. tak, ze q(q+ 1)/2 = 105 i 8 = 104-p
lub 8 = 102- p (odpowiednio). Druga mozliwosc odrzucamy. bo p > 2.

Ostatecznie wiec Xl = 2, p = 4 i rozwiazaniem zadania jest rozklad

100 ~ 2+3+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14; TIx, ~ 21794572800.

Pieciokat ABCDE nie musi byc foremny: kazdy pieciokat otrzymany
z foremnego przez przeksztalcenie afiniczne (nie zmieniajace pól) spelnia
warunek zadania.

24. Niech 100 = ~Xl' x, EN, Xl < X:z < 0.0 < Xnl bedzie szukanym

rozkladem. Zauwazmy najpierw, ze Xl = 2 lub Xl = 3 (gdyby bylo Xl = Ilub

x l ~ 4, to przyjmujac - odpowiednio w pierwszym oraz drugim przypadku -
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8 = q(q+ l)-2-p-1
lub 8 = q(q+l)-2--p-3.


