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Dla rozwoju przemyslu konieczne sa inwestycje
Dla rozwoju rolnictwa konieczne 'sa inwestycje
W ogóle dla rozwoju konieczne sa inwestycje

Jednak nie kazda inwestycja
wymaga pieniedzy
Nie kazda jest ograniczona przez mozliwosci
surowcow.e, materialowe, energetyczne
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Neutrina

1 dwie populacje galaktyk

Dr Daniele FARGIO N (Wlochy)
Artykul napisany specjalnie dla Delty
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Rys. 1 Termiczna historia Wszechswiata -.
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Mozna podac wiele przykladów zwiazków miedzy mikrofizyka
zajmujaca sie oddzialywaniami czastek elementarnych
a astrofizyka opisujaca obIekty o najwiekszych we
Wszechswiecie rozmiarach. Jest prawie oczywiste, ze 'takie
zwiazki powinny istniec - przeciez caly mikroswiat zostal
"wymyslony" tylko po to, by wyjasnic bogactwo struktur
makroswiata. W szczególnosci kazdej stabilnej czastce elementarnej

odpowiada pewien element struktury Wszechswiata: Slonce
i typowe gwiazdy maja masy i rozmiary okreslone przez parametry
fizyczne protonu. Z kolei biale karly, które sa obiektami znacznie
bardziej zwartymi, maja rozmiary zwiazane z wlasnosciami
elektronu, a gwiazdy neutronowe - z wlasnosciami
neutronu.

Wiecej szczególów nt. zaleznosci wlasnosci obiektów astrofizycznych od cech
ich elementarnych skladników znajdzie Czytelnik w artykule Tomasza Kwasta
w Delcie 4{1982.

Najlzejsza czastka materii jest neutrino elektronowe. Jest to
takze czastka stabilna, poniewaz nie znaleziono czastek lzejszych,
na które moglaby sie rozpasc nie naruszajac zasady zachowania
energii. Czy istnieje wobec tego we Wszechswiecie struktura
odpowiadajaca neutrinom?
Masa spoczynkowa neutrina jest znikoma. Zgodnie z jedynym
eksperymentem, który mial na celu jej wyznaczenie, zawiera sie
w przedziale 14 eV ~ mv ~ 46 eV. Dopóki wynik ten nie zostanie

potwierdzony przez ,dalsze eksperymenty, nie mozna oczywiscie
twierdzic, ze neutrino z cala pewnoscia jest czastka masywna.
Mimo to astrofizycy juz teraz przypisuja masywnym neutrinom
wielka role w rozwoju Wszechswiata. Po pierwsze ze wzgledu na
ich duza gestosc, obecnie okolo 100 w cm" juz masa rzedu
kilkudziesieciu eV wystarczy, by neutrina mialy dominujacy
wplyw na dynamike Wszechswiata jako calosci. Jesli suma mas
trzech rodzajów neutrino (elektronowego, mionowego

i tauono~ego) przekracza 100 eV, to Wszechswiat jest zamkniety,
co oznacza, ze obecnie obserwowana ekspansja zostanie
w przyszlosci zahamowana i rozpocznie sie zapadanie.
To jednak nie wszystko. Poza okresleniem globalnej metryki
masywne neutrina odpowiedzialne sa za lokalne jej zaburzenia,
które, zgodnie z przyjetym obecnie modelem, daja poczatek
gromadom galaktyk.

W modelu Wielkiego Wybuchu Wszechswiat na wczesnym etapie
swego rozwoju wypelniony byl plazma o wielkiej temperaturze
i gestosci, w stanie równowagi termodynamicznej. Rodzaj
i liczba skladników tej plazmy okreslona jest przez ekstrapolacje,

zg,)dna z prawami fizyki, warunków panujacych obecnie, do
obs:;;aru niezwykle wysokich temperatur i gestosci. W wyniku
adiabatycznego rozszerzania temperatura Wszechswiata malala,
a kolejne czastki elementarne przestawaly byc w równowadze

termodynamicznej ze zrównowazona reszta.
Przy temperaturze T, ~ lO' o K "oswobodzily sie" neutrina,
jeszcze wczesniej promieniowanie grawitacyjne, a od epoki
rekombinacji, Tr ~ 103 K, takze promieniowanie
elektromagnetyczne ekspanduje niezaleznie od materii.
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W obecnym Wszechswiecie nic nie pozostalo z dawnej równowagi
termodynamicznej, poza reliktowym promieniowaniem
elektromagnetycznym, grawitacyjnym oraz reliktowymi
neutrinami. Warto przy tym zaznaczyc, ze dwa ostatnie
"relikty" nie zostaly jeszcze zaobserwowane.
Obserwowana izotropowosc elektromagnetycznego
promieniowania reliktowego (temperatura promieniowania
niezalezna od kierunku) prowadzi do wniosku, ze rozklad
materii byl w epoce rekombinacji bardzo równomierny. Obecnie
obserwowane skupiska materii - galaktyki i gromady galaktyk,
powstaly znacznie pózniej. Okazuje sie, ze dopiero rozklad
usredniony po obszarach zawierajacych wiele gromad galaktyk
jest izotropowy.

Epoka rekombinacji to okres w rozwoju Wszechswiata, w którym temperatura
spadla na tyle (do ok 3000 K), ze mozliwe bylo laczenie sie protonów
i elektronów w atomy wodoru.

W jaki sposób z tak jednorodnego stanu poczatkowego mogly.
powstac obecnie obserwowane struktury?
W gazie zlozonym z czastek oddzialujacych silami grawitacji
(zaniedbajmy na razie ruch cieplny) stan o jednorodnej gestosci
nie jest stanem równowagi. Wystarczy bowiem niewielkie
zwiekszenie gestosci w pewnym miejscu przestrzeni, by pozostale
czastki zaczely, ,spadac" na to zaburzenie. Procesowi

.grawitacyjnegQ zapadania przeciwdziala chaotyczny ruch cieplny
czastek. Przewaga jednego z tych dwóch efektów powoduje, ze
fluktuacje o charakterystycznych rozmiarach zbyt malych,
mniejszych niz tzw. dlugosc fali Jeansa, AJ, zanikaja, a te o
rozmiarach wiekszych narastaja.
Oszacujmy AJ przed i po erze rekombinacji. Czas zaniku
fluktuacji o rozmiarach A w gazie bez oddzialywania
grawitacyjnego zalezy od predkosci dzwieku v (dzwiek to
zaburzenie adiabatyczne) w tym gazie i jest równy

'I: = A/v.

Aby/taka fluktuacja mogla przetrwac, w czasie 'I: powinno
rozpoczac sie grawitacyjne zgeszczanie. Charakterystyczny czas
zapadania (latwy do oszacowania wymiarowego) wynosi

-.. / 11: ''I: = V G(er+em)'

gdzie G - stala grawitacyjna, a er (em) - gestosc energii
promieniowania (materii). Porównanie tych czasów daje dlugosc
fali Jeansa

AJ = v-" / __ 11:V G(er+em)'

Przed era rekombinacji, kiedy promieniowanie okreslalo
dynamike Wszechswiata, dlugosc fali Jeansa byla rzedu
rozmiarów horyzontu zdarzen. Wszystkie zaburzenia
o mniejszych rozmiarach ulegaly dyssypacji. Po rekombinacji
wlasnosci materialnego Wszechswiata okreslala tylko materia

i dlugosc fali Jeansa spadla gwaltownie do rozmiarów rzedu
rozmiarów gromad gwiazd. Wszystkie zaburzenia o A > AJ

mogly dalej narastac, a mniejs2',ezanikaly przez typowe procesy
dyssypatywne, - przewodnictwo cieplne i lepkosc.

Horyzont zdarzen to odleglosc, spoza której od CZ<. iU Wielkiego Wybuchu nie
zdazyl dotrzec do nas zaden sygnal. Odleglosc horyzontu jest w przyblizeniu
równa iiorazowi predkosci swiatla przez stala Hubble'a (dzisiaj ok. 5000 Mpc).



Efektywna liczba czastek jest równa

Temperatura progowa dla danego typu czastek to temperatura, powyzej której
gestosc promieniowania bedacego w równowadze z materia jest wystarczajaco
duza, by zachodzila obfita kreacja par czastka-antyczastka. Dla czastki o masie
m temperatura progowa

Poniewaz od temperatury Tz temperatura neutrin prawoskretnych
spada jak l/R, wiec poszukiwany stosunek temperatur

TL
(2) - = 24

T "'" R

7
g(T) = NB+ 8 Nt"

gdzie NF jest liczba rodzajów fermionów, a NB liczba rodzajóW bozonów.
7

Czynnik "8 ma swoje zródlo w róznicy wlasnosci statystycznych fermion6w
i bozonów.

mc2 '

k
T=

gdzie k jesl stala Boltzmanna.

Temperatura Tz odpowiada energii kTz ~ 80 GeV i w
równowadze termodynamicznej sa nastepujace bozony: 8
gluonów (nosniki oddzialywan silnych), 3 bozony W (przenosza
oddzialywania slabe) i jeden foton, co daje NBZ = 12. Wklad
do NF2 daja neutrina i antyneutrina lewoskretne (3), trzy
naladowane leptony (elektron, mion i lepton tau) i ich
antyczastki oraz 36 kwarków i antykwarków. W sumie
otrzymujemy NF2 = 45.

Dla T - T1 (kTt - 1 MeV) pozostaje tylko foton, a wiec
NBt = 1, oraz elektrony, pozytony i neutrina - NFt = 5.
Wynika stad, ze cieplo wytworzone podczas kolejnych

anihilacji zwiekszylo wartosc, iloczynu fR

(TR)t
--- = 24 razy.
(TRh '

Porównujac entropie w T1 i T2 otrzymujemy

(1) (TR)~(NBt+ ~ Nn) = (TR)~(NB2+ ~ NF2)'

gdzie NBt (NFt) jest efektywna liczba bozQnów (fermionów)

w temperaturze Tt, a NB2 (NF2) w temperaturze Tz.

.zerwania równowagi termodynamicznej. Nastapilo to juz przy
temperaturze T2'P 101sK. Przy tej temperaturze plazma zawierala
o wiele wiecej czastek elementarnych niz przy Tt ~ 101 oK.
Byly tam zarówno czastki, jak i antyczastki w niemal równych
ilosciach. Zapewniala to równowaga procesów anihilacji i kreacji
par czastka-antyczastka. Ze spadkiem temperatury (i gestosci)
gestosc energii promieniowania stawala sie zbyt mala dla
podtrzymania kreacji par i kolejne pary czastka - antyczastka
anihilowaly podgrzewajac plazme. Pomiedzy temperaturami T2
i T1 plazma byla wielokrotnie w ten sposób podgrzewana,
podczas gdy temperatura i gestosc neutrin prawoskretnych
malaly zgodnie z ekspansja.
Wyznaczmy stosunek temperatur neutrin prawo- i'lewoskretnych
tuz po utracie równowagi termodynamicznej przez neutrina
lewoskretne. Mozemy przyjac, ze proces adiabatycznego
rozprezania jest quasistacjonarny, poniewaz dla plazmy w
równowadze termodynamicznej czas relaksacji jest duzo krótszy
niz charakterystyczny czas ekspansji. Interesujacy nas stosunek
temperatur wyznaczymy z prawa zachowania entropii, które
obo\\ iazuje dla takich procesów. Entropia na jednostke
objetosci (s) w temperaturze T jest proporcjonalna do g(T)T3,

gdzie g(T) jest efektywna liczba czastek w równowadze
termicznej o temperaturze progowej ponizej T. Jesli R jest
typowa odlegloscia miedzy czastkami, to

g(T)T3 R3 = const.

AJ = 30 Mpc,

czyli jest tego samego rzedu co odleglosci miedzy gromadami
galaktyk. Pi~rwotne niejednorodnosci w gazie neutrinowym nie
maja oczywiscie wplywu na zaburzenia temperatury
promieniowania reliktowego, bo nie oddzialuje on juz
termicznie z czastkami (jest wsród nich takze foton) pozostajacymi
jeszcze w równowadze termodynamicznej. Tak wiec dla
temperatur miedzy 105 Ki 103 K zaburzenia w rozkladzie
gestosci neutrin beda narastaly w skalach wiekszych niz 30 Mpc.
Dokladne rachunki daja tempo wzrostu kontrastu

Lle

-e- - T'

Niezerowa masa neutrina pozwala usunac te trudnosc. Neutrina
przestaja byc w równowadze termodynamicznej juz przy T1 ~

~ 1010 K. Dopóki jednak ich predkosci w ruchu cieplnym sa
bliskie predkosci swiatla (neutrina relatywistyczne), ich
wlasnosci zblizone sa do wlasnosci promieniowania. Dlatego tez
charakterystyczna dlugosc spelniajaca podobna role jak dlugosc
fali Jeansa jest rzedu rozmiarów horyzontu. W chwili, gdy
neutrina przestaja byc relatywistyczne, tj. dla temperatur nizszych
niz Tn ~ 105 K, predkosc dzwieku maleje i staje sie taka jak dla
gazu doskonalego. Dlugosc fali Jeansa zalezy wtedy od masy
neutrin i dla m. = 30 eY jest równa (po uwzglednieniu jej
wzrostu wywolanego rozszerzaniem sie Wszechswiata)

Kontrast gestosci to stosunek amplitudy zmian gestosci do gestosci sredniej

czyli do temperatury 103K (T,) pierwotne zaburzenia wzrosna
mniej wiecej 100 razy. Rozlegle "wyspy neutrinowe"
przyspieszaja znacznie narastanie zaburzen w rozkladzie materii

po epoce rekombinacji. Przed rekombinacja bylo to niemozliwe,
ze wzgledu na "wygladzajace" dzialanie promieniowania. Dane
obserwacyjne potwierdzaja ten obraz, poniewaz dynamika gromad
galaktyk wyraznie okreslona jest przez ich niewidoczna czesc.
Powszechnie interpretuje sie te niewidoczna mase jako wielkie
otoczki neutrinowe.

Jedna z mozliwych konsekwencji niezerowej masy neutrina jest
to, ze relatywistyczne neutrino moze pojawic sie w dwóch
stanach: prawoskretnym (VRn gdy spin jest ustawiony w kierunku
ruchu lub lewoskretnym (VL), gdy spin ustawiony jest przeciwnie
do kierunku ruchu. Neutrino lewoskretne obserwowane jest
w laboratoriach, natomiast prawoskretne, jesli istnieje, ze
wzgledu na niezwykle slabe oddzialywanie z materia umyka jak
dotad naszym detektorom.
Slabe oddzialywanie neutrina prawoskretnego jest takze
przyczyna jego duzo szybszego niz dla neutrin lewoskretnych

Obecnie obserwowane struktury sa wiec efektem narastania
zaburzen, które pojawily sie w epoce rekombinacji. Taki model
powstawania gromad galaktyk napotyka jednak powazna
trudnosc. Wiemy, jakie powinny byc poczatkowe zaburzenia, bo
znamy tempo ich narastania i obserwowany obecnie kontrast
gestosci. Nie wiemy jednak, jaki mechanizm' móglby byc
odpowiedzialny za ich powstanie. Fluktuacje statystyczne

o amplitudzie l/V N (N - liczba czastek) sa o wiele za male.
Byc moze zaburzenia inicjujace proces powstawania gromad
galaktyk sa pozostaloscia duzych niejednorodnosci materii w
poblizu pierwotnej osobliwosci.
Zródlem wspomnianych trudnosci jest ostre ograniczenie

obserwacyjne dopuszczalnego kontrastu gestosci w epoce
rekombinacji. Ograniczenie to daja obserwacje anizotropii
promieniowania reliktowego; dopuszczalny kontrast jego
temperatury wynosi LI T/T ~ 10-4• Dla zaburzen adiabatycznych

ten, sam rzad wielkosci powinien miec kontrast gestosci; co, jak
sie okazuje, jest za malo, by dostac obserwowany stosunek
gestosci materii w gromadach galaktyk do sredniej gestosci
widocznej materii we Wszechswiecie - Lle/e ~ 103•
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Rys. 2 Unormowane wyniki zliczen radiozródel. Czarna krzywa odpowiada
typowym modelom kosmologicznym.

natomiast stosunek ich gestosci

nL . (TL)3
-= - = 14.
nR TR

Wynika stad, ~e obecnie Wszechswiat jest zdominowany przez
neutrina lewoskretne.
Mozemy teraz znalezc dwa takie momenty rozwoju'
Wszechswiata, albo dwa takie przesuniecia ku czerwieni ZL i ZR,

dla których parametry gazu zlozonego z neutrin lewoskretnych
sa identyczne z parametrami gazu zlozonego z neutrin
prawoskretnych. Przesuniecia te wiaze zaleznosc

TL(ZL) = TR(ZR).

Wynikaja stad równosci podstawowych parametrów gazu

nL(zL) = nR(zR) oraz VL(ZL)' = VR(ZR).

l
Poza tym 1+ z ~ -, a wiec przesuniecia spelniaja zaleznosc

T.
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Niezaleznie od szczególów mechanizmu narastania zaburzen

neutrinowych i powstawania gromad galaktyk mozna stad
wysnuc wniosek, ze warunki powstawania "wysp" zlozonych
i neutrin prawoskretnych dla z = ZR sa identyczne jak dla
neutrin lewoskretnych przy z = ZL. Czy oznacza to, ze w historii
Wszechswiata istnialy dwie populacje galaktyk odpowiadajace
ZR iZL?

Jak wiadomo, wspólczesne teleskopy siegaja nie dalej niz do
z ~ l. O wiele wieksze odleglosci obejmuja obserwacje

radiozródel. Systematyczne badania zródel promieniowania
radiowego prowadzi od dawna grupa astronomów z Cambridge
(Wielka Brytania). W czasie tych badan okazalo sie, ze poza
plaszczyzna Galaktyki radiozródla rozmieszczone sa

równomiernie, co oznacza, ze sa to obiekty poza.$alaktyczne.
Zliczenia prezentowane sa zwykle w formie zaleznosci N/No od
mocy promieniowania odbieranej przez jednostke powierzchni
anteny, na jednostke przedzialu czestosci (F); No jest liczba
radiozródel przy zalozeniu braku ewolucji zródel i ich
jednorodnego rozmieszczenia oraz przy pominieciu ekspansji.

Jak gromadzic zapasy

Dr Maria JANKIEWICZ

Odpowiedz na pytanie zawarte w tytule moze byc
natychmiastowa. choc niescisla. Zapasy nalezy gromadzic tak, aby
rzadko bylo widac dno spizarni. a jednoczesnie aby one sie
w niej miescily. Gdybysmy chcieli te odpowiedz uscislic,
okazaloby sie. ze nie jest to takie proste. gdyz w gre
wchodzi przypadek; nie wiemy dokladnie ani kiedy
uzupelnimy zapasy, ani w jakiej ilosci. Istnieja
skomputeryzowane domowe spizarnie i jakze potrzebne modele
przemyslowe, na przyklad model spietrzania wody w zbiorniku.
Staly Czytelnik Delty mial 'okazje nabyc pewne wiadomosci
o modelach matematycznych i ich stosowaniu (De/ta 7/1978).
Przystapimy zatem do opisu wybranego modelu teorii tam (zapór),
która to wlasnie zajmuje sie badaniem praw rzadzacych

. fluktuacjami zawartosci zbiornika magazynujacego wode.
Model wiaze sie z nazwiskiem Morana, który zainicjowal okolo
1954 roku badania w teorii tam. Strumien wody.wplywajacej
do zbiornika okreslaja chwile O = To < Tl < ...• w których

nastepuja wplywy So, ~l •... Zmienne losowe T. = Tn+ l - T••
S., n = 0.1 •... sa nieujemne i niezalezne (niezaleznosc

4.

Typowe modele kosmologiczne np. model Friedmana przewiduja
monotoniczny wzrost N/No z F, co jest calkowicie sprzeczne
z obserwacjami (rys. 2). Fakt ten jest jednym z argumentów za
koniecznoscia uwzglednienia ewolucji galaktyk przy próbie
interpretacji obserwacji radioastronomicznych.
Spróbujmy teraz pofantazjowac i porównajmy te trudne do
interpretacji obserwacje z pelnym niepewnych zalozen modelem.
Zalózmy, ze nasza galaktyka nalezy do drugiej populacji.
Bezposrednie oszacowanie jej wieku oraz nieciaglosc na rys. 2
sugeruja, ze ZL ~ 0,7-.;-1.

Wtedy z zaleznosci (3) ZR ~ 2,6 -.;-3,8.
Tak wiec w obszarze 3 ~ z ~ 1 mozna sie spodziewac wielu
galaktyk z pierwszej populacji. Jak widac na rys. 2 gestosc
radiozródel rosnie w tym obszarze 100 razy. Jak dotychczas nie
udalo sie znalezc zadowalajacego wyjasnienia tego wzrostu. Byc
moze sa to radiozródla zwiazane z galaktykami we wnetrzu
rozleglych "wysp" utworzonych z neutrin prawoskretnych. Czy
powyzsze argumenty za tym, ze tak jest w istocie. mozna bedzie
traktowac powaznie, "zalezy od bardziej szczególowych obliczen
modelowych. a przede wszystkim od wyników obserwacji
w widmie optycznym galaktyk o z ~ 1.

zmiennych losowych - np. Delta 12/1978). Taki nieciagly

strumien wplywu otrzymujemy na przyklad wtedy. gdy jest on .
jednoczesnie strumieniem przelewów z innego zbiornika.
Woda w zbiorniku jest spietrzana i uzywana zgodnie
z okreslonymi regulami. Uzywa sie jej np. do napedu elektrowni
lub pobiera do spozycia. Podstawowa charakterystyka modelu
jest zapas wody Z (t) w chwili t. Przy ustalonym t jest to zmienna

. losowa, a przy zmieniajacym sie t proces stochastyczny.
W modelu Morana przyjmuje sie, ze zuzycie wody jest ciagle
w czasie, a predkosc wyplywu w chwili t jest funkcja zapasu
r(Z(t». Jesli zbiornik jest pusty, to predkosc wyplywu musi byc
równa zeru, przyjmujemy zatem, ze funkcja r spelnia zalozenie
r(O) = O. a ponadto. ze r jest dodatnia i ciagla w zbiorze (O, 00).

W punkcie zero funkcja r moze byc prawostronnie nieciagla,l
zatem r (u) = c, u > O, c > O lub r(u) = --o u > O. sa

u

dopuszczalnymi funkcjami wyplywu. Na razie dla uproszczenia
modelu przyjmujemy jeszcze, ze pojemnosc zbiornika jest
nieskonczona, czyli nie ma przelewów. Mozliwosc przelewu
uwzglednimy w jednym z przykladów.
Naszym celem jest okresJenie zapasu wody w dowolnej chwili
przy danym strumieniu wplywu, danej funkcji wyplywu i zapasie
poczatkowym Zo. Najpierw wyobrazmy sobie nastepujaca
sytuacje deterministyczna. W zbiorniku mamy zapas x. nic do
niego nie wplywa, a wyplyw odbywa sie zgodnie z regula Morana.



Rys. t

Dokladniej: "n jest granica lewostronna wartosci 1(1), gdy I dazy do In przez
wartosci mniejsze od 1/1

Te ostatnia nazywamy trajektoria procesu zapasu. Zauwazmy, ze
wzory (6), (7) okreslaja traiektorie zapasu, jesli przyjmiemy
w nich tn = Tn (w), Sn = Sn (w), n = 0, I, ... , z(t) = Z(t) (w),
t;;. O.

Podamy teraz przyklady stosowanych w teorii tam funkcji
zapasu q.
Przyklad 1. Wyplyw staly. Niech r(u) = I, u > O. Wtedy R(u) =

= u, R-1(u) = u, a funkcja q ma postac

q(x, t) = [x- tj+,

gdzie [u]+ = max (0, u). Tym szczególnym modelem zajmuje sie
teoria obslugi masowej (teoria kolejek). W niej Tninterpretuje
sie jako chwile wejscia n-tej jednostki (klienta) do systemu,
Sn jako czas obslugi n-tej jednostki, a Z(t) jako czas czekania
jednostki, która zglosilaby sie do systemu w chwili t (wirtualny
czas czekania). Wazna charakterystyka wówczas jest czas czekania
n-tej jednostki (aktualny czas czekania) Zn okreslony równoscia
Zn(oo) = Z,,, W e Q (zob. wzór (6»).

Przyklad 2. Wyplyw proporcjonalny. Niech r(u) = u, u > O.

Mozna sprawdzic, ze wtedy R(x) = + co dla dowolnego x > O.

Jednak równanie (I) mozna rozwiazac, choc nie mamy wówczas
postaci (5) rozwiazania. Nie wglebiajac sie w rachunki podamy

postac funkcji zapasu I
q(x, t) = xexp(-l-t) (= xe-'), t;;. O.

Zauwazmy, ze w tym modelu funkcja q jest dodatnia dla dowolnie
duzego t i kazdego dodatniego x. Zatem przy tej funkcji wyplywu
zbiornik nigdy nie jest pusty.
Równanie (I) z ta funkcja r jest takze równaniem zapasu
substancji promieniqtwórczej.
Przyklad 3. Wyjscie proporcjonalne przesuniete. Wystarczy
przesunac wykres funkcji r z przykladu 2'w góre o staia, aQY
R(x) bylo skonczone. Niech r(u) = l + u, u > O. Wtedy R(~) =

= ln(l+u), R-I(U) = exp(u)-l, a funkcja q przyjmuje postac

q(x, t) = [(I+x)exp(-t)-1]+.

Gdy zapotrzebowanie nie moze byc mniejsze od pewnej
dodatniej stalej, czyli predkosc wplywu jest odseparowana od
zera, wówczas funKcja q jest równa zeru poczawszy od pewnego t;

w tym przykladzie od t = In (I + x).
Przyklad 4. Wejscie przedzialami stale, skonczona pojemnosc
zbiornika. Zalozenie o ciaglosci funkcji r w (O, co) nie jest

konieczne do rozwiazania rÓ":'-l!il-I1ia(1). Przyjmijmy

'{ I /4, ° < u..;; I,r(u) = 1/2, _ I < u.";; 3,+co. 3 < u.

Ta funkcja r uwzglednia skonczona pojemnosc zbiornika, gdyz
przy zapasie wiekszym od trzech powoduje przelew. Obliczamy

{4U' 0< u..;; I,
R(u) = 4+2(u-I), I < u..;; 3,

8, 3 < u, '

{U/4, ° < u ..;;4,
R-1(u) =

1+(u-4)/2, 4 < 1/";; 8.

I
Wybrane funkcje q dla pewnych wartosci poczatkowych x sa
przedstawione na rys. 2.

Rys. 2

R(x)

dq

dr = -r(q), t> 0,
(1)

q
x

W modelu losowym Morana zapas wody Z(t), przy ustalonym t,
jest funkcja okreslona na zbiorze zdarzen elementarnych
o wartosciach w R+ (R+ '= <O,co». Natomiast przy ustalonym ooeQ
tenze zapas jest funkcja okreslona na R+ i o wartosciach w R+.

Przez q = q(x, t) oznaczamy zapas po czasie t. Poniewaz
predkosc wyplywu jest pochodna funkcji q wzgledem t, mamy
wiec równanie

q(X,fO)I--------,
I
I
I ,
I
I
I

przy warunku poczatkowym q(x, O) = x.
Rozwiazmy równanie (I) przy. zalozeniu, ze dla zapasu x
skonczony jest czas R (x), po którym ten zapas zniknie. Gdyby
predkosc wyplywu r byla jednostkowa (r(u) = l, u > O), wówczas
byloby R(x) = x. Z równania (1) otrzymujemy

l
(2) --dq=dt,

r(q)

gdzie dq jest przyrostem funkcji q odpowiadajacym przyrostowi
czasu dt. Gdy czas t zmienia sie od ° do R(x), zapas q zmienia
sie od x do O. Calkujac (2) obustronnie mamy

x l R(x)

(3) ~ - dq = ~ ldt = R(x).
o r(q) o

Stad czas R(x) potrzebny do znikniecia zapasu x przy braku
wplywów jest równy polu pod wykresem funkcji l/r w przedziale
<0, x).

Funkcja R w prosty sposób wyznacza funkcje q. Patrzac na
rys. I widzimy zwiazek

(4) R(x)-R(q(x, t) = t, t";; R(x).

Z wzoru (3). wynika, ze funkcja R jest rósnaca w przeclziale
(0, co), gdyz pole pod wykresem funkcji dodatniej rosnie, gdy
powiekszymy\przedzial. Istnieje wiec funkcja odwrotna R-'

. w przedziale (O, co). Przyjmujac R-' (u) = ° dla u..;; °
i korzystajac ze zwiazku (4) otrzymujemy ~

(5) q(x, t) = R-'(R(x)-t).

Teraz, jezeli przyjmiemy deterministyczne chwile wplywów
0= to < t, < ..., deterministyczne wplywy so, s" ... oraz
zapas poczatkowy. zo, to mozemy przy uzyciu funkcji q okreslic
zapas z(t) w dowolnej chwili t > O. Poniewaz dla t e (to, t,) nie
ma wplywów, wiec zapas w tym przedziale czasu okresla funkcja

q(zo+so, t-to). W chwili t, nastepuje nowy wpl~w SI' który
nalezy dodac do wartosci q (zo + so, t I - to), aby otr~ymac nowy
warunek poczatkowy dla funkcji q, aktualny do chwili t2•

W ten sposób wykres zapasu wyznaczamy sklejajac wykresy
funkcji q przy odpowiednich warunkach poczatkowych, a punkty
sklejania sa punktami nieciaglosci. Oznaczajac dla wygody przez
Znzapas tuz przed chwila wplywu tn, latwo napisac wzory
rekurencyjne

(6) Zn+, = q(Zn+S,,, tn+l-tn),

(7) z(t) = q(Zn+Sn, t-tn), tn";; t < tn+1, n = 0, l, ...

5



Funkcja wplywu moze byc nieciagla, gdy sterujemy zapasem
wody. Jesli spada on ponizej krytycznego poziomu, wylaczamy
niektóre ujscia zmniejszajac predkosc wyplywu albo odwrotnie,
jesli zbyt sie podnosi, wlaczamy dodatkowe ujscia (zapasowy
zbiornik), aby zapobiec przelewowi.
Okreslenie trajektorii procesu zapasu jest dopiero wstepem do
wlasciwego jego badania. W modelu Morana znane sa wzory
wyrazajace chwilowy rozklad prawdopodobienstwa P {Z(t) ,;;;z},

z ~ O, warunek dostateczny istnienia granicy lim P {Z(t) ,;;;z}
i postac tego granicznego rozkladu. przy dodatkowym zalozeniu,
ze rozklad zmiennych losowych T. jest wykladniczy, niezalezny od
n (rozklad wykladniczy - np. Delta 12/1978) znany jest równiez
warunek konieczny i dostateczny istnienia rozkladu granicznego
oraz jego postac.

Inna wazna charakterystyka modelu, badana w teorii tam, jest
tzw. czas do pierwszego wyschniecia zbiornika mimo uzupelnien,
czyli czas od chwili t = O do chwili, w której zbiornik po raz
pierwszy jest pusty. Czas ten jest równiez zmienna losowa, a
w modelu Morana znana jest postac jej rozkladu
prawdopodobienstwa.
Poza modelem Morana badano do tej pory wiele innych modeli
teorii tam, w których strumien wplywu byl ciagly albo oba
strumienie wplywu i wyplywu byly nieciagle. Jednoczesnie wiele
problemów pozostalo do rozwiazania nawet w tak stosunkowo
dobrze zbadanym modelu Morana, jak chociazby wspomniany
warunek konieczny i dostateczny istnienia granicznego rozkladu
zapasu bez zalozenia wykladniczosci odstepów miedz~ chwilami
wplywów.

WynikI Konkursu
Uczniowskich Prac

z Matematyki

Tradycyjnym zwyczajem oglaszamy kolejny

konkurs uczniowskich prac matematycznych.

W tym roku po raz pierwszy w konkursie

zabraknie prac maturalnych, bo nowy

regulamin matur nie przewiduje takich

prac. Sadzimy jednak, ze wielu ~szych

Czytelników zechce swoje rozwazania

nad matematyka opracowac i przyslac

na nasz konkurs.

Skrót zwycieskiej pracy
bedzie opublikowany w Delcie 3/1983.

Jury w skladzie: prof. dr Leon Jesmanowicz - przewodniczacy, dr Waclaw Wierzbicki

przedstawiciel Ministerstwa Oswiaty i Wychowania, dr Alicja Derkowska, dr Marek Kordos,
dr Agnieszka Wojciechowska-Waszkiewicz, prof. dr Wojciech Zakowski, na posiedzeniu w dniu
09.09.1982, biorac pod uwage temat pracy, jej wykonanie oraz przebieg obrony postanowilo
przyznac:

l. Zloty medal Mariuszowi Skalbie (IV LO im. Mikolaja Kopernika w Krosnie) za prace

"O pewnym problemie z elementarnJ:j teorii liczb";
2. Srebrny medal Januszowi Kalinowskiemu (XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu) za
prace "Powierzchnie stopnia drugiego i rysowanie kwadryk za pomoca komputera WANG 2200T";
3. Brazowy medal Miroslawowi Matledze (Technikum Budowlane w Cieszynie) za prace
"Rozciecia powierzchni jednostronnych";
4. Dwa wyróznienia:
Rogerowi Bielawskiemu (VI LO w Bydgoszczy) za prace "Wlasnosci sumy poteg kolejnych liczb
naturalnych",
Lechowi Zielinskiemu (XIV LO im. K. Gottwalda w Warszawie) za prace "Wprowadzenie
relacji porzadku w przestrzeniach liniowych nad cialem liczb rzeczywistych";
5. Dyplomy uczestnictwa w finale Konkursu:
Jaroslawowi Drozdowskiemu (XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu) za prace
"Rozwiazywanie problemów ekonomicznych metoda programowania liniowego",
Michalowi Wojciechowskiemu (XIV LO im. K. Gottwalda w Warszawie) za prace "Pewne

uogólnienie konstrukcji Steinera". I
Mi1'isterstwo Oswiaty i Wychowania przyznalo nagrody pieniezne laureatom i nauczycielom
finalistów:

Lucynie Redziak, Józefowi Lozinskiemu, Boguslawowi Adamkowi, Irenie Oldak i Jerzemu
Bednarczukowi.

Regulamin konkursu uczniowskich prac
z matematyki

l. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad Glówny
Polskiego Towarzystwa Matematycznego i Redakcje
miesiecznika- Delta, przy poparciu Ministerstwa Oswiaty
i Wychowania ..
2. W konkursie moga brac udzial uczniowie wszystkich typów
szkól.

3. Konkurs sklada sie z eliminacji i finalu.
4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, który w terminie
do dnia 1 maja przesle pod adresem Redakcji Delty jeden
egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy nalezy
dolaczyc nastepujace informacje: adres prywatny autora, klasa,
nazwa i adres szkoly, imie, nazwisko i adres nauczyciela
opiekuna pracy.
S. Praca powinna zawierac samodzielny wklad ucznia i pelna
informacje o zródlach, z których korzystal jej autor. Prace
czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finalu konkursu.
6. Prace nadeslane na eliminacje zostana ocenione przez Komisje
Konkursu i kompetentnych recenzentów. Te sposród prac, które
spelniaja warunki konkursu, zostana przedstawione Jury
Konkursu. Jury zakwalifikuje najlepsze prace do finalu, który
odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego
Towarzystwa Matematycznego.

&

7. Zawiadomienia o zakw~lifikowaniu do finalu zostana
przeslane autorom prac oraz nauczycielom - opiekunom prac
przed koncem roku szkolnego.
8. Finalisci'i nauczyciele opiekujacy sie ich pracami otrzymuja
od Zarzadu Glównego PTM zaproszenie do udzialu w Sesji na
koszt Towarzystwa.
9. Final polega na wygloszeniu (nie na odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji, referatu
(trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu udzialu w dyskusji

na temat, któ~emu poswiecona byla praca.
10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie bralo pod
uwage, oprócz merytorycznej wartosci pracy, równiez
samodzielnosc i oryginalnosc ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny
i brazowy, wyróznienia oraz nagrody pieniezne fundowane przez
Ministerstwo Oswiaty i Wychowania.
11. Ogloszenie wyników finalu nastepuje w trakcie Walnego
Zgromadzenia Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale
wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finalu
otrzymuja dyplomy.
12. Wyniki konkursu i skrót zwycieskiej pracy beda
opublikowane w miesieczniku Delta.
13. Komisje Konkursu oraz Jury tego Konkursu powoluje
Zarzad Glówny PTM na wniosek Komitetu Redakcyjnego
Delty.



Jakie twierdzenia

matematyczne
sa wazne?

Hipoteza Weila (zwyczajowo nazywana
wciaz hipoteza, choc jest to juz twierdzenie)
wyglada dosc niepozornie w stosunku do
swego znaczenia. Opisuje oIta liczbe
rozwiazan pewnych równan algebraicznych

nad cialami skonczonymi. Uzywana jest
jednak w silny sposób w wielu dzialach
matematyki, w tym w teorii liczb i geometrii
algebraicznej. Nie sposób w kilku zdaniach
omówic calego bogactwa jej zastosowan.

Lematowi Kuratowskiego-Zorrta poswiecil
artykul w Delcie Zbigniew Sawon (nr 9/1982).
Twierdzenie to orzeka o istnieniu -

w pewnych przypadkach - elementu
maksymalnego ze wzgledu na pewna wlasnosc.
Dokladne sformulowanie brzmi: jezeli -<

jest czesciowym porzadkiem w zbiorze X

takim, ze kazdy podzbiór liniowo
uporzadkowany ma ograniczenie górne w X,
to w zbiorze X jest przynajmniej jeden
element maksymalny ze wzgledu na -<. tj.
taki element x, ze nie ma róznego od x
elementu y takiego, ze x -< y. Typowym
zastosowaniem tego twierdzenia jest
wykor~ystanie go do dowodu, ze kazda
przestrzen liniowa ma baze. Dokladniej
omawia to wspomniany artykul Z. Sawonia.

Twierdzenia Hilberta o bazie i o zerach

dotycza ukladów równan algebraicznych.
Pierwsze z nich - w nieco uproszczonej
wersji - mówi, ze z kazdego ukladu równan
wielomianowych

[,(Xl, ... , Xn) = O

o wspólczynnikach z dowolnego ciala da sie
wybrac uklad skonczony i to tak, by nie
zmienic zbioru rozwiazan ukladu.
Twierdzenie o zerach (czesto uzywana jest
niemiecka nazwa Nullstellensatz) dotyczy
ukladów równan nad cialem liczb
zespolonych (ogólniej : nad dowolnym
cialem algebraicznie domknietym). Jedno ze
sformulowan stwIerdza, ze uklad równan

postacI Xl = al, ... , Xn = an, gdzie
al, ... , a" sa stalymi, jest jedynym ukladem
równan opisujacym pojedynczy punkt
(a 1, ... , an) n-wymiarowej przestrzeni
zespolonej en. Zwrócmy uwage, ze uklad
xl = O, Xl = O, ... , Xn = O nie opisuje punktu
"pojedynczego", tylko "podwójny", bo
wielomian xl ma w zerze pierwiastek
podwójny. Nie opisuje takze punktu
równanie xf+ ... +x~ = O, majace nad
cialem liczb zespolonych wiele rozwiazan.

\

Kazda grupa abelowa o skonczonej liczbie
generatorów jest suma prosta grup
cyklicznych.

rozmowa z

profesorem dr Andrzejem
BIALYNICKIM-BIRULA

- Panie Profesorze, w trakcie swoich studiów matematycznych wiele razy slyszalem z ust

wykladowców, ze "to twierdzenie jest wazne". Kryteria oceny byly zwykle dla mnie niejasne, ale
czesto byly na pewno rózne, Czy móglby Pan powiedziec nam, co rozumie Pan przez" wazne
twierdzenie" i jak poznac, które jest wazne?

- Nie zawsze mozna od razu stwierdzic, czy twierdzenie, które wlasnie pojawilo sie na rynku
matematycznym, na arenie wspólczesnej nam matematyki jest wazne czy nie. Rozstrzyga to czas.
Najczesciej jednak wiadomo "od razu", czy odkryte twierdzenie jest wazne, czy tez mniej wazne.
Tak zreszta przewaznie jest z odkryciami i wynalazkami w kazdej dziedzinie.
Waga twierdzen matematycznych moze miec'dwa zródla. Po pierwsze, znaczenie twierdzenia

moze wynikac stad, ze opisuje ono, wyjasnia jakis bardzo ciekawy i znaczacy fakt, ze zapelnia
luke w naszej wiedzy matematycznej. Po drugie, o randze twierdzenia moze decydowac jego

dowód. Moze on wnosic cos nowego do zasobu naszych metod matematycznych. Waga
twierdzenia moze oczywiscie wynikac z obu tych powodów jednoczesnie. Sa tacy matematycy,
którzy uwazaja, ze twierdzenie jest wazne tylko wtedy, gdy w jego dowodzie zostala uzyta jakas
nowa metoda. Sa jednak i tacy matematycy (ja do nich naleze), którzy uwazaja, ze waga
twierdzenia moze byc zwiazana z odkryciem pewnych nowych faktów (bez wprowadzenia
nowych metod). Waga twierdzenia moze polegac równiez na tym, ze zamyka ono pewna teorie,
pewien etap w rozwoju matematyki. To jest jednak rzadkie. Wazne twierdzenia na ogól
otwieraja, a nie zamykaja droge dalej.

Czy slynna hipoteza Weila cos konczy, czy raczej otwiera?

- Do dowodu hipotezy Weila stworzono szereg zupelnie nowych metod matematycznych ...
- Zupelnie jak do Wielkiego Twierdzenia Fermata ...

- Wlasnie, dosc podobnie. Z tym ze Wielkie Twierdzenie Fermata samo w sobie wedlug mnie
nie przydaloby sie zbyt wiele. Natomiast hipoteza Weila (juz teraz: twierdzenie Grothendiecka

Deligne'a) jest twierdzeniem bardzo uzytecznym, które ma i bedzie zapewne miec wiele róznych
zastosowan.

- Sa jeszcze twierdzenia o charakterze czysto technicznym, którymi podpieramy sie wlasciwie

tylko raz, ewentualnie w kilku typowych sytuacjach. Lemat Kuratowskiego-Zomo. jest chyba taki.I

- Lemat Kuratowskiego-Zorna jest przykladem twierdzenia, którym "podpieramy sie"
w wielu przypadkach. Obecnie jest to pewien skrót myslowy, powola.nie sie na ten lemat pozwala
na pominiecie powtórzenia jego dowodu. Sa tez twierdzenia o charakterze raczej technicznym,
ale o podstawowym znaczeniu dla dyscypliny, której dotycza. Za takie mozna uznac np.
twierdzenia Hilberta o bazie i o zerach. Taki techniczny charakter ma tez wiele twierdzen

z klasyfikacji algebr Liego. Sluza one glównie do rozbijania dowodów na przypadki.

- Twierdzenia "o klasyfikacji" sa wazne, ale chyba nie bardzo wazne. Na przyklad twierdzenie
podajace postac dowolnej grupy abelowej skoncz/!nie generowanej. Nie jest to przeciez "bardzo
wazne" twierdzenie teorii grup.

- O nie, calej teorii grup to twierdzenie oCZYWIscienie konczy, ale konczy ono, przynajmniej
w pewnym sensie, teorie skonczenie generowanych grup abel owych. Korzystajac z tego
twierdzenia, po czesci tez z jego dowodu, mozna przedstawic dana grupe w postaci sumy prostej
grup cyklicznych, co wlasciwie pozwala rozwiazac wszystkie problemy dotyczace tej grupy. To
twierdzenie konczy, dobija, teorie skonczenie generowanych grup abelowych.

- W teorii grup bardzo wazny jest czy raczej byl, rozwiazany niedawno problem: wyliczyc
wszystkie grupy proste.

- To jest typowy przyklad zagadnienia, które nadawalo ton, stymulowalo rozwój pewnej
galezi matematyki, w tym przypadku teorii grup. Rozwiazanie tego problemu pozwoli na
dowodzenie wielu twierdzen teorii grup przez rozpatrywanie przypadków, podobnie jak to
mialo miejsce w teorii grup Liego, o czym przed chwila mówilem. Czesto tak bywa, ze jakis
konkretny problem stymuluje rozwój danej dziedziny matematyki. W przypadku teorii grup 
byl to problem klasyfikacji grup skonczonych - dla tej teorii problem centralny. Czasami te
najbardziej stymulujace problemy nie zajmuja tak centralnej pozycji, a mimo to pr~ciagaja
uwage wielu matematyków i przyczyniaja sie do rozwoju róznych dziedzin matematyki, do
takich problemów zaliczylbym Wielkie Twierdzenie Fermata.

- Mówil Pan o kryteriach waznosci twierdzen. Sadze, ze jest jeszcze co najmniej jedno takie
kryterium: twierdzenie moze byc wazne ze wzgledów "swiatopogladowych". Takie jest chyba
twierdzenie Godla ...

- Tak, to jest twierdzenie tego typu. Ale jest ono równiez bardzo wazne ze wzgledu na
metody, które Godel wprowadzil przy obu swoich glównych twierdzeniach: o zupelnosci
i o nierozstrzygalnosci. Dowody ich byly potem wykorzystywane i w innych sytuacjach. To
jest niewatpliwie kamien milowy w rozwoju logiki, równiez jesli chodzi o metody.

- Znaczenie twierdzenia matematycznego wiaze sie takze z kwestia waznosci galezi
matematyki, do której nalezy. Ta zas kwestia jest moim zdaniem silnie sprzezona z nasza wiara

(lub: niewiara) w cos takiego jak "rzeczywistosc matematyczna"- w to, ze te przestrzenie, które

badamy w matematyce, istnieja "naprawde" i ze kierunek rozwoju matematyki jako calosc jest

mniej wiecej wyznaczony. Czy rzeczywiscie mozna taki kierunek zauwazyc? Jest na przyklad
poglad, ze cala matematyka sie algebraizuje ...
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Wielkie Twierdzenie Fermata
nieudowodnione jeszcze przypuszczenie, ze
równanie x" + y. = z· (gdzie n jest liczba
naturalna wieksza od 2) nie ma rozwiazan
w liczbach naturalnych x, y, z. Piotr Fermat

twierdzil w 1660 r., ze znalazl zadziwiajacy
dowód tego faktu. Nie zostawil jednak
zadnych szc7.ególów. O Wielkim
Twierd",niu Fermata i roli, jaka odegralo
ono w rozwoju algebry, pisalismy w nr 5/1981.

Twierdzenie G6dla o zupelnosci orzeka, ze teoria

jest niesprzeczna (tm. nie mozna z aksjomatów
tej teorii wywnioskowac jednoczesnie
jakiegos zdania i jego zaprzeczenia) wtedy
i tylko wtedy, gdy ma ona model (tzn. gdy
istnieje pewna "rzeczywistosc" matematyczna,
w której spelnione sa aksjomaty teorii po
odpowiedniej interpretacji symboli
wystepujacych w jej jezyku).

Twierdzenie Godla o nierozstrzygalnosci
mówi, ze dla kazdej dostatecznie bogatej
teorii T (mówiac dokladniej: dla teorii
zawierajacej zwykla arytmetyke liczb
naturalnych) istnieje takie zdanie w jezyku
tej teorii, ze ani ono, ani jego zaprzeczenie
nie wynika z aksjomatów teorii T.

Topologia algebraiczna polega -
najwiekszym przyblizeniu - na badaniu

obiektów geometrycznych (precyzyjniej:
przestrzeni topologitznych) metodami
algebry. Przykladowo, ~ kazdym takim
"obiektem geometrycznym" (np.
wieloscianem, kula, sfera, torusem itd.)
mozna zwiazac wiele grup, opisujacych
w dosc zadowalajacy sposób wiele ich
IIeometrycznych wlasnosci.

&:
0& .vi, ,ZaDle zadania M 320

Równanie nasze ma pierwiastki wymierne
wtedy i tylko wtedy. gdy'" ,b' - 4ae jest
kwadratem liczby calkowitej.~ Poniewaz b

jest njep-arzy~te, wiec i r musi byc

nieparzyste: , = 21+ l, " = 8 l(t+ l) + l.
" 2

Oznaczajac jednaka = 2n+ l, b = lp+ l,
e - 2q+1 mamy'" = (2p+I)2-4(2n+l)x

(p(p+1) )x (2a+1) = 8 . -2- -lnq-n-q +5,
lj '" = 8N + 5, gdzie N jest calkowite.
Sprzecznosc.

Co do "rzeczywistosci matematycznej" to na pewno wiekszosc z nas, wiekszosc matematyków
uwaza, ze ich dzialaillosc jest badaniem jakiejs tam rzeczywistosci, chociaz sa równiez i tacy,
.którzy matematyke traktuja aksjomatycznie. Dla nich dowodzenie twierdzen jest po prostu
pewna gra - niczym wiecej - gra ta polega na wyciaganiu wniosków z aksjomatów i twierdzen
juz udowodnionych, nie jest opise{Il zadnej rzeczywistosci.
- Matematyka jako galaz lvgiki?

- Tak, jako system dedukcyjny. Ale tacy matematycy sa w zdecydowanej mniejszosci. Czy
istnieje jakis kierunek rozwoju matematyki? Na pewno tak ,ale jest on raczej zwiazany z tym, ze

pewne galezie matematyki w niek.tórych momentach wkraczaja na ~rene, sa badane szczególnie
intensywnie, a po pewnym czasie przechodza albo w zapomnienie, albo do . H

- H. elementarnego wyksztalcenia.

- Moze raczej do wyzszego, w kazdym razie do zasobów wiedzy matematycznej.
- Do klasyki? .•
- Tak, bardzo czesto po pewnym czasie nastepuje ich renesans: okazuje sie, ze powstale
w miedzyczasie metody moga byc zastosowane do zapomnianej juz problematyki, .

zapoczatkowujac jej ponowny rozkwit. dobrym przykladem je~t teoria niezmienników,
stworzona w XIX wieku, potem troche zapomniana, a ostatnio znowu odzywajaca. David
Hilbert powiedzial .,Gdy bylem mlody, kazdy dobry matematyk zajmowal sie choc troche
teoria niezmienników, dzisiaj zaden dobry matematyk sie nia nie zajmuje".

- To moze odrodzi sie ipolska szkola matematyczna? •

-. Odnowa zapomnianych dziedzin dotyczyc moze raczej dziedzin bardziej zwiazanych
z "konkretami" matematycznymi, a nie z podawaniem ogólnych prawd. Polska szkola matematyczm
byla zwiazana z takimi dziedzinami matematyki jak topologia, podstawy, analiza funkcjonalna
w ogólnym sensie, algebra ogólna. Ich celem bylo stworzenie pewnego jezyka i ogólnych metod.
To juz znalazlo sie w skarbcu matematyki. Wyczerpala sie tym samym sila napedowa rozwoju
tych dyscyplin. Wspominal Pan jeszcze o "algebraizacji" matematyki H'

- Tak, mialem na mysli teorie kategorii, której uzywa sie w prawie calej matematyce.

- "Algebraizacja" nie jest tu dobrym terminem. Kazda mloda dyscyplina matematyki na

poczatku opet"uje niezbyt dobrze sprecyzowanymi pojeciami i metodami (,jesli nawet wszystko
sie zgadza z punktu widzenia logiki). Po pewnym czasie to bardzo utrudnia rozwój. Nastaje
potrzeba formalizacji, jak gdyby skodyfikowania osiagni~. To laczy sie na ogól
z algebraizacja. Ale nie obawialbym sie, ze matematyce grozi przerost wplywów formalnej
algebry. Jakos tak jednak jest, ze wlasnie korzystajac z metod formalnych mozna czesto dobrze
usystematyzowac i wyjasnic uzyskane rezultaty. Powstanie (wyodrebnienie sie z topologii)
i rozwój topologii algebraicznej moze byc bardzo dobrym tego przykladem: Warto jednak zdac .
s9bie sprawe z tego, ze zagadnienia, nad którymi pracuja matematycy, staja sie coraz
trudniejsze. Nie mozna im sprostac, nie majac dobrze opanowanego warsztatu· i to równiez od .
strony formalnej. Minely te czasy, kiedy genialny samouk mógl rozwiazac powazny problem.
Dzis niezbedne w. pracy jest bardzo dobre opanowanie tych sformalizowanych metod, które sa
wynikiem pracy calych pokolen matematyków.
- Dawniej mozna bylo cos odkryc w teorii liczb nie bedac profesjonalista.

- Jezeli jakas dyscyplina matematyczna wlasnie sie tworzy, to moze sie zdarzyc, ze znane
metody "nie chwytaja" i trzeba po prostu stworzyc nowe. I jezeli ktos ma tzw. "swieza glowe",
moze bez przygotowania zdzialac cos twórczego i waznego. Ale w dziedzinach klasycznych
szanse genialnych samouków sa znikome. Ten mój (i nie tylko mój) poglad wcale nie klóci sie

z tym, ze wedlug mnie w rozwoju matr,matyki bardzo duza role odgrywaja indywidualnosci. Ale
to sa matematycy, którzy nie tylko maja genialne pomysly, ale tez doskonale opanowany
warsztat matematyczny, sa bardzo dobrze wyksztalconymi matematykami, a nie samoukami.
Wynikiem pracy takich uczonych moze byc nawet wytyczenie rozwoju jakiejs dyscypliny (czasami,
choc rzadko: kilku dyscyplin) nawet na dziesieciolecia. Typowym przykladem jest dzialalnosc
Alexandra Grothendiecka w geometrii algebraicznej. Bez niego bylaby ona zapewne zupelnie
inna. No, bez niego i Jean-Pierre Serre'a.
- Grothendieck ma teraz okolo 50 lat?

- Tak, p\>nad 50.
- O ile pamietam, medal Fieldsa dostal na Kongresie w Moskwie w 1966 roku?

- Tak, ale te podstawowe jego pomysly pochodza z ]958 roku. W tym to roku w ciagu omaIze
jednego miesiaca Grolhendieck doszedl do swoich glównych wyników. Byla to prawdziwa
eksplozja. Potem dobrych pare lat zabralo spisanie tego wszystkiego na papierze.

- Bardzo podobna historia zdarzyla sie 300 lat temu, kiedy to w Oxfordzie wybuchla zaraza

imlody Newton wrócil do domu na wies. W ciagu krótkiego pobytu na wsi doszedl do wiekszosci
swoich odkryc, dzieki którym zyskal potem niesmiertelna slawe. Historia lubi sie powtarzac. Czy
dzialalnosc Grothendiecka tez jest niedoceniana lub ostro atakowana przez czesc wspólczesnych?

- Nie, swiat wspólczesny jest pod tym wzgledem bardziej sprawiedliwy, zreszta jak moz·na
atakowac prawdziwe twierdzenia. Nie mówie tu o marginesach spolecznosci matematycznej,
tam moga sie pojawic nieprzychy]ne gesty. Uogólnienia, których dokonal Grothendieck, sa tak
znaczne, ze niekiedy trzeba osobnego wykladu, by wytlumaczyc zwiazek miedzy twierdzeniem
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li jego sformulowaniem Vf wersji Grothendiecka. Przy czym uogólnienia Grothendiecka sa
zawsze bardzo glebokie.

- K,iedy dzieci w szkolach beda uczyc sie o Grothendiecku?
Kiedys, jako student myslalem, ze ludzkosc osiagnie taki poziom, ze w kioskach zamiast, no

powiedzmy "Boksu" czy "Przegladu Sportowego" ludzie beda kupowac "Fundamenta
Mathematicae", a w szkolach dzieci beda sie uczyc "powaznej" matematyki. Ale teraz juz tak

'nie mysle ",
- Dziekuje za rozmowe.

Rozmawial Michal SZUREK

Lokalna Supergromada

Mgr Krzysztof G6RSKI

Jednym z najwazniejszych przedsiewziec dzisiejszej astronomii
jest realizowany przez kilka grup naukowych w Stanach
Zjednpczonych i jedna w Zwiazku Radzieckim systematyczny
program badan najwiekszych rozpoznawalnych dotych,czas
skupisk materii we Wszechswiecie - tzw. supergromad. Badania
te maja kapitalne wrecz znaczenie dla kosmologii. W pewnym
sensie centralnym jej problemem jest znalezienie zadowalajacej
odpowiedzi na pytanie: "Jak powstaly galaktyki?". Obecnie nikt

nie jest jeszcze w stanie odpowiedziec na nie jednoznacznie ..
Teoria ~wstawania galaktyk rozwijana jest obecnie przez
zwolenników jej dwóch rozlacznych, dopelniajacych sie
wariantów. Aby 'il ogóle we Wszechswiecie powstaly
jakiekolwiek obiekty, konieczne jest Istnienie pierwotnych
niejednorodnosci. Na razie nie wiadonio jeszcze, skad sie owe

- niejednorodnosci wziely i jak wygladaly, wiec zaklada sie
a priori ich istnienie w naj prostszej z mozliwych postaci. Tu
wlasnie róznia sie poglady kosmologów-teoretyków. Jedni zakladaja,
ze w "cieczy" wypelniajacej Wszechswiat, zlozonej z materii
i promieniowania, silnie ze soba sprzezonych w dostatecznie
wczesnych epokach, zaburzona byla tylko gestosc ,
skladowej materialnej. Zaburzenia takie nazywaja sie
izotermicznymi. Drudzy - przeciwnie - twierdza, ze
zaburzenia tzw. adiabatyczne, istnialy w, "cieczy" traktowanej
jako calosc.

Kazde realistyczne' zaburzenie, o których dalej bedzie mowa, jest kombinacja
(superpozycja) zaburzen, których modele rozwijane sa przez obie grupy.

Dalsza procedura to zbadanie, jak pierwotne zaburzenia
ewoluowaly w trakcie rozszerzania sie i stygniecia calego
Wszechswiata, w szczególnosci - co dzialo sie w krytycznej
epoce rekombinacji materii, gdy skladowa promienista i materialna
przestaly ze soba silnie oddzialywac i cisnienie we
Wszechswiecie spadlo praktycznie do zera. Okazuje sie, ze
zaburzenia izotermiczne sa "wmrozone" w promieniowani~ i do
momentu rekombinacji utrzymuja sie na pierwotnym poziomie.
Zaburzenia adiabatyczne przechodza w tym czasie bardzo
interesujaca ewolucje polegajaca na tym, ze epoka rekombinacji
dziala na nie jak filtr tlumiacy zaburzenia o malych masach,
mniejszych niz okolo (w zaleznosci od wariantu teorii) 1013_
-1015 MO"':"'-mas Slónca (co odpowiada w przyblizeniu masie
gromady galaktyk).
Po rekombinacji materii zaburzenia jej gestosci zaczynaja
narastac i kolejnym interesujacym momentem w ich ewolucji
jest okres, w którym ich gestosc staje sie znaczaco wieksza
(powiedzmy kilkakrotnIe) niz gestosc otaczajacego je tla. Zaczyna

sie wówczas grawitacyjny kolaps takiego protoobiektu. Poniewaz
zaklada sie, ze pierwotne zaburzenia byly tym mniejsze, im
wieksza byla ich masa, otrzymuje sie dwa nastepujace

scenariusze powstania obecnej struktury Wszechswiata.
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W pierwszym, zaproponowanYIl1 pod koniec lat szescdziesiatych
przez R. Dicke'go i P. J. E. Peebles'a z Princeton (USA),

pierwotne zaburzenia sa izotermiczne i wobec tego pierwsze
powstajace we Wszechswiecie obiekty maja mala mase,
konkretnie ok, 106 Mo (co odpowiada mniej wiecej masie
gromady kulistej gwiazd). Nastepnie w."gazie" zlozonym z tych

obiektów zachodzi kolaps mniejszych poczatkowo zaburzen
o wiekszej masie - odpowiadajacych, powiedzmy, galaktykom.
"Gaz" potem tworza galaktyki i powstaja ich grupy i gromady,
itd. Schemat ten nosi nazwe ciaglego grawitacyjnego
grupowania.

Ten "gaz" to osrodek zlozony z oddzialujacych ze soba tylko grawitacyjnie
wielu punktów materialnych (moga to byc gwiazdy, gromady kuliste, galaktyki
itd) ,

Drugi scenariusz, zaproponowany na poczatku lat
siedemdziesiatych przez J. Zeldowicza z Moskwy i rozwijany
pózniej przez jego grupe, opiera sie na zalozeniu, ze pierwotne
zaburzenia byly adiabatyczne. Jak powiedziano wyzej, istnieje
wtedy pewna charakterystyczna, dosc duza masa, ponizej której
zaburzenia zbstaly w czasie ewolucji stlumione.

Przedstawiciele tej grupy twierdza, ze kolaps tych protoobiektów
zachodzil anizotropowo i doprowadzil do powstania olbrzymich,
splaszczonych struktur (nazywanych przez Rosjan blinami, zas
przez Anglosasów - pancakes) porozdzielanych wielkimi pustymi
obszarami przestrzeni (z grubsza mozna sie tu dopatrywac
analogii ze struktura plastra miodu). Dopiero w nastepnym
etapie miala sie rozpoczac fragmentacja blinów i powstawanie

galaktyk. ,
Tak, w bardzo uproszczonym zarysie, przedstawiaja sie idee
lezace u podstaw dwóch konkurujacych pogladów na kwestie
powstania obecnej struktury Wszechswiata. Oczywiscie tylko
obserwacje moga te teorie zweryfikowac. Wydaje sie, ze po
okolo piecdziesieciu latach od narodzin kosmologii obserwacyjnej
doszlismy 'do okresu, w którym zdobycze astro~omii
instrumentalnej umozliwiaja jej intensywny rozwój w sensie
ilosci i jakosci danych obserwacyjnych. Po wielu latach badan
rozkladu przestrzennego galaktyk w oparciu o-..znane ich
polozenia na Niebie i dedukowane z jasnosci odleglosci przyszedl
czas zmudnych, ale plodnych bezposrednich analiz odleglosci
poszczególnych galaktyk w duzych obszarach Nieba. Informacje
o odleglosci uzyskuje sie badajac przesuniecie linii absorpcyjnych
w widmach galaktyk w kierunku nizszych czestosci - tzw.
redshift. Odzwierciedla ono rozbieganie sie galaktyk odkryte
przez Hubble'a w latach dwudziestych. Tzw. prawo Hubble'a
wiaze odleglosc od nas badanej galaktyki z jej predkoscia
ucieczki, wyznaczona tak jak w klasycznym efekcie Dopplera, -
z przesuniecia linii widmowych.
W obecnym stanie rozwoju techniki obserwacyjnej uzyskanie
widma jednej galaktyki zajmuje ok. pól godziny pracy teleskopu.



Rys. 1 Konturowa mapa gestosci galaktyk w Lokalnej Supergromadzie

- 40% jasnych galaktyk lezy w Pannie II i Psach Gonczych;

- pozostale 40% lezy w kilku (- S) oblokach poza plaszczyzna

wyznaczona przez gr9,JJ1adygalaktyk Panna, Panna II i Psy
Goncze.

Uderzajace jest to, ze caly kompleks widoczny na rysunku
zajmuje tylko S% objetosci zawierajacego go prostopadloscianu,
tzn. wiekszosc objetosci zajmowanej przez L. S. jest pusta!

Panna II i Psy Goncze stanowia splaszczony zespól zawie~ajacy
sie w elipsoidzie trójosiowej o stosunku osi równym 6 : 3 : l.
Panna III, Puchar i Lew II maja wydluzone ksztalty cygar
skierowanych ku gromadzie galaktyk w Pannie. Dotychczasowe
dane wskazuja, ze sredni rozrzut predkosci galaktyk w ramach
poszczególpych obloków jest bardzo maly ~ ok. 100 km/s (dla
porównania, predkosc Slonca w Galaktyce - 220 km/s). Za
Lokalna Supergromada (patrzac z Ziemi) znajduje sie "dziura"
w rozkladzie galaktyk siegajaca nastepnej supergromady w
Warkoczu Bereniki.

Spójrzmy teraz na rysunek drugi. Jest on próba schematycznego
przedstawienia Lokalnej Supergromady w trzech wymiarach.
Nalezy rozumiec, ze narysowane na nim powierzchnie zawieraja
ok. 9S% galaktyk nalezacych do L. S.

Co o tym wszystkim sadzic? Wydaje sie, ze taki obraz
Supergromady odsloniety przez TuBy'ego faworyzuje teorie
Zeldowicza i sprawia duze trudnosci interpretacyjne zwolennikom

ciaglego grawitacyjnego grupowania. Tzn. latwiej wyobrazic
sobie, ze obiekt ten powstal wskutek anizotropowego kolapsu
wielkiej masy gazu w kierunku ku plaszczyznie L. S.
fragmentacji na kilka obloków (z silnym przyplywowym
oddzialywaniem na te lezace poza plaszczyzna L. S.),
niz skupienia wielkiej ilosci oddzialujacych ze soba
galaktyk w bardzo malej czesci (- S%) dostepnej im objetosci
(wyglada na to, ze teoria ciaglego grawitacyjnego grupowania
bardzo nie lubi wyraznych i rozleglych dziur w rozkladzie
galaktyk).

Trudno jednak ostatecznie weryfikowac teorie fizyczne na
podstawie analizy pojedynczego obiektu. Dlatego rozpoczynajacy
ten artykul passus o kapitalnym znaczeniu systematycznych
i jeszcze dokladniejszych badan L. S. i innych takich obiektów
na pewno nie jest przesadzony.

- tylko 20% jasnych galaktyk znajduje sie w gromadzie w Pannie;

Od poczatku lat SO-tych G. de Vaucouleurs z Austin w Teksasie
badal i nazwal Lokalna Supergromada kompleks galaktyk
z gromada galaktyk w Pannie w centrum, rozciagajacy sie na
olbrzymim obszarze gwiazdozbiorów Panny, Lwa, Psów Gonczych,
Pucharu, Smoka i Pompy (ponad 90° szerokosci). Na
peryferiach tego obiektu znajduje sie Grupa Lokalna, której
najwiekszymi czlonkami sa galaktyka M 31 w Andromedzie
i nasza Galaktyka. Niedawno Amerykanie B. TuBy i R. Fisher
zebrali informacje o predkosciach 2200 (!) galaktyk lezacych
blizej niz trzykrotna odleglosc gromady w Pannie (40 mln lat
swietlnych) i na tej podstawie TuBy dokonal znakomitego
studium morfologii Lokalnej Supergromady (L. S.).

Spójrzmy na rysunek pierwszy. Widzimy na nim poziomicowa
mape gestosci przestrzennej 672 jasnych galaktyk w L. S. Nasza
Galaktyka znajduje sie 10 jednostek (tzn. - 10 Mpc, czyli ok.
31 mln lat swietlnych) nad punktem o wspólrzednych (0,0).
Kolejne poziomice wyznaczaja gestosc galaktyk równa
odpowiednio: O,S, l, 2, 4 i ponad 8 galaktyk na Mpc3• W
centrum znajduje sie gromada galaktyk w Pannie, na prawo od
niej oblok w Psach Gonczych, na lewo oblok nazwany Panna II.
W lewo ku górze oblok galaktyk - Panna III, w prawo w dól 
Lew II, w lewo w dól - Puchar, w prawo ku górze od gromady
w Pannie - tzw. odnoga Psów Gonczych. TuBy podaje, ze:~E'.

~
~~ . .IWo]'. ~

t..~""i-r<"'~' ~J!.

~~.

Rys, 2 ~okalna Supergromada w 3 wymiarach

Dla porównania Hubble potrzebowal pracowac w tym celu na
teleskopie 2,S metrowym cala noc! Ostatnia dekada przyniosla
systematyczne przeglady redshiftów galaktyk w kilku obszarach
Nieba. Ich efektem bylo odkrycie w strukturze przestrzennej
rozkladu galaktyk kilku gigantycznych aglomeracji, które nosza
obecnie nazwy zwiazane z gwiazdozbiorami, w których je widac
na Niebie. Sa to supergroroady w Herkulesie,. Perseuszu
i w Warkoczu Bereniki oraz tzw. Lokalna Supergromada.
Adekwatnosc terminu supergromada mozna zrozumiec,
zwazyWszy ze np. w Warkoczu Bereniki obserwuje sie strukture
lezaca ok. 400 mln lat swietlnych od nas i rozciagajaca sie na
Niebie na obszarze o szerokosci co najmniej 20°!!
Pomiary predkosci pojedynczych galaktyk w ramach supergromad
pokazuja, ze rozmiary tych gigantów sa tak duze, iz
charakterystyczny czas przelotu galaktyki przez supergromade,
do której nalezy, jest kilka razy wiekszy niz wiek Wszechswiata!
Oznacza to, ze obserwujemy i badamy wreszcie obiekty, które
w najmniej (w porównaniu z galaktykami) zafalszowany
pózniejsza ewolucja sposób informuja nas o tym, jak wygladaly
pierwotne zaburzenia gestosci we Wszechswiecie.
Przejdzmy teraz do zasadniczego tematu tego artykulu. Juz przed
II wojnas.wiatowa astronomowie zauwazyli, ze po tej stronie
naszej Galaktyki, która odpowiada pólnocnej stronie Nieba,
istnieje znaczny w stosunku do strony drugiej nadmiar galaktyk.
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Dr Edward STACHOWSKI

Rzuc monete, rzuc monete

1

y:n:n

I,

-I.S -np
lim inf .__ n _

n~oo l/2np(1-p)lnlnn

a ciag {ISn- .!!..../}oo jest nieograniczony.6n=1

Dokladniej, dla zmiennej loso~ej S o rozkladzie Bernoulliego
mamy z prawdopodobienstwem 1:

S -np
lim sup .__ n _

n~oo Y2np(1-p)lnlnn

Wartoscia oczekiwana liczby sukcesów w n próbach Bernoulliego
jest np. W sposób analogic~ny jak poprzednio mozna wykazac, ze
wyrazy ciagu {ISn-npl}:'=l beda wieksze od dowolnej liczby
z prawdopodobienstwem dowolnie bliskim jednosci dla
dostatecznie duzych n. Przykladowo, jezeli rozpatrujemy rzuty
kostka i Sn oznacza liczbe'"szóstek" w n rzutach, to

Sn 1

-;;- -> 6'

a stad

(2n) ( 1 )2n (2n.)! ( 1 )2n
P{02n = n} = - = -- - .

n 2 nIn! 2

Korzystajac ze wzoru Stirlinga (zob. Delta 7/1981)

n! ~ Y2:n:ne-nnn

otrzymujemy

ale

Sn-->p,
n

Mamy 102n-R2nl": 2k = 102n-nl ~ k,

stad

P{102n-R2nl ~ 2k} = P{102n-nl ~ k} = P{102n = n-kv

V020l = n-k+l v ,.. V02n = n+k-I v02n = n+k} =

=P{02Ol = n-k}+P{02Ol = n-k+l}+ , .. +
+P{02n = n+k-l}+P{02n = n+k}.

Najwiekszym sposród 2k+ 1 skladników jest P{02n = n}

(najbardziej prawdopodobna liczba orlów w 2n rzutach moneta
jest n). Mamy wiec

P{102n-R2n! ~ 2k} ~ (2k+l)P{02n = n}

2k+ 1
P{102n-R2nl ~ 2k} ~ ---o

y:n:n

Niech e > O i k beda dowolnymi ustalonymi liczbami. Poniewaz

, { 2k + 1 \ 00, b" d ,.' k' N ' dlCIag ./_ . ~ Jest z lezny o zera, to IstmeJe ta te ,ze ar:n:n 'n=1

( (2k+l)2) 2k+l '
n > N '?J; --- mamy --- < e no i juz. Przykladowo

. :n:e2 ynn
dla k = 250, e = 0,001 mamy N> 79896 100 000 (przy 160
miliardach rzutów róznica miedzy liczba orlów a reszek przekroczy
500 z prawdopodobienstwem 99,9%).
Wystarczy wiec rzucac "dowolnie dlugo", aby nadwyzki jednego

wyniku nad drugim staly sie dowolnie duze \
,J!: prawdopodobienstwem dowolnie bliskim jednosci. Fakt ten na
ogól nie jest znany, "zdrowy rozsadek" podsuwa bowiem mysl, ze

liczby wyników pc>szczególnych rodzajów wykazuja tendencje do
wyrównywania sie w miare coraz dluzszych serii prób.
Rozwazania dotyczace rzutów moneta mozna uogólnic na
dowolny schemat Bernoulliego. Jezeli przez Sn oznaczymy liczbe
sukcesów w n próbach Bernoulliego z prawdopodobienstwem
sukcesu w pojedynczej próbie równym p, to prawo wielkich liczb
Bernoulliego orzeka, ze

Rn I-->-
n 2

On 1-->-
n 2 '

(2)

R 1
(On - liczba orlbw w n rzutach) i _n daza do -, Odejmujac,

n 2

O -R
widzimy ze _.n__ n -> O, ale nie daje to zadnych specjalnych

n
o

informacji o granicy lim(On-Rn). Co znaczy, ze _n dazy do
" n

1 "
- ? Jest to tylko (to wlasnie orzeka prawo wielkich liczb)·
2 .

zbieznosc "wedlug prawdopodobienstwa". Precyzujac ten termin
powiemy, ze ciag zmiennych losowych {Xn}~, "dazy" do liczby a,
(co bedziemy oznaczali przez Xn -> a), jesli dla kazdego e > O mamy

(1) lim P{IXn-al > e} = O.

Tego typu zbieznosc w teorii prawdopodobienstwa nazywamy
wlasnie zbieznoscia stochastyczna lub zbieznoscia wedlug
prawdopodobienstwa. Intuicyjnie znaczy ona, ze
prawdopodobienstwa odchylen wiekszych od e sa dla duzych n
dowolnie male.

W naszym przypadku

oraz, co latwo z tego wynika,

On-->1.
Rn

Ciekawe jest nastepujace pytanie: co mozna powiedziec o ciagu
róznic miedzy liczba orlów i reszek, tzn. o ciagu {On - Rn }:,= 1

lub jezeli ktos woli {Rn - On }:,= l' Okazuje sie, ze ciagi te sa
nieograniczone w tym samym sensie, w .którym powyzsze ciagi
"dazyly" do 1/2 lub I. Dokladniej, pokazemy ze dla kazdego
e > O i kazdego k naturalnego

P{IOn-Rnl ~ k} < e

dla dostatecznie duzych n. Znaczy to, ze dla dostatecznie
duzych n prawdopodobienstwo ze 10n-Rnl nie przekroczy
liczby k jest dowolnie male lub inaczej, prawdopodobienstwo ze '
lOn - Rnl przekroczy k jest dowolnie bliskie I.
Przejdzmy do dowodu. Pokazemy, ze dla kazdego e > O

i dowolnego k istnieje liczba N taka, ze dla wszystkich n > N

P{102Ol-R2;,1 ~ 2k} < e

(zastapilismy n przez 2n oraz k przez 2k w celu uproszczenia
rachun'ków).

W dlugiej serii rzutów moneta liczba orlów jest - z duzym
prawdopodobienstwem - bliska liczbie reszek, Jakiegd rzedu
jest ta bliskosc? Czy przy wydluzaniu serii róznica R - O
(liczba reszek minus liczba orlów) zmierza do zera, czy moze
rosnie nieograniczenie ?

O
Wiadomo (prawo wielkich liczb Bernoulliego), ze ciagi _n

n
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Patrz w niebo

W jednym z poprzednich numerów Delty (12/1982) T. Kwast pokazal, ze prawie
wszystkie gwiazdy ukladaja sie na diagramie Hertzsprunga-Russella wzdluz
P."wnych,okreslonych linii. W szczególnosci ogromna wiekszosc gwiazd lezy na
ciagu glównym. Chcemy dzisiaj zaprezentowac inny, równiez bardzo czesto
uzywany diagram, tzw. diallram dwukolclrowy. Zanim przejdziemy do jego
omawiania - pare slów przypomnienia.
U-B r .,.,--r-".--,

1Il

",'
1j
~

-j
~

~
.....•

"

1
-1

-1

1
-,

Wszystkie pojedyncze gwiazdy dzieli sie na typy i klasy w zaleznosci od ich
parametrów. I tak, ze wzgledu na temperature powierzchni wyrózniamy Kilka
typów, oznaczajac je literami O (> 30000 K), B, A, F, G, K i M « 3500 K).
Mozna podzielic równiez gwiazdy na klasy w zaleznosci od ich rozmiarów:
nadolbrzymy (klasa 1), jasne olbrzymy (II), olbrzymy (III), podolbrzymy (IV)
i karly (V). Istnieja jeszcze mniejsze gwiazdy niz karly, ale nie bedziemy sie nimi
tu zajmowac.

Temperature i rozmiary gwiazd stosunkowo latwo wyznaczamy analizujac ich
widma. Duzym ulatwieniem jest tutaj stosowanie tzw. fotometrii wielobarwnej.
Otóz okazuje sie, ze wystarczy zmierzyc jasnosc gwiazdy w dwóch dlugosciach
fali (kolorach, np. niebieskim i zóltym), aby z dosc dobra dokladnoscia
wyznaczyc temperature jej powierzchni. Bardzo czesto stosowana jest
w astronomii fotometria trójbarwna UBV (ultraviolet, blue, visual). Wyniki
obserwacji gwiazd podaje sie w postaci trójki liczb: V (jasnoSCw barwie
zóltej), B-V ("kolor I", o ile gwiazda w barwie niebieskiej jest slabsza niz
w barwie zóltej) i U-B ("kolor II", nadfiolet- blekit). Okazuje sie, ze kolory
te zachowuja sie równiez w pewien okreslony sposób, co widac na rysunku.
Na jego osiach umieszczono oba kolory. Przedstawiono na nim kolory ponad
46000 gwiazd, wszystkich, których kolory zmierzono do 1975 r.

Zaznaczono kilka linii, wzdluz których uklada sie wiekszosc gwiazd.
3 linie krzywe sa to oczekiwane kolory dla ciagu glównego (V klasa jasnosci),
olbrzymów (III) i nadolbrzymów (1). Linia prosta zaznaczono kolory ciala
doskonale czarnego, tzn. takiego ciala, które emituje tyle samo swiatla, co
pochlania. Jak widac, wiele gwiazd uklada sie powyzej krzywych I, III i V.
Zagadka ta zostala wyjasniona z chwila odkrycia istnienia materii
miedzygwiazdowej, która pochlania silniej promieniowanie krótkofalowe, co
powoduje, ze gwiazdy wydaja sie bardziej czerwone, niz to wynika
z temperatury ich powierzchni. Zjawisko to jest bardzo podobne do
obserwowanego poczerwienienia Slonca nisko nad horyzontem, kiedy to
promienie swietlne musza przebyc duzo dluzsza droge w atmosferze, niz wtedy,
gdy Slonce jest np. w zenicie. Latwo pokazac, ze w wyniku poczerwienienia .
miedzygwiazdowego kolory gwiazd przesuwaja sie w prawo w dól na
diagramie dwukolorowym, wzdluz prostej równoleglej do strzalki zaznaczonej
na rysunku. A wiec znajac klase jasnosci gwiazdy mozna latwo wyznaczyc
wielkosc pocterwienienia, co z kolei (jesli znamy rozklad materii
miedzygwiazdowej) pozwala na oszacowanie odleglosci gwiazdy.

mgr Tomasz CHLEBO WSK!
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Diagram dwukolorowy dla 46 tysiecy gwiazd

B-V

Redaguje mgr Krzysztof S. NO WINSKI
M 319. Czy szereg (utworzony z kolejnych liczb pierwszych)

1 1 1 1
- + --- + --=--=--=--=--=--= + --=--=--=--=--=--=--=--=--=-:::: + ...
}/f y3+5 y7+ll+13 V17+19+23+29

jest zbiezny, czy rozbiezny?
Mówimy, ze szereg al + az +aJ+a4 + ... jest zbiezny, gdy ciag sum czesciowych al' al +az,

al +az +aJ, al +az +aJ +a4, ... jest zbiezny.
Rozwiazanie na str. 14.

M 320. Wykazac, ze równanie kwadratowe axz+bx+c = O o calkowitych nieparzystych
wspólczynnikach a, b, c nie moze miec pierWiastków wymiernych.
Rozwiazanie na str. 8.

M 321. Wykazac"zejezeli H jest ortocentrum (punktem przeciecia wysokosci) ostrokatnego
trójkata ABC o bokach a, b, c, to odleglosci x, y, z punktu H od wierzcholków A, B, C spelniaja
równanie ayz+bzx+cxy = abc.
Rozwiazanie na str. 13.

Redaguje mgr Tomast TRA TKIEWICZ
F 128. Jednorodne pole magnetyczne porusza sie z predkoscia u. Prostopadle do kierunku
indukcji tego pola wstrzelono naladowana czastke o predkosci v (patrz rysunek). Spelniony jest
przy tym warunek: lul ~ c i lvi ~ c.
Wiadomo, ze sila, z jaka pole magnetyczne dziala na poruszajacy sie w nim ladunek, nie
wykonuje pracy, zatem po opuszczeniu pola czastka powinna wracac z identyczna energia

mvZ
kinetyczna Ez = --.

, 2

Jednakze prowadzac rozwazania w ukladzie odniesieni~ zwiazanym z polem magnetycznym
m(v+2u)Z

i przechodzac ponownie do ukladu laboratoryjnego otrzymuje sie wynik Ez = ----
2

Wyjasnic sprzecznosc.
Rozwiazanie na str. 15.
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Nieliniowe

fale stacjonarne

. Rozchodzenie sie sygnalu w osrodku fizycznym opisywane jest równaniami falowymi. Ich
postac istotnie zalezy zarówno od wlasnosci osrodka, jak i od energii sygnalu. Jak dotychczas
poznalismy dosyc dobrze wlasnosci liniowego równania falowego, czyli takiego, ze suma dwóch
dowolnych jego rozwiazan jest równiez rozwiazaniem. Tylko w nielicznych przypadkach
natomiast udalo sie wyznaczyc ewolucje czasowa fal nieliniowych.

Dr Stefan
WOJCiECHOWSKI
u

x

Rys. 1

Rozwazmy na poczatek najprostsze równanie falowe

ou ou
(1) -+e- = O,

ot ox .

gdzie u(x, t) jest amplltuda fali, zas c predkoscia rozchodzenia sie sygnalu. Jesli predkosc ta jest
stala, to rozwiazaniem równania jest fala stacjonarna u(x, t) = uo(x- et) wedrujaca z predkoscia
c w prawo, o profilu zadanym przez warunek poczatkowy u(x, O) = uo(x). Ksztalt profilu
w chwili poczatkowej mozemy obrac w formie np. paczki falowej (rys. 1) albo frontu falowego jak
na rysunku 2.

Na ogól predkosc rozchodzenia sie sygnalu nie jest stala i moze zalezec zarówno od

polozenia oraz czasu, jak i od amplitudy. Jesli jednak ograniczymy sie do stacjonarnego
i przestrzennie jednorodnego osrodka reagujacego na zaburzenie nieliniowo, to wtedy c jest tylko
funkcja u. W naiprostszym przypadku e(u) = u, czyli

ou ou
(2) -+u- = O.

ot ox

Rys. 3

Wzrost predkosci z amplituda powoduje skracanie sie czola fali w wyniku doganiania go przez
zaburzenia o duzej amplitudzie (rys. 3). W koncu amplituda staje sie niejednoznaczna funkcja

polozenia i nastepuje zalamanie sie jak dla fal na wodzie. W przypadku fali dzwieko~ej
natomiast oznacza to tworzenie sie frontu fali uderzeniowej (patrz artykul A. Kuszlla, De/ta

10/1981). W opisie takich fal, jak fala dzwiekowa, niejednoznacznosc amplitudy usuwa sie przez
wprowadzenie nieciaglego czola fali, które umieszcza sie w takim polozeniu, zeby zakreskowane
pola po obu stronach nieciaglosci byly równe. Warunek ten wynika z zasady zachowania
energii.

Czy zatem w swiecie fal nieliniowych nic nie pqzostaje ze statecznej wedrówki nfezmiennego

profilu falowego? Byloby tak, gdyby nie fakt, ze is~nieja dwa efekty, które pominieto

w równaniu (2), a mianowicie dyssypacja (czyli rozpraszanie) energii oraz rozplywanie sie fal
wskutek dyspersji. Kazdy z nich wystarczy, zeby skompensowac zmiane ksztaltu fali wywolana
zaleznoscia predkosci od amplitudy. Co wiecej, równowazenie sie przeciwstawnych wplywów
nieliniowosci i dyssypacji (lub dyspersji) umozliwia powstanie fali stacjonarnej. Sa to jednak
fale o bardzo szczególnych profilach, podczas gdy w przypadku równania (1) kazdy
poczatkowy profil rozchodzi sie bez zmiany ksztaltu.

x

\

1=0
u

Rys.2

u

Rozwiazanie zadania M 321

Mamy SABC = SBHC +SCHA +SAHB

i poniewaz 1: BHC = 180"-1: A, 1: AHC =
= 180"-;; B, 1: AHB = 180"- 1: C. wiec
otrzymujemy

abc l . I . B l .
'4R = "2 yz sm A + 2' zx sm + 2'xy SilI C

(R jest promieniem okregu opisanego na

trójkacie ABC).

S" a. b
RÓWIlOCze Dle smA = 2R ' sm B = 2R '

sin C = --~ i wob~c tego '!!!.~ =
2R 4R

l (ayz bzx CXy) .
= - -- + - +-,. skad wYDlka

4 R R R'

równosc

abc = ayz+bzx+cxy.

Wynik równowagi efektów nieliniowych i dyssypacji:
front falowy Burgersa.

Uwzglednienie rozpraszania energii propagujacej sie fali wymaga uzupelnienia równania (2)
~u , \

czlonem P--2 ' co daje tzw. równanie Burgersaox

ou ou 02U

(3) -+u - = P-'
ot OX ox2

Predkosc fali jest proporcjonalna do amplitudy, a maly parametr p mierzy tempo rozpraszania
energii. Tak otrzymane równanie opisuje rozchodzenie sie fal akustycznych w gazie wzdluz

. dlugiej, cienkiej rury, gdy natezenie fali mozna przyjac za stale na calym przekroju poprzecznym.
Dodatkowo trzeba takze zalozyc, ze nieduze sa predkosci przemieszczania sie gazu. Amplituda
u(x, t) ma wtedy znaczenie predkosci w punkcie x i chwili t bardzo cienkiej warstwy gazu.
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a suma tego ostatniego szeregu nie przekracza
2.

'U

-

~5)

(4)

ou o'u

at =,u oxz'

opisujace rozchodzenie sie ciepla, którego ogólne ,rozwiazanie ma postac

f(x-vt) = v+ ~ th [~(vt-X)]2 4,u

o ksztalcie wykresu tangensa hiperbolicznego (rys. 4). Widac zatem, ze o Ue skladnik
ou '

nieliniowy u -- powodowal skracanie sie ~zola fali konczace sie fala uderzeniowa (rys. 3), to
ox

czlon dyssypatywny wplywa przeciwstawnie wymuszajac rozplywanie sie profilu fali. Efektem
równowagi miedzy tymi procesami jest fala stacjonarna (4). Ilosciowo wyglada to nastepujaco:

o'u

Czlon dyssypatywny jest proporcjonalny do --z ' a czlon nieliniowy rosnie z LI. Przyox

, o~
dostatecznie malej szerokosci <5frontu falowego druga pochodna --z w punktach A i Box

wykresu (rys. 4) staje sie na tyle duza, zeby oba czlony byly porównywalne, a efekty ich wplywu
wzajemnie sie kompensowaly. Dlatego szerokosc frontu falowego dana jest zaleznoscia

8 '
15 = ~, co zapewnia, ze zarówno ze wzrostem amplitudy calkowitej LI, jak i ze zmniejszaniem

LI

o'u

sie parametru ,u druga pochodna --z osiagnie dostatecznie duza wartosc w punktach A i B.ox

Natomiast jednolita predkosc v fali stacjonarnej (4) jest wynikiem usrednienia sie ruchu
LI LI

elementów fali o predkosciach zmieniajacych sie w przedziale od v- - do v+ -.2 2

Zauwazmy, ze równanie Burgersa bez czlonu nieliniowego to równiez równanie dyfuzji

zeby zrozumiec wplyw dyssypacji na zachowanie sie rozwiazan, poszukamy fali stacjonarnej
u(x, t) = f(x- vt). Wstawienie u(x, t) do równania (3) pozwala wyznaczyc nastepujacy front
falowy:

x

v

4wLl

,
-----r--------

I
!

-4/.1/Ll

Rys. 4

Rozwiazanie aadania M 319
Niech a, = l,a, = 3+S,a3 = 7+11+13,
itd. Przez bit blt b3t 0'0 oznaczymy zas

odpowiedniej dlugosci sumy kol.jnyc~ liczb
parzystych: 2,4+6,8+ 10+ 12, .... Dla
k > 2 mamy zatem ak ;. bk. Poniewaz
jednak bt = k(k' + \) > k3, wiec

001001001)'-< "'-< "'-
k';;;"3 ya; k~3 yb; k~3 k'"

x

Y4!,1

'~ exp( - z')dy
-00

o

1 l' [(X-Y)'] LIu(x, t) = ----=- J exp - - -- LIdy = ----:::::
, y4n,ut -00 ,4,ut yn

wtedy do calki

(6) \
1 00 [(X-Y)']u(x,t) = --=- l' exp - --- uo(y)dy.

y 4n,ut _Joo 4,ut

Na ogól nie potrafimy wystepujacej tu calki 'obliczyc analitycznie. Z tego wzgledu, dla
uproszczenia rozwazan przyjmiemy warunek poczatkowy u(x, O) = uo(x) jak na rysunku 5. Jest
to uzasadnione, gdyz funkcja uo(x) bardzo dobrze przybliza ksztalt fali (4) w chwili t = Odl?

LI

duzych LI, bardzo malych wartosci parametru ,u oraz v = -. Rozwiazanie (6) sprowadza sie
2

l'l

..,....

.....•...•.•....

t,,~,!t._

U

.•.,~..~.....

Uo(X)

to=o

Rys. S

Rys. 6

x

-VIJTt
x

V'l'iiT

x

z

LI

nietrudnej do zbadania graficznie. Wartosc amplitudy jest równa u(x, t) = ----:::::S(x, t), gdzie
. yn

S(x, t) oznacza zakreskowane pole na rys. 6, a stad mozna juz latwo odczytac zmiane frontu
falowego z uplywem czasu.
Dotychczasowe rozwazania, pomimo ze dotyczyly szczególnego rozwiazania, pozwolily nam
zrozumiec role poszczególnych skladników równania Burgersa. Ale fala stacjonarna (4) ma
równiez charakter uniwersalny: mozna wykazac, ze kazde zaburzenie poczatkowe spelniajace

LI LI
'warunki uo(x) ~ v+ - i uo(x) --- v--

X-+-oo 2 x __+oo 2

przybiera dla dostatecznie duzych t postac (4), czyli wskutek dyssypacji wszystkie "zmarszczki"
zaburzenia poczatkowego wtapiaja sie stopniowo w profil wedrujacego na prawo tangensa

hiperbolicznego.
W swietle uniwersalnosci rozwiazania (4) zrozumiala staje sie równiez przyczyna wprowadzenia
nieciaglego czola fali na rys. 3. W granicy przy ,u --> O równanie Burgersa przechodzi w (2),
a rozwiazanie (4) staje sie fala w postaci nieciaglego progu p skoku LI. Próg ten porusza sie na
prawo z predkoscia v. Taka tez ustala sie (dla duzych t) predkosc nieciaglosci na rys. 3.

Wynik równowagi efektów nieliniowych i dyspersji: soliton

Najprostszym rozwiazaniem liniowego równania falowego (1) jest plaska fala monochromatyczna
w

u(x, t) = A cos(wt-kx) poruszajaca sie ze stala pred~oscia c = --o Kazde inne (a scislej:k
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kazde parzyste w chwili t = O) rozwiazanie mozna przedstawic w postaci sumy takich fal
o róznych czestosciach:

Tylko dla fali opisywanej równaniem (I) predkosc jest taka sama dla dowolnego k. Jesli
natomiast rozwazymy równanie falowe np.:

wek)
gdzie -- = c(k).

k

03U

-{J -3'OX

ou

ot

•

u(x, t) = ~A(k)cos(wt-kx)dk,

(8)

(10)

to fala plaska bedzie takze jego rozwiazaniem, ale pod warunkiem, ze w = - (Jk3• Odpowiada to
zaleznosci predkosci fali c(k) = - (Jk2 od jej dlugosci.

Rozwiazanie dowolnego równania liniowego o tej wlasnosci takze mozna przedstawic w postaci
sumy fal plaskich, ale poruszajacych sie z róznymi predkosciami. W wyniku tego nastepuje
zmiana ksztaltu profilu poczatkowego, co poczatkowo przejawia sie w rozplywaniu sie paczki
falowej, a nastepnie w jej rozpadzie na mniejsze pakiety fal oraz ciagi fal sinusoidalnych.
Szczególowe zachowanie sie rozwiazan wyznaczone jest przez zwiazek dyspersyjny w = wek).

LI

nazywana soli tonem. Predkosc tej fali wyznaczona jest przez amplitude v = -, a szerokosc
3

zalezy od ilorazu amplitudy i wspólczynnika dy~persji, która równowazy tutaj zmiany ksztaltu
fali zwiazane z nieliniowoscia. Bardzo slaba dyspersja wymaga zatem utworzenia sie na tyle

03U

waskiej paczki falowej, zeby duze wartosci --3 uczynily czlon dyspersyjny porównywalnymOX

ou
z czlonem nieliniowym u -.

ox

Opisuje ono rozchodzenie sie na plytkiej wodzie dlugich fal powierzchniowych o malej
amplitudzie. Amplituda u jest w tym przypadk!J wysokoscia fali ponad powierzchnie swobodna
wody,

Postaramy sie zrozumiec, jak dyspersja wplywa na formowanie sie fal nieliniowych. W tym celu

rozpatrzymy fale stacjonarna frys. 7)

Uwzgletc'lienie efektów s~abej dyspersji w równaniu nieliniowym moze natomiast prowadzic do
formowania sie fali stacjdparnej u(x,t) = f(x- vt). Tak sie wlas~ie dzieje, jesli równanie (2)

, iPu
uzupelnimy czlonem dyspersyjnym {J --, gdzie maly wspólczynnik (J okresla szybkosc dyspersji l

ox3

otrzymamy wtedy tzw. równanie Kortewega - de Vriesa (KdV)

ou OU 03U

(9) -+u-+{J-- = O,at ox ox3

Rozwiazanie zadania F 128

P 'dl 'k-:' E m(v+ 2u)2
raw. owym wym lem Jest: 2,= --2

Sprzecznosc wynika z pominiecia w ukladzie
laboratoryjnym pola elektrycznego,
zwiazanego z poruszajacym sie polem
magnetycznym, którego praca zwieksza
energie kinetyczna czastki.
Gdy czastka w ukladzie laboratoryjnym ma
predkosc v, wtedy w ukladzie1odl1iesienia

poruszajacym sie wraz z polem
magnetycznym jej predkosc: v' = v- u.
Sila dzialajaca na czastke w tym ukladzie:

F' = 'l.(v'XB') = qvxB'-quxB'.
W obrebie pola magnetycznego czastka
porusza sie po pólokregu, którego promien
jest równy

u

R= m(v+~
IqIB' .

Zasada wzglednoSci.wymaga, aby
l° F= F'czyliF= qvxB'-quxB', wtedy
równania Newtona w obu ukladach maja
taka sama postac.
2° W obu ukladach czastka ulegala
przesunieciu wzdluz granicy pola o te sama
odleglosc 2 R.
Wzór l ° jest sluszny dla dowolnej wartosci v,
zatem gdy ladunek pozostaje w spoczynku
wzgledem ukladu laboratoryjnego (v = O),

dziala nan tylko pole elektryczne, którego
natezenie E = - u XB'. Przy predkosciach
róznych od zera sila F ma wiec postac

F = q(vxB'+E).

W warunkach zadania pOle E jest jednorodne.
skierowane równolegle do granicy pola
magnetycznego i ma wartosc E = U' B' .
W trakcie przelotu przez obszar pola
magnetycznego pole E wykonuje prace:

W = lqE'vdl = q lEvcos(v, E) dl =
= IqIE' 2R = 2mu(v + u).

Dokladnie tyle samo wynosi róznica energii
kinetycznych E, i E,.

x

Rys. 7

Dokladniej przesledzimy wplyw dyspersji rozpatrujac liniowa czesc równania KdV, czyli
równanie (8). Scisle rozwiazanie tego równania zawiera trudne do zbadania calki, ale
szczesliwie mozna sie ograniczyc do przeanalizowania tendencji zmian pakietu z rys. 7 w ciagu
bardzo krótkiego przedzialu czasowego LIt. Jest to uzasadnione, poniewaz profil (10) nie zmienia
ksztaltu, a wiec w przeciagu czasu LIt wplyw dyspersji powinien przeciwdzialac efektom
nieliniowym.

Rozwiazanie w chwili t+Llt mozna przyblizyc nastepujaco:
OU

(11) u(x, 1+ LIt) = u(x, t)+ -(x, t)Llt+ (mala proporcjonalna do LItZ),
ot

(12)

u

3v

Rys. 8

a korzystajac z równania (8) mamy

. [03U]u(x, 1+LIt) = u(x, t)+ - {J ox3 (x, t) LIt.

03U

Wobec tego predkosc wzrostu amplitudy jest równa - {J --3 .ox

Zilustrowalismy to na rys. 8, gdzie czarne strzalki okreslajace kierunek zmiany amplitudy sa
03U

proporcjonalne do wartosci trzeciej pochodnej ~ (x, t). Uwzglednienie nieliniowosci wymagar:X

OU
dorysowania strzalek pomaranczowych o dlugosci proporcjonalnej do - u -. Na czole fali

ox

(zaznaczonymj<.olorem pomaranczowym), które podlega procesowi nieliniowego skracania sie,kierunki strzale\: sa przeciwne. Wypadkowa predkosc wzrostu amplitudy wycinka wykresu
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cJ3u au
w punkcie x jest ich suma i wynosi - f3 --3 - U -. Jest ona równa predkosci wzrostu wskutek, ox ox

au a au
przesuwania sie fali, czyli wynosi - = - I(x-V!) = -V-, gdzie v oznacza predkoscat at ox
solitonu ..

u

to t,> to

x

Rys. 9 Solitony odgrywaja równie uniwersalna role w opisie ewolucji czasowej rozwiazan równania
KdV, jak fala Burgersa w opisie rozwiazan równania Burgersa. Mozna wykazac, ze dowolne

zaburzenie poczatkowe spelniajace warunki uo(x) x-+-oo O oraz uo(x) ~ Orqzpada sie

(rys. 9) na pewna liczbe solitonów oraz oscylujacy ogon, którego amplituda zanika nie wolniej
1

niz --. Po dostatecznie dlugim czasie pozostaja wiec tylko solitony poruszajace sie na prawo ze
VI ,

stala predkoscia proporcjonalna do amplitudy.
W trakcie ewolucji wieksze solitony doganiaja mniejsze, przez moment tworza z nimi wspólna

paczke falowa, a nastepni.e odsuwaja sie juz z prawej strony od soli tonu mniejszego. W rezultacie
solitony ustawiaja sie w kolejnosci wzrastajacych amplitud. Potem nastepuje juz tylko ich
wzajemne oddalanie sie od siebie na skutek róznic predkosci.
Rozpatrywane przez nas równania: KdV i Burgersa odgrywaja szczególnie wazna role w teorii
fal nieliniowych. Przyczyna lezy w tym, ze scisle równania hydrodynamiki i aerodynamiki sa

zbyT skomplikowane, zebysmy mogli znalezc ich pelne rozwiazania i trzeba sie uciekac do metod
przyblizonych.
Uwzglednienie najwazniejszych poprawek do równania (2) wynikajacych z dyspersji i dyssypacji
na ogól prowadzi do równania KdV lub Burgersa. Inna, niezwykle wazna cecha tych równan
jest mozliwosc wyznaczenia (pomimo nieliniowosci) rozwiazan ogólnych, co stwarza mozliwosc
daleko glebszego wnikniecia w nature fal nieliniowych niz pozwalaja na to elementarne .
rozwazania tego artykulu.

.8

W numerze 1/1982 rozpoczelismy serie Zadan, których nie umiemy rozwiazac
nastepujacym:
Dany jest okrag i trzy punkty A, B, P. Narysowac proste przez A i B
wyznaczajace na okregu takie cieciwy UW i XY, zeby proste UX i WY
przecinaly sie w punkcie P.
Istotnie nie umielismy rozwiazac tego zadania, a dzis, dzieki naszemu

Czytelnikowi, Karolowi Kaminskiemu (uczniowi V klasy TM w Piotrkowie
Trybunalskim), juz umiemy. Nadeslal nam bowiem nastepujace rozwiapnie
(uzywal tylko linijki!):
Przez punkt A kreslimy dowolna sieczna k uzyskujac punkty Q i R i dalej, jak
na rysunku, znajdujemy kolejno proste i punkty l, l', S, T, m, o, O, n, U, W,
p, p', X i Y. Rozwiazanie to jest dobre, bardzo za hie dziekujemy.
Pozostalym Czytelnikom dajemy teraz szanse - nie czytajcie dalej, sami wykazeie
poprawnosc rozwiazania.
Sposób dowodu, który tu proponujemy. opiera sie na twierdzeniu Pascala
nalezacym do geometrii rzutowej i mówiacym co nastepuje: Przeciwlegle boki
szesciokata wpisanego w stozkowa (a wiec nie tylko okrag, ale równiez elipse,
parabole badz hiperbole) przecinaja sie na jednej prostej.

Ze wzgledu na rzutowosc tego twierdzenia (ostatnim razem o geometrii
rzutowej pisalismy w Delcie 5/1982) w przypadku euklidesowym moga
oczywiscie miec miejsce trzy mozliwosci: pierwsza - opisana w twierdzeniu
(jesli wszystkie punkty prZeciecia istnieja), druga - gdy istnieja tylko dwa,
prosta przez noe przechodzaca jest równolegla do nieprzecinajacych sie
przeciwleglych boków szesciokata, trzecia - gdy wszystkie pary boków
przeciwleglych zlozone sa z prostych równoleglych. Wykorzystamy to
twierdzenie do dowodu, ze prosta X Y przechodzi przez punkt A. W
szesciokacie Q S T Y W U boki przeciwlegle przecinaja sie w punktach p, O,
a wiec i trzecia para bokówprzeciwleglych musi sie przeciac w punkcie Z
lezacym na prostej o. W szesciokacie X U Q R T Y dwa przeciecia to P i Z,
a wiec i trzecia para (Q R i X Y) musi sie.przeciac na prostej o, a wiec
w punkcie A. Konstrukcja p. Karola Kaminskiego jest wiec poprawna
i rozwiazuje takze zadanie dla wszystkich stozkowych. Udowodnienie jego
stwierdzenia, ze o ile prosta n nie bedzie przecinala okregu w dwóch
punktach, to dla takiego okregu i takich punktów A, B, P rozwiazanie nie
istnieje, pozostawiamy Czytelnikom.

.A

Juz umiemy

p.

p,
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego
i Redakcji "Delty"

Skrót regulaminu

Klub 44

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w nr n+ 4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego
zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami.
Oceniamy zadania w skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez

suma ocen za rozwiazania danego zadania4-3· .
liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje
on czlonkiem Klubu, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego,
oraz nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.

!=44
Zadania nr 43, 44, 45

Termin nadsylania rozwiazan: 31.03.1983 r.

43. Dany jest czworoscian ABCD. Dla dowolnej liczby naturalnej n oznaczmy przez A., B.,
1

C. punkty lezace odpowiednio na krawedziach AD, BD, CD takie, ze A.D = - AD, B.D =
n

1 1 ..
= - BD, C.D = - CD. NIech p. bedZie plaszczyzna przechodzaca przez punkty A., B.+!,n n

C.+2• Udowodnic, ze istnieje prosta zawarta we wszystkich plaszczyznach p. (n = 1,2, ... ).
44. Rozwiazac w liczbach calkowitych równanie

yx+ yy = Y500.

45. Liczby rzeczywiste XI' ... , x" spelniaja uklad równan

CoSX, = X2, COSX2 = X3' •.. , COSX._I = x., COSX. = XI'

Czy stad juz wynika, ze X, = X2 = ... = xn?

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

GJ

0000
80

Rozwiazania zadan z numeru 9/1982

31. Niech Si = al + ... + ai. Zaloienia dowodzonego twierdzenia, napisane w terminach ciagu
{Si}, przybieraja postac warunków: SiH = s.+s. (dla wszystkich i), s.;;;:. O. Teza orzeka istnienie
wskaznika m takiego, ze s" ;;:.Sm (dla n > m). Otóz wystarczy za m przyjac numer najmniejszej
liczby w zbiorze {SI' ... , sd. Jesli bowiem n daje przy dzieleniu przez k iloraz q i reszte r
(1 ~ r ~ k), to Sn = S'H' = s,+qs. ;;:.s,;;:. Sm.

32. Rysunki prezentuja dwunastokaty majace O, I, 2, 3, 4, 6 i 12 osi symetrii, a wiec O, l
i wszystkie dzielniki liczby 12. Poniewaz obrazem wierzcholka wzgledem dowolnej osi
symetrii jest wierzcholek, wiec osi nie moze byc wiecej niz 12. Wszystkie osie symetrii
(dowolnego) wielokata przecinaja sie w jednym punkcie i (poniewaz obrazem osi symetrii
wzgledem osi symetrii jest tez os symetrii) dziela plaszczyzne na jednakowe katy. Jesli osi jest
n > l, kat ten wynosi n/n. Zatem wykonujac symetrie wzgledem dwóch sasiednich osi
otrzymujemy obrót o kat 2n/n o srodku w punkcie przeciecia osi, który zachowuje wielokat.
Obierzmy dowolny wierzcholek i obrócmy go o 2n/n, 2· 2n/n, ... , (n-l) 2n/n. Otrzymamy
w ten sposób (wraz z obranym) n wierzcholków. Jesli sa jeszcze nie "uzyte" wierzcholki, to
obieramy jeden z nich i powtarzamy operacje itd ... Po wyczerpaniu wierzcholków bedzie ich
mn = 12, gdzie m jest liczba powtórzen operacji. Ostatecznie n = O, lub n 112.

33. Czynnikami mnozenia sa liczby czterocyfrowe m i n. Druga i trzecia cyfra liczby n to O i 7.
Pierwsza i czwarta cyfre tej liczby oznaczymy przez X i y. Z zapisu dzialania wynika, ie 104 ~

~ ym < 10" 103 ~ 7m < 104, 103 ~ xm < 104, 107 ~ mn, skad dostajemy nierównosci X < Y

oraz n;;:' m-1107 = 7(7m)-1107 > 7, 103, tak ze x;;:. 7. Z zalozenia X # 7. Zatem X = 8, y = 9,
n = 8079, m;;:' n-I107 > 1237, a poniewaz xm = 8m < 104, wiec m < 1250. Liczby m, xm, 7m,
ym, mn pisza sie bez uzycia cyfry 7, wobec czego ostatnia cyfra liczby m nie moze byc 1, 3, 7.
Dla m E (1244, 1249> druga cyfra liczby 7m jest siódemka. Pozostaja cztery mozliwe
wartosci m: 1238, 1239, 1240, 1242. Bezposrednim sprawdzeniem przekonujemy sie, ze tylko
m = 1238 spelnia postawione warunki.
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