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Rys. l Doswiadczenie pokaLujl:. ze sila, z jaka

plyn dziala na cialo, jest w przypadku a) inna
nii w przypadku b).

Gradient rózniczkowalnej funkcji rzeczywistej

I(x, •...• x.) w punkcie (x, •...• x.l to wektor:

grad/= [!L, ..../Yf....].OXl dXn

Pole skalarne okreslane funkcja I (punktowi

przyporzadkowana liczba) generuje tu
wiec pole wektorowe gradl (punktowi

przyporzadkowany wektor charakteryzujiley

co do wielkosci i kierunku - najwieksza

predkosc wzrostu f).

Zagadki hydrodynamiki i turbulencja

Doc. dr Zbigniew PERADZYNSKJ

Paradoks Du Buata

W latach siedemdziesiatych osiemnastego stulecia rzad francuski wyznaczyl
nagrode za rozwiazanie problemu oporu statków w zaleznosci od ich ksztaltu, co.
zintensyfikowalo zarówno teoretyczne, jak i doswiadczalne badania w dziedzinie
hydrodynamiki. Sposród rozmaitych prac eksperymentalnych najbardziej
przelomowe okazaly sie prace inzyniera hydrauliki Pierre Du Buata (1734-1809).
Badajac opór cial poruszajacych sie w wodzie Du Buat zauwazyl, ze wystepuje
dosc wyrazna róznica w sile oporu w zaleznosci od tego, czy bedace w spoczynku
cialo jest oplywane strumieniem wody o pewnej predkosci v, czy tez cialo to
porusza sie z predkoscia v w nieruchomej wodzie. Sytuacja wyglada paradoksalnie,
bowiem wydaje sie przeczyc zasadzie wzglednosci Galileusza -:- fundamentalnej
zasadzie fizyki. Pomimo usilowan w tym kierunku Du Buat nie byl w stanie
wyjasnic przyczyny tego paradoksu.

Problem sily wywieranej na cialo przez przeplywajacy plyn jest podstawowym
zagadnieniem hydrodynamiki, wiaze sie bowiem bezposrednio z problemem lotu
samolotu, pracy smigla, sruby okretowej, turbin itp. Juz Newton (1643--1727)
atakowal ten problem i rozwazajac cialo bombardowane przez swobodne czastki
doszedl do wzoru

F = eAv2,

gdzie e jest gestoscia, v - predkoscia cieczy daleko od ciala, A - stala
proporcjonalna do przekroju poprzecznego ciala (np. dla plytki umieszczonej
prostopadle do przeplywu A = 2 x pole plytki, dla kuli A = nr2).
Niestety, wzór ten moze byc sluszny jedynie dla niezwykle rozrzedzonych gazów
i pozostaje w. duzej niezgodnosci z eksperymentem. Dla realnych gestych cieczy czy
gazów czastki plynu nie odskakuja od ciala, lecz lagodnie je oplywaja. Wedlug
teorii Newtona tylko frontowa (w stosunku do naplywajacego plynu) strona
bylaby odpowiedzialna za sile wywierana na cialo, podczas gdy eksperymenty
Du Buata wykazaly, ze w wielu przypadkach wlasnie tylna czesc ciala odgrywa
decydujaca role!

Paradoks d' Alemberta - czy lepsza teoria moze dawac gorsze rezultaty

Poczatek dynamiki plynów jako teorii matematycznej mozna umiescic okolo roku
1750, kiedy to znakomity matematyk szwajcarski Leonhard Euler podal slynne
równania (nazwane pózniej jego imieniem) ruchu cieczy nielepkiej, tzn. takiej,
w której sily dzialajace na wybrany element cieczy pochodza jedynie od cisnienia.
Jest to uogólnienie faktu (prawo Pascala), ze cisnienie w hydrostatyce jest
izotropowe, tzn. jednakowe we wszystkich kierunkach. Ciecz silnie reaguje na
zmiane objetosci i niezauwazalnie na zmiane ksztaltu'

Sposród wielu mozliwych przeplywów opisywanych tymi równaniami najwazniejsze
wydawaly sie przeplywy potencjalne, a wiec takie, dla których istnieje potencjal
predkosci, tj. taka funkcja r"ze predkosc v jest jej gradientem (v = grad (f ).

podobnie jak w elektrostatyce pole elektryczne jest gradientem potencjalu.
Rozciagajac te analogie, umieszczenie w przeplywie ciala nieprzenikalnego dla
cieczy odpowiada umieszczeniu w polu elektrycznym ciala o tym samym ksztalcie
i zerowej stalej dielektrycznej. Przeplywy potencjalne sa przeplywami bezwirowymi,
tzn. takimi, ze drobne elementy plynu, jakkolwiek moga sie poruszac po
zakrzywionych torach i moga byc deformowane, to jednak nie ulegaja obrotom.
Dla cieczy opisywanej równaniami Eulera zachodzi twierdzenie (Thomsona), które
mówi, ze jesli przeplyw byl na poczatku potencjalny. wówczas juz na zawsze
pozostanie potencjalny ..
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Rys. 2

Niezerowa sile oporu uzyskal Helmholtz

(/821-1894) zakladajac, ze za cialem rozciaga

sie do nieskonczonosci strefa cienia z zerowa
predkoscia plynu. Ale takie przeplywy nie sa
potencjalne i ponadto predkosc doznaje skoku
na powierzchni cienia.

Pomiedzy dwiema bliskimi równoleglymi

warstwami cieczy oddalonymi o .1/, gdzie jedna

slizga sie wzgledem drugiej z predkoscia LIv

wystepuje sila tarcia

LIv

F,='1&,
gdzie LI/ - odleglosc, a '1 > Ojest stala
materialowa zwana wspólczynnikiem lepkosci.

Rys. 3 Plaski (potencjalny) profil predkosci
w rurze ewoluuje do parabolicznego na skutek
wzrostu grubosci warstwy przysciennej.
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Mogloby sie wydawac, ze majac równania opisujace ruch plynu mozna bedzie
analizujac ich rozwiazania wyznaczyc sily dzialajace na oplywane cialo. Jesli
cialo zaczyna sie poruszac osiagajac pewna stala predkosc w spoczywajacym
poczatkowo plynie, wówczas zgodnie z twierdzeniem Thomsona powinnismy miec
do czynienia z oplywem potencjalnym (bo spoczynek jest szczególnym przypadkiem
przeplywu potencjalnego). Analizujac jednakze stacjonarne potencjalne przeplywy
d'Alembert (1717-1783) zauwazyl, ze jesli predkosc v(x, y, z) i cisnienie p(x, y, z)
jest rozwiazaniem równan Eulera, to równiez - v(x, y, z), p(x, y, z) jest
rozwiazaniem tego samego problemu. Poniewaz sila wywierana na cialo w modelu
Eulera pochodzi tylko od cisnienia, to zmiana znaku predkosci nie powoduje
zmiany sily! Jezeli ponadto przeplyw daleko za cialem jest taki sam jak daleko
przed cialem (a taka sytuacja ma miejsce dla przeplywów potencjalnych), wówczas
sila dzialajaca na cialo moze byc tylko prostopadla do kierunku przeplywu, a dla
ciala symetrycznego, np. kuli, musi byc równa zeru! Oczywisty absurd znany jako
paradoks d'Alemberta. Mozna pokazac, ze w przeplywie potencjalnym,
w przypadku dowolnego ciala, sila jest zerem. W tej sytuacji nawet Euler
analizujac opór statków, prace turbin czy srub okretowych korzystal
z niepoprawnych wzorów Newtona, a paradoks oporu mimo licznych prób
pozostawal nierozwiazany. Wzory Newtona jeszcze w koncu XIX wieku byly
wykorzystywane do wykazania praktycznej niemozliwosci zbudowania latajacych
maszyn ze wzgledu na olbrzymi opór.

Wytworzyla sie wiec paradoksalna sytuacja: wzór Newtona, choc oparty na zlych
zalozeniach, dawal lepsze wyniki anizeli elegancka i matematycznie spójna teoria·
Eulera. Stawalo sie powoli jasne, ze nieuwzglednienie wewnetrznego tarcia w cieczy
moze byc odpowiedzialne za paradoks d'Alemberta. W 1821 r. Claude L. M. H ..
Navier zmodyfikowal równania Eulera uwzgledniajac sily lepkosci (tarcia
wewnetrznego) proporcjonalne do gradientu predkosci. Nieco pózniej do tego
samego rezultatu doszedl fizyk i matematyk angielski George G. Stokes.

Dosc zabawny jest fakt, ze potencjalne rozwiazania równan Eulera spelniaja
równiez równania Naviera-Stokesa, a zatem róznica pojawia $ie tylko wtedy,
kiedy wystapi sila tarcia miedzy powierzchnia ciala i oplywajaca je ciecza. Istotnie,
eksperymenty pokazuja, ze ciecz bezposrednio przylegajaca do ciala ma predkosc
zerowa i predkosc ta narasta w pewnej cienkiej poczatkowo warstwie wokól
ciala do typowych predkosci w przeplywie. A zatem w poblizu brzegu oplywanego
ciala pojawia sie wirowosc, przeplyw przestaje byc tam potencjalny. Istotnie,
przeplyw na rys. 2a mozna uwazac za superpozycje duzej ilosci wirów toczacych
sie po powierzchni ciala (rys. 2b).

Z drugiej strony równanie opisujace ewolucje wirowosci, bedace konsekwencja
równania Naviera-Stokesa, jest równaniem typu równania dyfuzji, co PQwoduje, ze
wiry generowane poczatkowo w cienkiej warstwie przy brzegu dyfunduja dalej do
obszaru, gdzie przeplyw byl poprzednio potencjalny. W ten sposób grubosc
warstwy wirowej zwanej warstwa przyscienna rosnie z pierwiastkiem odleglosci od
przedniej krawedzi oplywanego ciala. Grubosc warstwy przysciennej maleje wraz ze

l· b R Id R vL d' " .. d .wzrostem tzw. lCZ y eyno sa, = e -, g Zle e - gestosc cIeczy, v - sre ma
'YJ

typowa predkosc, a L jest typowym rozmiarem, np. srednica rury w przeplywie
przez rure lub srednica kuli przy oplywie kuli.

Paradoks symetrii - niestabilnosc i turbulencja

Wyobrazmy sobie nastepujace doswiadczenie przeprowadzone przez Reynoldsa: do
rury (rys. 4) wplywa woda z duzego zbiornika. W srodku przekroju rury
wpuszczony jest barwnik, np. atrament, który plynie razem z ciecza. Przy niezbyt
duzych predkosciach przeplywu obserwujemy równomierna struzke barwnika jak
na rys. 4a. Po przekroczeniu pewnej krytycznej predkosci obraz przeplywu nagle
sie komplikuje, staje sie bardzo chaotyczny, jak mówimy - turbulentny. Tak wiec
mimo symetrycznych, jak sie wydaje, przyczyn i symetrii praw przyrody skutek
jest wysoce niesymetryczny. Wyjasnienie tego "paradoksu" opiera sie na pojeciu
niestabilnosci. Symetryczny przeplyw staje sie niestabilny po przekroczeniu
krytycznej liczby Reynoldsa, w przypadku rury Rkr ::: 2300.
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Rys. S Niestabilnosc dymu z papierosa

Przeplyw wody ('7 '" 10-2 gcm-1s-l) w rurze

o srednicy L = 2 cm jest turbulentny juz dla

predkosci powyzcj ok. 10~. s

Rys. 6 SCiezka wirów za walcem (po lewej

stronic fotografii) przy R = 140

Rozwiazanie zadania M 334.

Pojawienie sie turbulencji wyjasnia do pewnego stopnia paradoks Du Buata.
Mianowicie w prakty((e prawie kaMy strumien jest nieco turbulimtny. Przeplyw
wody w rzece jest bardziej burzliwy ni~ oplyw przedmiotu poruszajacego sie
w spokojnej wodzie jeziora, co daje ró~nice w oporze i pozwala nadal wierzyc
w zasade wzglednosci. Zamiast paradoksu wzglednosci pojawia sie jednak~e
problem opisu turbulencji.

Liczba Reynoldsa ma du~e znaczenie w hydrodynamice. Wyra~a stosunek sil
bezwladnosci do sil tarcia wewnetrznego w przeplywie. Dwa przeplywy
(w ogólnosci ró~nych) cieczy w sytuacji geometrycznie podobnej wygladaja tak
samo, jesli maja te sama liczbe Reynoldsa. Dla przykladu przeplyw miodu
(du~e ",) w jakims naczyniu mo~na wymodelowac przeplywem wody
(", :::::10-2 gcm-1s-1) biorac np. odpowiednio mniejsze wymiary naczynia czy te~
mniejsza predkosc wody.
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Pojawienie sie warstwy przysciennej wyjasnia do pewnego stopnia paradoks
d' Alemberta. Na skutek istnienia warstwy przysciennej przeplyw przestaje byc
potencjalny i w ogólnosci za cialem pojawia sie pewna sciezka wirów. Fakt ten ma
miejsce nawet jesli z lepkoscia przechodzic do zera, co odpowiada przejsciu od
równan Naviera-Stokesa do równan Eulera. W tym przypadku sciezka wirowa
staje sie nieskonczenie cienka i w konsekwencji daje nieciaglosc predkosci badz tez
wystapienie pewnego wiru dookola oplywanego ciala (patrz artykul W. Kuzaka,
Delta 4/1982). Otrzymujemy niezerowa sile!

Rozumowanie to jest przyblizone, poniewaz

równanie Bernoulliego jest konsekwencja

równan Eulera, a nie równan Naviera-Stokesa.
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Rozpatrzmy potencjalny oplyw walca potokiem cieczy idealnej bez lepkosci
naplywajacym z lewa z predkoscia Vo (rys. 7). Zgodnie z prawem Bernoulli'ego

2 ..

(! -'1--+P = const, a wiec w punktach A, A', gdzie ciecz ma predkosc v = O,

cisnienie jest maksymalne, natomiast w punktach B, B' predkosc osiaga maksimum,
po czym oplywajac walec ciecz jest hamowana, co prowadzi do wzrostu cisnienia
kosztem energii kinetycznej. Dla cieczy, w której wystepuje tarcie, sytuacja taka jest
niemozliwa, czesc energii kinetycznej ulega dyssypacji, wskutek czego linie pradu
bliskie powierzchni walca nie sa juz w stanie dotrzec do punktu A' i wczesniej
nastepuje tzw. oderwanie warstwy przysciennej (rys. 8), co prowadzi do pojawienia
sie wirów w okolicy punktu A'. Dalszy wzrost liczby Reynoldsa prowadzi do
dalszych komplikacji Rrzeplywu, dopiero co utworzone wiry zaczynaja byc kolejno
wymywane (rys. 9), az wreszcie dla dostatecznie duzych liczb Reynoldsa przeplyw
za walcem staje sie turbulentny (rys. 10). Jaki jest mechanizm powstawania
turbulencji? W warstwie przysciennej generowana jest wirowosc. Na skutek
odrywania sie warstwy przysciennej powstaja duze wiry o wymiarach
porównywalnych z rozmiarami charakterystycznymi wystepujacymi w przeplywie,
jak srednica rury czy tez promien walca. Wiry te oddzialuja z przeplywem,
sa rozciagane i rozrywane, co prowadzi do powstawania mniejszych wirów.
Te z kolei sa przyczyna powstawania jeszcze mniejszych itd. Kaskadowy
mechanizm napedzania coraz to mniejszych wirów powoduje powstawanie
bardzo malych wirów, których energia wskutek lepkosci jest szybko
zamieniana na cieplo. Wszystko to razem powoduje, ze struktura przeplywu jest
bardzo skomplikowana i. analityczne czy tez numeryczne rozwiazywanie
przeplywu staje sie niemozliwe nawet przy uzyciu najpotezniejszych maszyn
liczacych. Przypomina to troche sytuacje duzej liczby molekul gazu zamknietych
w naczyniu i wykonujacych chaotyczne ruchy. Wprawdzie mozna napisac ich
równania ruchu, jednakze trudno nawet pomyslec o ich rozwiazaniu. Na szczescie
interesuja nas jedynie pewne wielkosci srednie, takie jak temperatura gazu,
cisnienie czy tez srednia predkosc, a te daja sie stosunkowo latwo obliczyc
metodami fizyki statystycznej. Podobnie w przeplywie turbulentnym wystarczyloby
wyznaczyc pewne wielkosci srednie w otoczeniu kazdego punktu, takie jak srednie
cisnienie czy srednia predkosc.

Rys'. [O

Rys. 11 Rozklad energii w wirach

obszar inercyjny I/}, przenoszenie
(dyssypocjo zonie- , o energii do
odbywa/no) : malych wirów

,

Bylo juz wiele prób skonstruowania równan statystycznej
teorii turbulencji, które jako jedyne niewiadome
zawieralyby wielkosci srednie. Wprowadzajac
hipotetyczne czastki turbulencji L. Prandtl (1875-1953)
uzyskal równania na srednie predkosci i srednie
cisnienia. Równania te sa formalnie podobne do równan

'Naviera-Stokesa, w których jednakze zamiast zwyklej
lepkosci pojawia sie tzw. lepkosc turbulentna bedaca
konsekwencja dyfuzji "czastek" turbulencji. Równania
tego typu maja pewne praktyczne znaczenie, jednak
ciagle sa jeszcze bardz<;l dalekie od opisu rzeczywistosci.
Eksperyment pokazuje; ze wystapienie turbulencji
zwiazane jest z utrata stabilnosci przeplywu laminarnego.
Zanim przeplyw po utracie stabilnosci osiagnie rezim

mate wiry I/}, tZW. turbulencji rozwinietej, przechodzi on przez
(lepkosc istotno) pewne stany przejsciowe. Mamy wiec rozmaite

stadia turbulencji. Wydaje sie, ze najlatwiej sza w opisie
powinna byc turbulencja rozwinieta, ta najbardziej chaotyczna. Blizsze badanie
równan Naviera-Stokesa pokazuje, ze w przypadku turbulencji rozwinietej
(izotropowej) rozwiazanie problemu sprowadzaloby sie do wyznaczenia rozkladu
energii w wirach, tzn. do odpowiedzi na pytanie, ile energii unosza wiry o danych
rozmiarach.

E(Ij,,)

energio
dostarczono
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Metodami analizy wymiarowej, która jest wyrazem faktu, ze zjawiska
fizyki nie moga zalezec od wyboru jednostek, slynny radziecki matematyk
Kolmogorow doszedl do wniosku, ze dla wirów o srednich rozmiarach rozklad
energii powinien byc dany wzorem

E(A) = Ce2/3 }.5/3.

gdzie C - pewna stala, c - energia dostarczona z przeplywu przez duze wIry oraz
}. - rozmiar wiru.

Problem turbulencji usilowal równiez rozwiazac slynny fizyk niemiecki Werner
Heisenberg. Rezultaty, które otrzymal, do pewnego stopnia pokrywaja sie
z rezultatami Kolmogorowa. Mimo licznych i upartych usilowan zadna
z podejmowanych prób nie doprowadzila jednak do zadowalajacej teorii
turbulencji. Z tego tez powodu niektórzy nazywaja turbulencje grobem dla
gemuszy.

Turbulencja i dziwne atraktory

W ostatnich latach podjeto usilowania wyjasnienia natury turbulencji wykorzystujac
pojecie dziwnych atraktorów (patrz Delta 7/1982). Stan ukladu w danej chwili,
tzn. chwilowe predkosci v(x, y, z) oraz chwilowe pole cisnienia p(x, y, z) mozna
reprezentowac punktem w pewnej przestrzeni nieskonczenie wymiarowej 
przestrzeni stanów. Mozna to sobie wyobrazic nastepujaco: - gdyby interesowala
nas predkosc i cisnienie tylko w jednym punkcie np. w x = y = z = O, wówczas
zbiór wszystkich mozliwych v(O, O, O) i p(O, O, O) stanowilby czterowymiarowa
przestrzen, w przypadku dwu punktów juz osmiowymiarowa i ogólnie dla
przypadku n punktów trzeba by 4n-wymiarowej przestrzeni. Poniewaz liczba
punktów w przestrzeni jest nieskonczona, zatem i wymiar naszej przestrzeni stanów
jest nieskonczony. '

W miare uplywu czasu pole v oraz p zmienia sie
i ewolucja ukladu moze byc przedstawiona jako krzywa
w przestrzeni stanów parametryzowana czasem. W ten
sposób z kazdym punktem poczatkowym {v(x, y, z),
p(x, y, z)} zwiazana jest pewna trajektoria wyznaczona
przez równania Naviera-Stokesa. Innymi slowy
rozwiazanie równan Naviera-Stokesa polegaloby
na skonstruowaniu pewnego odwzorowania S(T),
T > O przestrzeni stanów, które kazdemu stanowi
{vt, Pt } w chwili t przyporzadkowuje stan w chwili
o T pózniejszej. Rzecz jasna S( T) . S( T) = S(2T)
i ogólnie S(T)' S(T') = S(T+ T'). Jesli teraz uklad, tzn.
odwzorowanie S( T), ma dziwny atraktor, wówczas
moze sie zdarzyc, ze trajektoria przechodzaca w poblizu
tego atraktora zostanie do niego przyciagnieta i bladzac
w coraz to blizszym otoczeniu atraktora bedzie
wykonywac na pozór bardzo chaotyczne ruchy. W takim
przypadku ogólny (statystyczny) obraz ruchu bylby
nieczuly na zmiany poczatkowego stanu.

Jesliby teraz udalo sie okreslic strukture takiego atraktora oraz wyznaczyc sredni
czas przebywania trajektorii w poblizu kazdego punktu atraktora, wtedy staloby sie
mozliwe skonstruowanie statystycznej teorii turbulencji (podobnie jak dalo sie
zbudowac mechanike statystyczna) i problem turbulencji bylby rozwiazany. Latwo
sobie wyobrazic, ze uklad w ogólnosci moze miec wiele dziwnych atraktorów, a co
za tym idzie wiele rezimów turbulencji, kazdy zwiazany z odpowiednim atraktorem.

rozwigzanie równan N-S

Rys. 12 Na rysunku bylismy w stanie

uwzglednic jedynie trzy wymiary przestrzeni

stanów, np.wartosci predkosci w wybranym
punkcie przestrzeni fizycznej.

Jak dotad nie potrafimy tego zrobic dla równan, które sa dziecinnie proste
w porównaniu z równaniami Naviera-Stokesa. Dlatego problem turbulencji
wydaje sie teraz trudniejszy, niz wydawalo sie 15 czy 20 lat temu i pod wzgledem
trudnosci nie ustepuje np. problemom kwantowej teorii pola. Równanie Eulera
wypisane okolo 1750 roku czy Naviera-Stokesa (1821) oraz wzajemne relacje
miedzy rozwiazaniami tych równan mimo dwóch wieków pracy fizyków
i matematyków ciagle stanowia jeszcze wielka zagadke.
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Jasnosc powierzchniowa tarczy Slonca

Dr Jerzy MADEJ

.Patrzac na Slonce tuz przed jego zachodem (albo tuz po jego wschodzie) kazdy
moze z latwoscia zauwazyc, ze powierzchnia tarczy widziana z Ziemi
nie jest jednakowo jasna. Najwieksza jasnosc powierzchniowa obserwujemy
w centrum tarczy Slonca, natomiast w miare oddalania sie w kierunku krawedzi
jasnosc zmniejsza sie w sposób ciagly. Caly efekt jest symetryczny wzgledem srodka
tarczy Slonca i pozostaje nie'zmienny w czasie ..

Pociemnienie brzegowe tarczy Slonca jest zjawiskiem realnym, niezaleznym od
istnienia atmosfery ziemskiej, która wplywa w negatywny i zaklócajacy sposób na
wiekszosc obserwacji astronomicznych. Zjawisko to jest interpretowane w scislym
zwiazku z teoriami budowy atmosfery (fotosfery) slonecznej.

Slonce, bedac ogromna rozzarzona kula gazowa, nie ma oczywiscie zadnej stalej
powierzchni, w przeciwienstwie do wielu planet Ukladu Slonecznego. Patrzac
na Slonce obserwujemy tzw. fotosfere, czyli zewnetrzna jego warstwe o grubosci
kilkuset kilometrów. Stopniowo wzrastajaca nieprzezroczystosc gazowej fotosfery
nie pozwala na zaobserwowanie warstw polozonych glebiej i stanowiacych wnetrze
naszej dziennej gwiazdy. Wspólna cecha wnetrza i fotosfery slonecznej jest spadek
temperatury w kierunku na zewnatrz. Tak wiec swiatlo sloneczne (o natezeniu Iv

dla danej, ustalonej czestosci fali v), obserwowane z zewnatrz w pewnym miejscu
tarczy, pochodzi z wielu warstw (znajdujacych sie w fotosferze) o róznych
temperaturach. Mozna jednak wybrac sposród nich warstwe (o jakiejs
temperaturze T), której promieniowanie bedzie najlepiej przyblizac rozklad
obserwowanego natezenia Iv przez lokalna wartosc funkcji Plancka

[ ( ) ]-1
2hv3 hv

lv(zewn.) = Bv(T) = ~ exp kT - l
Zakladamy w tym miejscu, ze warstwa ta promieniuje tak, jak cialo doskonale
czarne. Wartosc funkcji Plancka dla ustalonej czestosci v monotonicznie rosnie
ze wzrostem temperatury.

Zjawisko pociemnienia brzegowego wyjasnia pierwszy sposród zamieszczonych
rysunków. Zewnetrzny obserwator, patrzac na srodek tarczy Slonca, obserwuje
promieniowanie z warstwy fotosferycznej (1) polozonej na glebokosci optycznej
T = l. Parametr T oznacza, ze z tej glebokosci wychodzi na zewnatrz e-T czesc
wyemitowanego tam promieniowania, nie ulegajac przy tym absorpcji w warstwach
fotosfery lezacych wyzej (reszta jest zaabsorbowana). Jezeli obserwator patrzy
poza centrum tarczy Slonca, promienie swiatla przecinaja ukosnie kolejne warstwy
fotosfery i w rezultacie glebokosc optyczna odpowiada warstwie (2) polozonej
wyzej, a wiec chlodniejszej od warstwy (1). Tak wiec obserwowane natezenia
spelniaja nierównosc

Rys. l

Ziemia
[vOJ = Bv(Ttl > Bv(T2) = Iv(2).

Natezenie promieniowania spoza centrum tarczy slonecznej jest mniejsze niz w jej
srodku, a róznica ta narasta w miare zblizania sie do krawedzi tarczy.
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Efekt pociemnienia brzegowego Slonca silnie zalezy od czestosci (dlugosci fali)
promieniowania, które bierzemy pod uwage. W widzialnym zakresie widma efekt
ten wzrasta w miare zwiekszania czestosci v i jest naj silniejszy w zakresie
fioletowym. Prawidlowosc taka nie jest jednak sztywna regula, albowiem
np. w ultrafiolecie istnieja skokowe zmiany tego efektu, a takze odwrócenie jego
zaleznosci od v w sposób ciagly. Tak na przyklad w 1973 roku wykonano przy
uzyciu rakiety obserwacje tarczy Slonca w widmie ciaglym w bardzo dalekim
ultrafiolecie, które wykazaly, ze dla dlugosci fali A < 1560 A istnieje efekt
pojasnienia brzegowego!

ultrafiolet
zakres widzialny
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Rys. 2 Rozklad jasnosci tarczy Slonca
w róznych dlugosciach fal

centrum krawedz

Rys. 3 Przebieg temporatury w zewnetrznych
warstwach Slonca

4.

400
nozewnatrz
atmosfery

200 o -200
wysokosc (km)
do wnetrza
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Przyczyna pojasnienia brzegowego Slonca w dalekim ultrafiolecie jest obecnosc
chromosfery, warstwy niezwykle rzadkiej plazmy lezacej ponad fotosfera, z której
pochodzi promieniowanie 'sloneczne w widzialnym zakresie widma. W chromosferze
wlasnie zachodzi odwrócenie fotosferycznego sP"'adku temperatury: w kierunku
na zewnatrz temperatura wzrasta na skutek dyssypacji energii mechanicznej
docierajacej tu z glebokich warstw podfotosferycznych w postaci fal akustycznych
i magnetohydrodynamicznych. Tak wiec na granicy pomiedzy fotosfera
i chromosfera temperatura osrodka osiaga minimum, Tm1n = 4400 K.

Podana uprzednio interpretacja pociemnienia brzegowego w widzialnym zakresie
widma promieniowania nie jest naruszona przez obecnosc chromosfery, poniewaz
ta warstwa jest calkowicie przezroczysta dla promieniowania widzialnego. W miare
przechodzenia do coraz krótszych fal niepyzezroczystosc atmosfery Slonca bardzo
szybko wzrasta, tak ze dla A < 1560 A glebokosc optyczna T = l (silnie zalezna
od nieprzezroczystosci w danej barwie) osiagana jest juz w chromosferze. Wtedy,
w warunkach wzrastajacej na zewnatrz temperatury,

1.(1) = B.(T1) < B.(T2) = 1.(2),

poniewaz teraz Tl < T2•

Ten niezwykly efekt pojasnienia brzegowego jest wlasnie jednyl11 z dowodów
istnienia chromosfery, warstwy o nietypowym (odwróconym) gradiencie
temperatury. Istnienie chromosfer jest zreszta czyms bardzo typowym w swiecie
gwiazd. Ocenia sie, ze wszystkie gwiazdy typu Slonca i chlodniejsze (tzn. gwiazdy
póznych typów widmowych) musza miec chromosfery ogrzewane przez biegnace
od wewnafrz atmosfery fale uderzeniowe.

Barwa - termin czesto uzywany przez
astronomów jako synonim dlugosci fali
promieniowania. Wiadomo, ze swiatlo
O dlugosci A = 6000 A jest czerwone, natomiast
dla A = 4000 A obserwujemy blekit. Pojecie to
ekstrapoluje sie na inne zakresy widma.

Badania efektu pociemnienia brzegowego Slonca w róznych dlugosciach fali A

pozwalaja prawie w bezposredni sposób wyznaczac przebieg tel11peratury
w fotosferze. Porównywanie pociemnien brzegowych Slonca w róznych A pozwala
ponadto wyznaczac obserwacyjnie przebieg nieprzezroczystosci w fotosferze dla
rozmaitych barw A. Sa to dane o podstawowym znaczeniu dla teoretycznych
badan atmosfery Slonca i gwiazd do niego podobnych.
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o pewnym paradoksie
ekonomicznym

Dr Andrzej PELe

W epoce wielkiej reformy cen w naturalny sposób wzrasta
zainteresowanie wplywem zmian cen na sytuacje na rynku,
w szczególnosci zas na zmiane struktury popytu na poszczególne
towary. Panuje na ten temat pewien obiegowy poglad, iz
drastyczny wzrost ceny danego towaru powoduje zmniejszenie nan
popytu na korzysc innych artykulów z tej samej grupy, których
cena utrzymala sie na nie zmienionym poziomie. Jesli wiec we
wrzesniu sa na rynku jablka i gruszki, na które istnieje pewien
ustalony popyt, to mozna przewidywac, ze dwukrotny wzrost ceny
gruszek przy równoczesnym utrzymaniu ceny jablek spowoduje, ze
czesc konsumentów przestanie kupowac gruszki lub bedzie
kupowac ich mniej nabywajac zamiast tego wiecej jablek.

Tak rzeczywiscie czesto bywa. Zdarza sie jednak czasem -
i zjawisko to bylo obserwowane w przeszlosci dosc czesto - ze
gwaltowny nawet wzrost ceny danego artykulu powoduje nie
zmniejszenie, lecz ... zwiekszenie nan popytu kosztem innych
artykulów z tej samej grupy towarowej. Aby wyjasnic ten
paradoksalny fakt, rozwazymy uproszczony model sytuacji
rynkowej z dwoma towarami i jednym konsumentem.'

Rozwazmy mianowicie dwa towary z grupy nabialu: mleko i jaja.
Rzut oka do tabeli kalorycznosci produktów zywnosciowych
przekonuje nas, ze 1 litr mleka dostarcza 500 kcal, a 1 jajo
50 kcal. Us:falmy jednoczesnie w danym momencie cene 1 I mleka
na poziomi6 10 zl i 1 jaja na poziomie 10 zl. Na ten uproszczony
rynek wprowadzmy konsumenta, którego dzienna stawka

przeznaczona na zakup nabialu wynosi 25 zl. Przypuscmy tez,
ze konsument musi dostarczyc organizmowi 350 kcal w postaci

produktów nabialowych. Nie jest on jednak zainteresowany
w maksymalizacji dawki kalorycznej (dba o linie) i po spelnieniu
postulatu spozycia 350 kcal w artykulach nabialowych tak
ksztaltuje swój popyt, by zjesc jak najwiecej jaj, które bardzo lubi.

Nietrudno sie przekonac, ze przy opisanej strukturze cen nasz

konsument bedzie kupowal dziennie 2 jaja i 0,5 I mleka, na co
wyda swoje 25 zl, uzyska 350 kcal i zje najwiecej jaj, na ile go
stac.

Przypuscmy, ze w tej sytuacji nastepuje gwaltowny wzrost ceny
mleka (bez rekompensaty) i l I tego plynu kosztuje juz 25 zl.
Jaja natomiast nie drozeja. Co robi nasz konsument? Wyjmuje
rano swoje 25 zl i zastanawia sie: z glodu nie umre, bo w razie
czego wszystko wydam na mleko i bede nawet mial nadmiar
kalorii. Jednak na 2 jajka mnie nie stac: dostarcza mi one tylko
100 kcal, wiec musialbym wypic 0,5 imleka, ale poniewaz ono
zdrozalo, wiec mi zabraknie pieniedzy. No cóz, jaja w przeliczeniu
na kalorie sa jednak w dalszym ciagu drozsze od mleka, skoro
wiec nie stac mnie na dwa, pomyslmy o jednym. Liczymy: l jajo,
zostaje 15 zl, przy nowej cenie starczy na 0,6 I mleka, które
dostarczy 300 kcal, razem bede mial 350 kcal i maksymalna
mozliwa liczbe jajek.

Tak wiec po podwyzce ceny mleka konsument bedzie kupowal
0,6 I mleka dziennie, a wiec wiecej niz poprzednio. Dziwne,
prawda? A jednak patrzac na przytoczony przyklad od innej
strony przekonamy sie, ze wniosek ten jest wlasciwie oczywisty.
Pominmy na razie zjawisko wzrostu ceny mleka i przyjrzyjmy sie
z osobna dwóm strukturom cen: starej i nowej. Latwo zauwazyc,
ze sytuacja finansowa konsumenta ulegla pogorszeniu i jego
pieniadze maja nizsze pokrycie towarowe. W takiej sytuacji
naturalna jest zmiana struktury popytu z towarów drozszych
na tansze. W naszym moddu miernikiem jest cena l kcal. Jak

latwo sie przekonac, mleko (1 kcal mleczna) nawet po podwyzce
pozostalo tansze od jaj, jego tez w nowej sytuacji musi konsument
kupic wiecej, jesli nie stac go na dawny asortyment.

& Zadania

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKI

M 334. Wewnatrz kata o wierzcholku A dany jest punkt M. Skonstruowac odcinek, którego
srodkiem jest M, a konce leza na ramionach kata.
Rozwiazanie na str. 3

M 335. Niech Xl' X2, X3 beda pierwiastkami równania x3-3x+l = O. Znalezc xi+x~+xg.
Rozwiazanie na str. 15

1 l l
M 336. Wykazac, ze równanie - + - = - ma dokladnie 3 rozwiazania w liczbach naturalnych,

X y n

gdy n jest liczba pierwsza i ponad 3 rozwiazania, gdy n jest liczba zlozona (rozwiazania X = a,
y = b i X = b, y = a uwazamy za rózne, gdy a# b).
Rozwiazanie na str. 15

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 137. Wiadomo, iz pole magnetyczne dziala na poruszajacy sie w nim ladunek elektryczny sila
prostopadla do jego predkosci (skladowa magnetyczna sily Lorentza). Praca takiej sily jest
zerowa. Mimo to, dzieki oddzialywaniu pola magnetycznego na nosniki pradu w przewodnikach,
silniki elektryczne wykonuja prace mechaniczna. Jak pogodzic powyzsze fakty?
Rozwiazanie na str. 15
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Zadania, które juz umiemy rozwiazac

Otrzymujemy wiele listów dotyczacych kacika z Zadaniami, których nie umiemy rozwiazac. My
to znaczy redakcja i grono znajomych. W listach naszych Czytelników znalezlismy rozwiazania
tych zadan, czasami, niestety, bledne lub tylko czesciowe. Omówimy krótko niektóre rozwiazania.
Dotycza one zadan z numerów 3-9 z 1982 r.

3/1982. Wewnatrz kola dane sa trzy punkty. Skonstruowac trójkat wpisany

w okrag tego kola tak, by jego boki przechodzily przez dane punkty.

4/1982. Wpisac w dany okrag czworokat wypukly ABCD majac dane dlugosci

odcinków AC, BD i EF, gdzie E E pr. ADr.pr. BC, F E pr. ABr.pr. DC.

5/1982. Dane sa trzy okregi i trójkat. Skonstruowac - o ile to mozliwe - trójkat
przystajacy do danego tak, aby jego wierzcholki lezaly na danych okregach.

6/1982. Czworoblokiem nazywamy figure podzielona na cztery przystajace

wielokaty tak, ze czesc wspólna kazdych dwóch zawiera odcinek. Czy ismieja
czworobloki zlozone z wielokatów wypuklych?

7/1982. DI~ d,nego punktu P plaszczyzny i trójkata ABC trójkatem spodkowym
nazywamy trójkat utworzony przez rzuty P na proste AB, BC, AC. Znalezc

miejsce geometryczne punktów, dla których trójkaty spodkowe w danym
trójkacie maja dane pole.

8/1982. Czy istnieja rozwiazania nietrywialne ukladu

{Xl+X2+ ... +xk = Yl+Y2+·" +Yk

2 '2 2 _ "! 2 2

~.1.~~.2.:.'"+Xk ~.~I.:.~~:.":'.~~~
x~+x~+ ... +Xk = y~+y~+ ". +Yk

w liczbach calkowitych przy k = n + l '3 II?

9/1982. Jak ustawic m drzew w r rzedach po s drzew w kazdym. by stosunek
k = rs/m byl mozliwie najwiekszy.

Rys. l

a

Rys. 2

Pan Tadeusz Skorupski (Horyniec Zdrój) podal ciekawy algorytm budowania ciagu punktów
zbieznego do wierzcholków trójkata, szukanego w zadaniu z nr. 3/1982. Z pierwszego przyblizenia
widocznego na rysunku l mozna zorientowac sie, jak przebiega dalszy proces. Zadanie
z nr. 4/1982 zostalo rozwiazane analitycznie przez p. Jerzego Mitka z Siedlec, a z nr. 5/1982 przez
p. Zygmunta Bartkowskiego z Warszawy. Z obydwu rozwiazan mozna otrzymac sposób konstrukcji
cyrklem i linijka szukanych obiektów - tak jednak skomplikowany, ze- choc formalnie zadania

zostaly rozwiazane - nie jestesmy w pelni zadowoleni. Pan Jerzy Mitek zwrócil tez uwage, ze
zadanie z nr. 7/1982 jest rozwiazane w ksiazce Szklarskiego, Czencowa i Jagloma "Izbrannyje
zadaczi i teoremy elementarnoj matematiki, cz. 2 " (1952), str. 237-240; z powodu braku miejsca
w tym numerze nie przepiszemy rozwiazania. Kompletne rozwiazanie zadania z nr. 6/1982
przyslal pan Adam Kleiner z Krakowa, choc w dowodzie twierdzenia

Nie istnieje czworo blok o wypuklych skladowych

korzystal az z twierdzenia o czterech barwach. Potrzebne bylo ono jedynie do tego, by stwierdzic,
ze jedna z figur jest oddzielona od reszty plaszczyzny przez pozostale. Poniewaz dwie ograniczone
figury wypukle moga graniczyc jedynie wzdluz odcinka, wiec powstaje sytuacja zaznaczona n'a
rys. 2. Figura D zawarta jest w trójkacie d, A c auabuac, B, C - analogicznie. Stad nietrudno
juz wyprowadzic, ze dla przystajacych figur wypuklych tak byc nie moze.
Zenon Chodowiec (uczen II klasy LO) podal (zadanie z nr. 9/1982) sposób ustawienia m = 2n+9

r'S 15(n+2)
drzew w r = 5(n+ 2) rzedach po 3 drzewa w kazdym, co daje sto:unek kn = -- = -- __

m 2n+9
15 10

i limkn = -, co jest znacznie lepszym wynikiem niz nasz, wynoszacy -. Iteracyjny sposób2 3

ustawienia mozna odgadnac z rysunku 3: najpier,w ustawiamy pierwsze 9 punktów, a potem
parami dostawiamy nastepne.

Dziekujemy wszystkim, którzy przyslali do nas listy, i prosimy, by dalej dbali z nami o kacik
Zadan, ktÓrych nie umiemy rozwiazac.
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Problem Kakeya Mgr Jaroslaw G6RNICKl

arbelon

Rys. 1

Jezeli spojrzymy wstecz na historie matematyki, to dostrzezemy nieprzerwany ciag
róznorodnych problemów, które zaprzataly umysly matematyków. Czytelnikowi
na pewno sa znane pasjonujace niegdys, a dzis juz "klasyczne" zagadnienia
starozytnych: kwadratura kola, trysekcja kata, podwojenie szescianu, problemy
Archimedesa obliczania pól figur zwanych arbeIonem (rys. l), salinonem (rys. 2),
czy tez zagadnienia pózniejszych stuleci, jak na przyklad problem postawiony
w 1775 roku przez wloskiego matematyka di Fagnano (1682-1776):
W dany trójkat ostrokatny wpisac trójkat o mozliwie najmniejszym obwodzie.
(Rozwiazaniem jest trójkat zwany ortycznym dla trójkata wyjsciowego - poszukaj
w numerze).

Czy w czasach nam bardziej wspólczesnych nie stawiano podobnych, ciekawych
i w zadziwiajaco naturalny sposób powstajacych zagadnien? Otóz sytuacja nie jest
tak beznadziejna, jak mogloby sie wydawac na pierwszy rzut oka. Przekonac sie
o tym mozemy sledzac przedstawiona ponizej historie zagadnienia postawionego
w 1917 roku przez japonskiego matematyka Sóichi Kakeya. Problem Kakeya:
Znalezc na plaszczyznie zbiór o najmniejszym polu, w którym mozna
przemieszczac odcinek jednostkowy w ten sposób, by' po skonczonej liczbie
obrotów i przesuniec powrócil on do polozenia wyjsciowego wykonujac przy tym
obrót o kat co najmniej n.

B Kazdy zbiór, w którym takie przemieszczenie odcinka jest mozliwe, bedziemy
nazywali zbiorem Kakeya.

c

Zgodnie z zapowiepzia przedstawimy teraz niektóre osiagniecia matematykówzwiazane z tym problemem w róznych klasach zbiorów. Naturalnym wydaje sie
rozpoczecie poszukiwan od klasy zbiorów wypuklych, tzn. takich, w których
kazde dwa rózne punkty zbioru mozemy polaczyc odcinkiem calkowicie zawartym

w tym zbiorze. Moze rozwiazaniem bedzie tutaj kolo o promieniu ~ ' a polu

~ n ~ 0,785? Okazuje sie, ze nie, bo oto zbiór powstaly przez obr~t wokól

poszczególnych wierzcholków (rys. 3) jednostkowego odcinka o kat -} n jest

"lepszy" od poprzedniego: pole jego wynosi ~ (n - y3) ~ 0,704. Definitywne
rozwiazanie w klasie zbiorów wypuklych podal w 1921 roku matematyk wegierski
J. Pól wykazujac, ze rozwiazaniem problemu Kakeya jest trójkat równoboczny
o wysokosci l (rys. 4), którego pole wynosi IIJI3 ~ 0,577 (dowód tego twierdzenia
mozna znalezc w ksiazce I. M. Jaglom, W. G. Boltianski - "Figury wypukle").
Interesujace byloby sprawdzic, czy prawdziwa jest nastepujaca hipoteza:
Minimalny obwód wypuklego zbioru Kakeya wynosi n.

Jezeli okazaloby sie to prawda, to rozwiazanie tego zagadnienia nie byloby

jednoznaczne - spelnia je zbiór przedstawiony na rys. 3 i okrag o promieniu ~ .
Dosc dlugo przypuszczano, ze w klasie wszystkich podzbiorów plaszczyzny
rozwiazaniem jest zbiór ograniczoriy hipocykloida trójkatna (zwana takze deltoida),

tzn. krzywa jaka zakresla punkt lezacy na okregu o promieniu ~ toczacym sie od

wewnatrz po okregu o promieniu ~ (rys. 5), o polu .~ n ~ 0,392. I tym razem
nie bylo to ostatnie slowo. W 1928 roku A. S. Besicovitch wykazal, ze istnieja na
plaszczyznie zbiory Kakeya o dowolnie malym polu, a tym samym, ze w ogólnosci
zagadnienie to nie ma rozwiazania.

Twierdzenie (A. S. Besicovitch, 1928): Istnieja na plaszczyznie zbiory Kakeya
o dowolnie malym polu.

Dowód: Przeprowadzimy go w dwóch etapach. W pierwszym utworzymy pewien
zbiór i pokazemy, ze jego pole moze byc dowolnie male. W drugim etapie opiszemy
jak w otrzymanym zbiorze przemieszczac strzalke zgodnie z postawionymi
warunkami.

B

A

c

A

A

Rys. 4

Rys. 3

sal/non

Rys. 1
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hipocykloida trójkatna

Rys. S

Rozpatrzmy kwadrat ABCD o boku dlugosci 2. Strzalke o dlugosci 1 mozemy
obrócic w tym kwadracie o kat 2n obracajac ja np. wokól punktu przeciecia
przekatnych kwadratu. Dziela one kwadrat na 4 przystajace trójkaty prostokatne
o wspólnym wierzcholku O. Podzielmy teraz kazdy taki trójkat na 2" trójkatów
tzw. elementarnych, w nastepujacy sposób: przeciwprostokatne (boki kwadratu)
dzielimy na 2" równych czesci i punkty podzia~u laczymy z wierzcholkiem O.
Otrzymujemy wiec 4 . 2" trójkatów elementarnych o wysokosci równej 1. Jezeli
te trójkaty poprzesuwamy równolegle wzdluz odpowiednich boków kwadratu tak,
by czesciowo pokrywaly sie, to otrzymamy figure o polu mniejszym niz pole
calego kwadratu. Jest to oczywiste!

Przedstawimy teraz zbiór skonstruowany przez A. Besicovitcha i O. Perrona
w 1928 roku, ulepszony w 1962 roku przez H. Rademachera i L Schoenberga.
Niech p bedzie dowolna liczba naturalna nie mniejsza niz 2, i niech n = p - 2.
Wobec tego trójkat ABO sklada sie z 2P-2 trójkatów elementarnych. Przesuniemy
je w sposób opisany nizej. Na poczatek srodkowa trójkata ABO wyprowadzona
z punktu O o dlugosci 1 podzielmy na p równych czesci. Przez punkty podzialu
i krance srodkowej poprowadzmy proste równolegle do boku AB (rys. 6).

Przypadek p=5, (n=3j.

Rys.6

5
.<32lO .:1~

.:1~

.:1,

.:12 .:13 .:15

Oznaczmy je numerami O, 1, 2, ... , p zaczynajac od boku AB i idac w góre do
wierzcholka O. Utwórzmy teraz p równoramiennych, prostokatnych trójkatów
Lu, 1::,2' ... , I::,P' kazdy z przeciwprostokatna na prostej o numerze O

i przeciwleglym wierzcholkiem na odpowiednich prostych 1, 2, ... , p. Zauwazmy,
ze I::,p jest równy trójkatowi ABO.

Dalej, dla kazdego s = 2, 3, ... , p podzielmy przeciWprostokatne 1::" na 2'- 2

równych czesci, a punkty podzialu polaczmy z wierzcholkiem lezacym na prostej s.
Otrzymujemy w ten sposób 2'- 2 trójkatów elementarnych w trójkacie 6.,;
oznaczmy je przez I::,{, gdzie s = 2, 3, ... , p, j = l, 2, ... , 2'- 2. Trójkat l::, 2 nie
jest podzielony, mozemy jednak przyjac, ze sklada sie on z jednego trójkata
l::, ~ = l::, 2 •

Trójkata l::, 1 nie bierzemy na razie pod uwage.
Przedstawimy pewna operacje, która bedziemy nazywali "przepolawianiem
i rozszerzaniem", w skrócie p-r. Rezultatem tej operacji na dwóch sasiednich
trójkatach elementarnych z klasy 1::,;, i = 2, 3, ... , p-l jest para trójkatów
zachodzacych na siebie, przystajacych do odpowiednich. trójkatów z klasy 6.i+ 1 •

W naj prostszym przypadku, czyli dla trójkata 1::,2 operacja p-r jest pokazana na
rys. 7: dzielimy trójkat EFG srodkowa GM na dwa trójkaty EMG i MFG.

Rys.7

5------------- _
.<-------------------------
3-----------_ P S P

: ~ Lf'" AI ~""
.:1~ E M F E M p' F E s' M p' F .:1~ .:1~
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S+1

S

S-I

Rys. H

t/s

Nastepnie odcinki EC i FC przedluzamy do prostej 3 i z punktów przeciecia
prowadzimy odcinki PP' i SS' równolegle do srodkowej CM. Otrzymalismy w ten
sposób dwa zachodzace na siebie trójkaty klasy t:-d'

Konstrukcja p-r dla dowolnego trójkata LM N (rys. 8) jest nastepujaca: boki
LN i MN przedluzamy do prostej s+ I, a punkt R laczymy z punktem przeciecia
boku LN z prosta s-I oznaczonym przez V.

Wyliczmy teraz jak zmienia sie pole trójkata przy operacji p-r. Nazwijmy czesc
trójkata 6" s = 2, 3, ... , p - I lezaca miedzy prostymi s i s - I krancem trój kata
6". Bedziemy go oznaczac symbolem k(65)' Jak latwo zauwazyc dla s = 2,3, ... , p
k(6,,) jest przystajacy do trójkata 61 . Tak wiec suma pól kranców k(6{) przy
ustalonym s i) = 1,2, ... ,25-2 jest równa polu trójkata 61' Obliczymy teraz
przyrost pola przy wykonywaniu operacji p-r na trójkacie 6{ (patrz rys. 8).
W wyniku operacji p-r otrzymujemy dwa przesuniete równolegle trójkaty
elementarne LQ T i Y M R z klasy 6s+ I . Trójkaty LQ T i Y M R pokrywaja trójkat
LMN i dwa trójkaty RVN i NUQ. Mamy

IRVNI = INUQI = IVUNI.

a co za tym idzie przyrost pola powierzchni wynosi 2 . k(6{). Poniewaz
2.~- 2I Ik(6{)1 = 1611, wiec calkowity przyrost pola przy przejsciu od trójkatów
i= I
elementarri.ych klasy 65 do trójkatów elementarnych klasy 6s+ l jest równy co
najwyzej 2· /611. Operacje p-r stosujemy kolejno do wszystkich trójkatów
elementarnych 6{, s = 2,3, ... ,p-I,) = 1,2, ... ,25-2• Otrzymujemy w ten
sposób wszystkie trójkaty elementarne trójkata ABO równolegle przesuniete
(tzw. drzewo Perrona), co obrazuje rysunek 9. Zaczynajac od 62 dochodzimy
po p - 2 krokach do równoleglego przesuniecia wszystkich trójkatów elementarnych
powstalych z trójkata 6p; przyrost pola w jednym kroku jest nie wiekszy niz
2 . 1611, a wiec pole koncowej figury nie przekracza wartosci

4 l 2
1621+ (p-2)' 2· 1611 = -2 +2(p-2)-2 = -.

p p p

5

,;
Rys. 9

3

2lO

p

Rys. 10

Niech c; > O bedzie dowolna liczba rzeczywista, a p -liczba naturalna wieksza

niz ~. Wtedy pole figury otrzymanej w wyniku przesuniec równoleglych
c;

trójkatów elementarnych jest mniejsze niz ; . Postepujac analogicznie w trzech
pozostalych trójkatach kwadratu stwierdzamy, ze pole pokryte przez 4 . 2"

trójkatów (gdzie n = p - 2) jest mniejsze niz ; .

No dobrze, powie Czytelnik, w kazdym takim trójkacie elementarnym otrzymanym
w wyniku podzialu trójkata ABO mozemy umiescic strzalke, ale jak w takich
poprzesuwanych trójkatach przemieszczac strzalke zgodnie z zadaniem? Obecnie
jest to jeszcze niemozliwe. Zatem do tego zbioru musimy dolaczyc inny, który nam
taka operacje umozliwi. Zbiór ten zlozony jest co najwyzej z 4, 2p-2 tzw. "laczy".
Niech DEF i CHl beda para kolejnych trójkatów elementarnych po przesunieciu,
jak na rysunku 10. Figure zlozona z odcinków CP i PD oraz trójkata PMN
nazywamy laczem. Przejscie strzalki z trójkata DEF do trójkata CHl polega na
przesunieciu jej wzdluz odcinka DP do punktu P, nastepnie obróceniu jej
w trójkacie PMN i przesunieciu wzdluz odcinka PC, az poczatkowy punkt strzalki
dojdzie do punktu C. W taki oto sposób strzalka znalazla sie w trójkacie CHl.
Oszacujemy teraz pole tak uzyskanego lacza. Boki DE i Cl sa równolegle.

Oznaczmy przez L taki punkt lezacy na odcinku Hl, ze ~ < .; . Punkty M i N
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W dowodzie obok pokazalismy. ze dany
prostokatny. równoramienny trójkat ABO

mozna tak podzielic na 2" trójkatów
elementarnych. by po ich równoleglym
przesunieciu do AB pokryte przez nie pole
bylo dowolnie male.
Proponujemy Czytelnikom jako zadanie na
podobnej drodze wykazac ogólniejszy fakt.
Twierdzenie Fischera: Niech dany bedzie trójkat
ABC o polu P i liczba 8 > O. Wówczas trójkat
mozna tak podzielic odcinkami CA,.
i = 0.1 •...• n.A,eAB. A = Ao. B = An na
trójkaty CAjAj+1.i = 0.1 •...• n-l. by po ich
odpowiednim przesunieciu równoleglym do AB
pokrywaly pole nie wieksze niz 8.

D

A
Rys. II

8

obieramy W taki sposób, by trójkat PMN byl przystajacy do trójkata GLJ
(zauwazmy, ze nie jest to sprzeczne Z zaprezentowanym opisem lacza). Korzystajac
z zalozenia o punkcie L oraz przystawania trójkatów GLJ i PMN mamy:

IPMNI = IGLJI < ; IGHJI. Poniewaz pole jednego trójkata elementarnego wynosi

2}-2 ' zatem pole jednego lacza jest mniejsze niz 8, ;P-2' Biorac pod uwage

liczbe laczy wnosimy, ze calkowite ich pole jest mniejsze niz ;. Wobec tego pole
tak uzyskanego zbioru jest mniejsze niz zadana z góry liczba E.

Przystapmy teraz do drugiego etapu. Naszkicujemy w jaki sposób w utworzonym
zbiorze (cztery drzewa Perrona i zbiór laczy) przemieszczac strzalke. Zauwazmy, ze
drzewo Perrona utworzone z trójkatów elementarnych trójkata ABO, co oznaczac
bedziemy ~(ABO) (rys. 11), zawiera przesuniety równolegle odcinek AO (czesc
odcinka I), natomiast ~ (BCO) zawiera przesuniety równolegle odcinek CO (czesc
odcinka I) i odcinki te (AO i CO) po równoleglym przesunieciu w sumie daja
odcinek I. Podobnie jest i w pozostalych przypadkach:
~(BCO)v ~(CDO) zawiera przesuniete równolegle odcinki BO i DO, które
w sumie daja odcinek III;
~(CDO)v ~(DAO) zawiera przesuniete równolegle odcinki CO i AO, które
w sumie daja odcinek IV;
~(DAO)v ~(ABO) zawiera przesuniete równolegle odcinki DO i BO, które
w sumie daja odcinek II.

Przypuscmy teraz, ze strzalka znajduje sie w ~(ABO) na odcinku 1. Wzdluz l
przesuwamy strzalke do ~(BCO). Nastepnie w zbiorze tym przy pomocy laczy
przemieszczamy strzalke do polozenia na odcinku III. Wzdluz tego odcinka
przesuwamy strzalke do ~(CDO) i przemieszczamy ja przy pomocy laczy do
polozenia na odcinku IV. Procedure taka powtarzamy do mómentu, az strzalka
powróci do polozenia wyjsciowego. Wobec tego tak otrzymany zbiór jest zbiorem
Kakeya i jego pole moze byc dowolnie male. Zauwazmy, ze im mniejsze jest pole
zbioru Kakeya w twierdzeniu Besicovitcha, tym jego srednica jest wieksza.
W zwiazku z tym zaczeto poszukiwac zbioru Kakeya o dowolnie malym pnIu, lecz
mniejszej srednicy. W 1941 roku I. H. van Alphen wykazal, ze dla kazdego E > O

istnieje taki zbiór zawarty w kole o srednicy 4+ E.

Definicja: Zbiór nazywamy gwiaidzistym

wzgledemdanego punktu O. gdy kazdy punkt
tego zbioru da sie polaczyc z punktem O
odcinkiem calkowicie zawartym w tym zbiorze.

Przejdziemy teraz do kolejnej klasy zbiorów - zbiorów jednospójnych. Wczesniej
wyjasnijmy, co kryje sie pod ta nazwa. Do tego potrzebne nam bedzie pojecie
spójnosci, które wyjasnia zdanie: "Twór geometryczny jest spójny, gdy sklada sie
z jednego kawalka, czyli gdy nie mozna go podzielic na dwa kawalki, które nie
stykalyby sie bezposrednio" (patrz Delta 1/1979). Teraz "jasna" staje sie
nastepujaca

Definicja: Podzbiór plaszczyzny nazywamy jednospójnym, jezeli jest zbiorem
spójnym i jego dopelnienie równiez jest zbiorem spójnym.

Dla jednospójnych zbiorów Kakeya pierwsi podali oszacowanie (niezaleznie od
siebie) w 1965 roku M. Bloom i I. Schoenberg. SadziLioni, ze najmniejszy spójny

i jednospójny zbiór Kakeya ma pole równe ~ (5 - 3 )/"2) ~ 0,099. Poglad ten
obalil w 1971 roku F. Cunningham wykazujac

Twierdzenie: Istnieje jedaospójny zbiór Kakeya o dowolnie malym polu zawarty
w kole o promieniu l.

Inna klasa zbiorów, wsród których równiez mozna marzyc o rozwiazaniu
problemu Kakeya, jest klasa zbiorów gwiazdzistych. Otóz wlasnie w klasie zbiorów
gwiazdzistych problem Kakeya do tej pory nie zostal calkowicie rozwiazany.
F. Cunningham dowiódl tylko w 1974 r. pewnego oszacowania, a mianowicie:

Kazdy zbiór gwiazdzisty Kakeya ma pole równe co najmniej 1~8'

Uwazajac, ze wszczecie poszukiwan ostatecznego rozwiazania problemu Kakeya
w klasie zbiorów gwiazdzistych bedzie bardziej fascynujace niz czytanie dowodu,
koncze i zycze przyjemnej zabawy.
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Patrz w niebo

Z dokladnych obserwacji gwiazd mozemy odtworzyc ich
rzeczywisty ruch w przestrzeni. Pomiary spektroskopowe
umozliwiaja uzyskanie informacji na temat predkosci radialnej,
wykorzystuje sie tu dopplerowskit': przesuniecie linii widmowych.
Porównanie dwóch zdjec okolic gwiazdy wykonanych w ods,tepie
kilkudziesieciu lat daje, po uwzglednieniu orbitalnego ruchu Ziemi
wokól Slonca i innych drobnych efektów, ruch gwiazdy
w "plaszczyznie sfery niebieskiej". Dokladnosc tego pomiaru jest,
niestety, tym mniejsza, im dalej jest gwiazda i im wolniej sie
porusza, w przeciwienstwie do pomiaru predkosci radialnej,
którego dokladnosc zalezy jedynie od jakosci uzyskanego widma.

Analiza predkosci wlasnych goracych gwiazd typów O i B
wykonana w latach piecdziesiatych doprowadzila do zaskakujacych
wniosków. Prawie wszystkie gwiazdy typów O i B sa mlodymi,
powstajacymi w plaszczyznie Galaktyki masywnymi obiektami
szybko wypalajacymi wodór w swoich jadrach. Stwierdzono, ze
10-20% populacji tych gwiazd wykazuje nienormalnie duze
predkosci, szybko odbiegajac od plaszczyzny Drogi Mlecznej.
Interpretacja teoretyczna tego zjawiska natrafia na spore trudnosci.
Jedyna akceptowana hipoteza tlumaczaca istnienie gwiazd
o duzych predkosciach jest wybuch gwiazdy supernowej w ukladzie

podwójnym, czesto zwiazane z tym rozerwanie ukladu i nadanie
jego resztkom znacznych predkosci. Musza tu wchodzic w gre
ogromne masy i energie. Typowa masa gwiazdy typu O wynosi
30 MO (mas Slonca). Aby rozpedzic ja do predkosci 100 km/s
(jak sie obserwuje), trzeba przekazac jej ok. 3 . 1048 ergów

(= ~ mV2). Tak ogromna energie mozna uzyskac np. przez
wybuch bomby termojadrowej o masie 70 razy wiekszej niz masa
Ziemi. A jednak gwiazdy, które dostaly tak poteznego kopniaka

Zadania, których nie umiemy rozwiazac

obserwuje sie, i to stosunkowo czesto: znamy okolo 100 takich
"uciekinierów" .

Wybuch supernowej nie musi koniecznie prowadzic do rozerwania
ukladu. Istnieje prosty warunek okreslajacy kiedy to nastapi.
Otóz uklad podwójny rozleci sie, jesli masywniejsza gwiazda
pozbedzie sie nagle (w czasie krótszym niz Jkres orbitalny) masy
wiekszej niz polowa masy calego'ukladu. Jesli wiec istnieje uklad,
powiedzmy 60+ 3O MO, to gwiazda ciezsza musi odrzucic co
najmniej 45 MO (zostanie jej 15 MO). Twierdzenie to mozna
w prosty sposób udowodnic (dla orbit kolowych) korzystajac
z praw Kepiera.

Odrzucenie mniejszej masy nie doprowadzi do rozerwania ukladu,

ale moze równiez nadac calemu systemowi znaczna predkosc:
Zachodza tu dwie mozliwosci:

l) predkosc orbitalna skladnika w ciasnym ukladzie podwójnym
gwiazd typu O lub B wynosi typowo 200-300 km/s. W momencie
wybuchu odrzucana otoczka bedzie miala równiez te predkosc
wzgledem srodka ciezkosci ukladu. Trzymajac sie powyzszego

przykladu, jesli gwiazda odrzuci 30 MO, to pozostaly uklad
podwójny o masie 60 MO (30+ 30) zachowujac ped calosci
uzyska predkosc 100-150 km/s w kierwnku przeciwnym.
2) Mozna sobie wyobrazic tzw. niecentralny wybuch supernowej,
zachodzacy niedokladnie w jej centrum, wtedy równiez gwiazda
(lub caly uklad) zostanie odrzucona w strone przeciwna niz
odrzucona otoczka.

Obserwowana czestosc wybuchów supernowych jest jednak zbyt
mala, aby wytlumaczyc istnienie wszystkich gwiazd uciekajacych.
Czy istnieje inny mechanizm nadawania gwiazdom duzych
predkosci - nie wiadomo (zderzenia gwiazd nie wchodza tu
w gre, ze wzgledu na ich znikome prawdopodobienstwo).

mgr TomaszCHLEBOWSKJ

W kazdym trójkacie trzy jego charakterystyczne punkty:
ortocentrum H (punkt przeciecia sie wysokosci), srodek ciezkosci
S (punkt przeciecia sie srodkowych) i srodek okregu opisanego
( ... symetralnych) sa wspólliniowe. To latwo wykazac.

, Przeksztalcmy bowiem jednokladnie (o skali - ~) dany trójkat;
za srodek jednokladnosci przyjmijmy punkt S. Punkt C
(p. rysunek) padnie w srodek P odcinka AB, zas odcinek AB
przeksztalci sie w RQ. Jednokladnosc zachowuje katy, wiec obraz
wysokosci CH bedzie prosta przechodzaca przez P i prostopadla
do QR - a wiec symetralna podstawy AB.

Prosta wyznaczona przez H, S i O jest nazywana prosta Eulera.
Kiedy nie jest wyznaczona (jednoznacznie)? Kiedy przechodzi
przez wierzcholek trójkata? Kiedy jest prostopadla do jednego
z boków? Te bardzo latwe pytania pozostawimy tu bez
odpowiedzi. Nie powiemy (choc wiemy) jak skonstruowac
trójkat, w którym prosta Eulera jest równolegla do jednego
z boków (rysunek). Przyznajemy sie: nie chcialo sie nam sprawdzic
(bo chyba tak jest), ze taki trójkat jest jedyny - z dokladAoscia
do podobienstwa oczywiscie, ani np. obliczyc jego katów. Ale to
chyba umielibysmy. Nie umiemy zas zapanowac nad polozeniem
prostej Eulera wzgledem trójkata ABC. Na przyklad:
skonstruowac trójkat, w którym prosta ta przecina podstawe pod
danym katem, albo dzieli ja w zadanym stosunku.

M. Sz.
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A
Rys. I

M. SZ.

Piekny dowód Schwarza

W artykule "Problem Kakeya" autor wspomnial o problemie Fagnano: w dany
trójkat ostrokatny wpisac trójkat o,jak najmniejszym obwodzie. Warto opisac
bardzo ciekawe rozwiazanie tego zagadnienia, podane przez H. A. Schwarza.I
Wykazemy, ze rozwiazaniem jest trójkat PQR (rys. l) utworzony przez spodki
wysokosci danego trójkata ABC.
l) W oznaczeniach jak na rys. l mamy :r:.QRH = :r:.HRP. Dla dowodu starczy
zauwazyc, ze punkty Q, A, R, H leza na okregu (o srednicy AH) i "pobawic sie"
troche widocznymi katami.
2) Narysujmy inny trójkat UVW wpisany w 6, ABC. Zadanie bedzie
rozwiazane, jezeli wykazemy, ze obwód 6, UVW nie jest mniejszy niz trójkata PQR.
Odbijmy rysunek symetrycznie w prostej AC (rys. 2). Obrazy punktów A, B, C,
bedziemy tu i przy nastepnych odbiciach oznaczac tez przez A, B, C - ta
dwuznacznosc oznaczen nic nam nie zaszkodzi. Obrazy punktów P, R, U, W
oznaczymy przez P*, R*, U*, W*. Oczywiscie trójkaty PQR i P*QR* sa
przystajace, a punkty P, Q, R*, a takze punkty P*, R, Q - wspólliniowe (zob. l).
Stad mamy np. ze IPR*I = IPQ/+/QRI. Bok BC zostal obrócony o 2 :r:.c.
3) Odbijmy symetrycznie tak powstaly trójkat ABC jeszcze cztery razy: wAB,
potem w BC, AC i na koniec jeszcze raz w AB. Cala te serie odbic widzimy na
rysunku 3. Co stalo sie z bokiem BC pierwotnego trójkata ABC? Obrócil sie
o 2:r:.C, potem o 2:r:.B, nastepnie o - 2:r:.C i wreszcie o - 2:r:.B - a wiec zachowal
swój kierunek. Z tego zas, co stwierdzilismy w punkcie 2) wynika jasno, ze obwód
trójkata PQR "rozlozyl sie" wzdluz prostej P P'. Dokladniej:

PP' = 2· obwód 6,PQR.

CO stalo sie z obwodem trójkata UVW? Odwinal sie wzdluz l~l.manejUU',
zaznaczonej na rysunku 3 przerywana linia. Lamana, jak to lamana, nie jest
krótsza od odcinka laczacego jej konce. Tak oto dowiedlismy, ze sposród
wszystkich trójkatów wpisanych w dany trójkat ostrokatny najkrótszy obwód ma
trójkat utworzony ze spodków wysokosci.

Rys. 3

Rys. 2

c

Rozwiazanie zadania M 335.

Z warunków zadania wynika, ze xl = 3x1-l,

. skad xf = 3xf - x,. Podnoszac ostatnia
równosc do kwadratu mamy

xl = 9xf-6xt+xf = 27xf-9x,-18x, +6+

+xf = 28xf-27x,+6.

Analogiczne wzory zachodza dla x. i X3, mamy
wiecxl+xl+xJ = 28(xf+xl+xD-
-27(x, +X.+X3)+ 18 = 28«x, +X.+X3)2-

-2(x,X.+X.X3+X,X3»-27(x, +X.+X3)+ 18.

AlCX1+X1+X3 = 0, X1X1+X2;X3+X1X3 = -3
(z wzorów Viete'a). Ostatecznie xf + x~ + xJ =
= 28· 6+ 18 = 186.

Rozwiazanie zadania M 336.

Latwo zauwazyc, ze x, y > n. Piszac
1 1 1

x = n+u, y = n+v mamy --+ -- = -.n+u n+v n
czyli n(n+v)+n(n+u) = (n+u)(n+v), skad
wynika, ze n1 = UtJ.

Gdy teraz n jest liczba pierwsza, to jedynymi
rozwiazaniami równania n1 == ut' sa: u = l,
v -= n1; u = v = n; u = n1, V = 1,
odpowiadajace rozwiazaniom

x=n+l, y=nl+n; x=y=2n;

x = n1 + n, '0 y = II + l.
Jezeli teraz n = k '1, k,l # l, to mamy np.
rozwiazanie u = k, v = k/2, czyli x = II = ki

Y = n+kJ2, rózne od Wyzejwypisanych.

__ RoZWiazanie zadania F 137.Sila Am~re'a, F = Ul x B, nie jest jedyna sil"
dzialajaca na przewodnik z pradem poruszajacy
sie w polu magnetycznym. Calkowita praca sily
Lorentza dzialajacej na przewodnik istotnie jest
zerowa, poniewaz sklada sie z pracy ,

mechanicznej zwiazanej z-sila Am~re'a
i z pracy pola elektrycznego indukowanego
w poruszajacym sie przewodniku (równej pracy
sily Am~re'a co do wielkosci, ale o przeciwnym
znaku) . W ten sposób pole magnetyczne
umozliwia transport energii od zródla pradu do
otoczenia, nad którym wykonywana jest praca
mechaniczna.

Aby sie o tym przekonac, rozwazmy
prostoliniowy element przewodnika poruszajacy
sie z predkoscia v w polu magnetycznym
o indukcji B. Zalózmy, ze jednostka objetosci
przewodnika sklada sie z n+ jonów sieci
krystalicznej o ladunkach g i n_ elektronów
przewodnictwa o ladunkach - e, dryfujacych
(po przylozeniu napiecia zewnetrznego)
z predkoscia u.
Calkowita sila Lorentza dzialajaca na jednostke
objetosci przewodnika w polu magnetycznym
sklada sie z sil dzialajacych na jony (1+) i na
elektrony (/_):

1= 1++1-;

1+ = n+gvxB

1- = - n_e(v+ u) X B:

Praca mechaniczna tej sily w czasie .dl wynosi

Wm = I' v41 = [n+gv xB- n_e(v+u) xB] 'vAt

= - n_eAI(Jl x B) .v.
Poniewazj = - n_eu jest gestoscia pradu
plynacego w przewodniku, rozpoznajemy w tym

wyrar.e.wu praa sity Atntpere'a. Nil je3t 10

jednak calkowita praca sily I: nie
uwzglednilismy faktu, ze elektrony porl!BUM sie
nie z predkoscia przewodn-ikav, le.~
z predkoscia v + u. Calkowita praca w czasie Al
wynosi wiec

w = [/+ 'v+f_' (v+u))AI

= -n_e[(v+u)xB]'(v+u)AI

= -n_e[(u xB)' v+ (v xB)' u]AI z O.

Np. aby silnik elektryczny mógl wykonac prace
m.chaniczna, drugi skladnik pracy w musi
zostac zrównowazOny przez prace zródla pradu,
albowiem pochodzi on od sily
przeciwdzialajacej ruchowi dryfowemu
elektronów przewodnictwa. W ten sposób, jak
zapowiadalismy, pole magnetyczne umozliwia
zamiane energii zródla pradu na prace
mechaniczna·
Efektem dzialania sily.Lorentza na elektrOD)
jest równiez zmiana ich koncentracji w obrebie
przewodnika. Pominelismy ja w naszych

rozwazaniach jako nieistotna. Warto jednak
przesledzic, jakie zmiany w koncentracji
elektronów maja miejsce np. w przypadku
przewodnika z pradem spoczywajacego w polu
magnetycznym i przewodnika bez pradu, ale J

poruszajacego sie.
Uwazny Czytelnik zapewne spostrzeal, ze na
poczatku rozwiazania wspomnielismy o polu
elektrycznym indukowanym w przewodniku
poruszajacym sie w polu maanetycznym,
natomiast w dalszych rozwazaniach o polu
elektrycznym nie bylo wcale mowy. Dlaczeao?
(W razie trudnosci z odpowiedzia patrz DelIa
l/1983, zadanie F 128).
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Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n+ 2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w nr. n +4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce),

mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od ° do l z dokladnoscia do 0,1.
Ocene mnozymy przez

4- 3, suma ocen za rozwiazania danego zadani~
liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje on czlonkiem Klubu,
a nadwyzka punktów jest zaliczana do panownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego. oraz na~7a Redakcja.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr. 9/1981.

Liga zadaniowa Wydzialu
Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazari

zada'. z numeru 11/1982

Edward Orzechowski - Warszawa 45,01pkt

Zbigniew Bartold - Gdynia 43,43pkt

Pawel Kaminski - Warszawa 42,47pkt

Marek Galecki - Milanówek 35,50pkt

Dariusz Sowizdrzal - Szczecin 32,20pkt

Krzysztof Trautman - Warszawa 28,04pkt

Artur Smolczyk - Tarnów Op, 24,06pkt

Mariusz Fiszer - Duszniki Zd,23,<2pkt

i z numeru 12/1982

Pawel Kaminski - Warszawa 49,10pkt

Zbigniew Bartold - Gdynia 43,43pkt

Marek Galecki - Milanówek 42,42pkt

Dariusz Sowizdrzal - Szczecin 38, 83pkt

Krzysztof Trautman - Warszawa 32,51pkt

Artur Smolczyk - Tarnów Op, 29,84pkt

Mariusz Fiszer - Duszniki Zd,27,28pkt

Jerzy Janowicz - Boleslawiec 26,92pkt

Wspólczynniki trudnosci zadan:

Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego
i Redakcji "Delty"

Skrót regulaminu

Przypominamy tresc zadan z nr. 2 i 3/1983

!=44

Klub 44
Red:1guje dr Marcin E. KUCZMA

VI Klubie 44 znalezli sie kOlejni dwaj
uczestnicy konkursu ligowego: pan Edward

Orzechowski i pan Pawel Kaminski -\,pbaj
z Warszawy. Witamy - i czekamy na

nas tepnych.

Pan Jerzy Janowicz jest juz za· pólmetkiem

IIdrugiego okrazenial1 !
Nastepna "podwójna" tabela w nr. 8/1983

37
1,85

38 39 40

1,43 2,67 2,71

41 42

2,86 2,70

46, Ile pierwiastków ma równanie a" = log.x?

47, Dowiesc, ze kazda liczba naturalna ma wielokrotnosc, której zapis dziesietny sklada sie tylko z zer i jedynek.

48. Sposród wierzcholków szesciowymiarowej kostki [6 wybrano losowo trzy. Co jest bardziej prawdopodobne: czy

utworza one trójkat ostrokatny czy prostokatny?

49. W n-tym wierszu trójkata Pascala jest Pn liczb parzystych i Nn liczb nieparzystych. Znalezc wszystkie wartosci n, dla

których a) Pn = Nn, b) Pn = Nn+l, c) Pn = Nn-1. .
50. W czworokacie ABCD wpisanym w kolo boki BC i CD sa równej dlugosci. Dowiesc, ze przekatna AC jest dluzsza

l
od 2(AB+AD).

SI. Obliczyc lim lIsin(hen!J.
n-w

(tp(t) = ~)t .g'(x) = _ce-cx+_l_ = ~[~_tp(eCX)]ex x c

Jesli c ~ e (czyli a ~ e-e), to zgodnie z lematem wyrazenie
w nawiasie kwadratowym jest nieujemne (dodatnie poza co
najwyzej jednym punktem), zatem funkcja g jest scisle rosnaca
i równanie g(x) = O ma dokladnie jeden pierwiastek.
Jesli c > e (czyli a < e-C), to na mocy lematu wyrazenie
w nawiasie kwadratowym jest ujemne w pewnym przedziale «(1., (J),

a dodatnie poza <(1., (J), zatem funkcja g jest monotoniczna

(rosnaca-malejaca-rosnaca) w przedzialach (O, (1.), (CY., (J),

(/1,00) i równanie g(x) = O ma nie wiecej niz trzy pierwiastki.
Aby sie przekonac, ze ma ono dokladnie trzy pierwiastki,
wystarczy znalezc punkty Xt, x, takie, ze O < Xl < X"

g(x,) > O> g(X,), Otóz warunki te spelniaja na przyklad liczby
x, = Ile, x, = tp(c), bowiemg(x1) = (l/e)-tp(c) > O,

g(X,) = O/c)ln(etp(c» < O; napisane nierównosci wynikaja
natychmiast z lematu.

46. Lemat. Funkcja tp(t) = (llt)lnt w przedziale O < t < e rosnie
od - 00 do Ile, a w przedziale e < t < 00 maleje od Ile do O.

W punkcie t = e osiaga swa wartosc maksymalna równa Ile.
(Dowód banalny przy uzyciu rachunku rózniczkowego).

Rozwiazanie zadania w przypadku, gdy a > l. Niechf(x) = aX.

Wówczas f-l (x) = log. x. Kazdy punkt staly funkcji f (czyli taki
punkt x, zef(x) = x) jest pierwiastkiem równaniaf(x) = f-l (x).

Innych pierwiastków nie ma; wynika to z wypuklosci fi wkleslosci
f-t (szczególy pomijamy - patrz rysunki). Punkty stale funkcji f

to pierwiastki równania (llx)lnx = Ina. Z lematu wynika, ze
równanie to ma dwa pierwiastki, gdy Ina < Ile, ma jeden
pierwiastek, gdy Ina = Ile, nie ma pierwiastków, gdy Ina > Ile
(czyli, odpowiednio, gdy a < el/e, a = etlc, a > el/C).

Rozwiazanie zadania w przypadku, gdy O < a < l. Dane
równanie jest równowazne równaniu g(x) = O, gdzie
g(x) = aX-Iog.x = e-cx+(I/c)lnx, c = -Ina > O. Granice
funkcji g przy x -> 0+ i x -> + 00 wynosza odpowiednio - 00

i + 00, zas jej pochodna równa sie

F'

f

f-I

fi

f
O<a<e-e (a=0.03)

o

a>e'/e (a= 1,5)

a=e'/e ( •• 1,444)

Rozwiazania zadan z numeru 2/1983

o

Wykresy funkcji ((x) = ar i f-l(X) = loga.\' dla róznych wartosci parametru /1

1&



Reasumujac: Liczba pierwiastków rozwazanego równania wynosi

n

n

. 2nSin-
o n

< IIsin(2nll!r.) < 2n' ---.
2n

00 1 00 I

r. = L k! = L
k=n+ 1 k=l

sin~
11+1

2n

n+\

{<

00 1

mn!r. = mn! L (n+k)! >k=l

00 ( 1 )k _ m' _I. I-- - - n+1 __
< mI n+ 1 1- n+ Ik=l

2n' _n_o
n+l

sin(men!) = sin(mn!$.+ mn!r.) = sin(mn!r.);

ostatnia równosc bierze sie stad, ze n!$. jest liczba calkowita.
Poniewaz (n+k)! = n!(n+ 1)(n+2) ... (n+k) > n!(n+ I)t, wiec

I m
> mn! ---- = ---o

(n+ 1)! n+ I

Gdy n > 4, wszystkie czlony otrzymanych nierównosci sa liczbami
z przedzialu (O, n/2) i z monotonicznosci funkcji sinus w tym

2n m
przedziale wnosimy, ze sin -- < sin2nn!r. < sin --, co mozna

n+1 II
przepisac w postaci

sint
Stad, w mysl znanego wzoru lim -- = I, na mocy twierdzenia

1..•0 t
o trzech ciagach,

lim nsin(men!) = lim nsin(mn!r.) = m.
n-+c::o n_co

51. Skorzystamy z przedstawienia liczby e w postaci sumy
szeregu:E l/n!. Niech $. oznacza II-ta sume czesciowa, a r. = e-$II
reszte. zatem

50. Oznaczmy przez O i r srodek i promien kola, a przez
x i y miary polówek katów AOD i AOB. Mamy wiec: x > O,

y> O, x+y < n, 1: AOl1'= 2x, 1:AOB = 2y,
1:COB = 1: COD = ;t- (x+ y), 1:AOC = 1:AOD+ 1: COD =

= n+ x- y, skad AD = 2rsinx, AB = 2rsiny,
AC = 2rsin(n+x- y)/2 = 2rcos(x- y)/2. Wobec tego

1
-(AD+AB) = r(sinx+siny) =
2

x+y x-y x-y= 2rsin -- cos -- < 2rcos -- = AC.
2 2 2

Ustalmy m i niech T oznacza czesc trójkata utworzona przez
wiersze o numerach od O do 2"'-1. Wówczas w wierszach od

2'" do 2"'+1-1 tworza sie dwa rozlaczne trójkaty, identyczne z T,
ich wierzcholkami sa wspomniane skrajne jedynki wiersza 2•••.
Trójkaty te oddzielone sa blokiem zlozonym z samych zer. Zatem
liczba jedynek w kazdym wierszu, którego numer nie jest postaci
2"', jest równa podwojonej liczbie jedynek w pewnym wierszu
wczesniejszym. Stad przez latwa indukcje wynika, ze liczba jedynek
N. w kazdym wierszu jest potega dwójki. Jesli teraz p. - N. równa
sie ± I lub O, to n = N.+P.-I = 2N.+ (P.-N.)-I jest liczba
postaci 2t lub 2t -I lub 2t-2. Dla takich n, odpowiednio, n-ty
wiersz jest typu 1000... 0001, 1111...lll, 10101. .. 101. Stad
odpowiedz: a) równosc p. = N. jest niemozliwa, b) p. = N.+ I
tylko dla n = 4, c) P. = N.-I dla n = 2t-2, k = 1,2,3, ...

w zwyklym trójkacie Pascala sa, odpowiednio, liczby parzyste
i nieparzyste. W kazdym wierszu, którego numer jest potega
dwójki, wszystkie wyrazy - z wyjatkiem skrajnych jedynek - sa
zerami (czyli wartosci symbolu Newtona "n nad k" dla n = 2"',
O < k < n, sa parzyste - pomijamy prosciutki dowód tego faktu).

{2 gdy 1 < a < el'o
1 gdy a = el!O
O gdy a > el!"J3 gdy O < a < e-oh gdy e-o..; a < 1

n n

= 3 [2. L(;)(~r-L(;)]:[(2.-1)(2.-2)] =k=l k=l

= 3 [2. (( 1+ ~r-I)- (2· -1) l[(2· - 1)(2· - 2)] =
= [3(3·-2·+1+1)]:[(2·-1)(2·-2)].

Dla n = 6 wynik równa sie w przyblizeniu 0,46236559 .. , a wiec
nieco bardziej prawdopodobne jest wybranie trójkata
ostrokatnego.

49. Podany obok schemat przedstawia trójkat Pascala napisany
modulo 2: zera i jedynki znajduja sie na tych pozycjach, gdzie

ll l
l O ll l l l

l O O O l

l l O O l l
l O l O l O l

10000001

Rozwiazania zadan z numeru 3/1983

Uwaga. Zadanie to ma wyrazny zwiazek z zadaniami 13 i 25
("Delta" 1/1982 i 7/1982 - teksty, "Delta" 5/1982 i 11/1982
rozwiazania); badanie liczby pierwiastków równania a" = log.x
stanowilo jedna z metod rozwiazania obu tamtych zadan.

47. Niechj. bedzie liczba, której zapis dziesietny sklada sie
z n jedynek, ar. - reszta z dzielenia j. przez N (gdzie N jest
dana liczba naturalna). Poniewaz reszty r. maja tylko skonczenie
wiele wartosci, w ciagu tych reszt musza wystepowac powtórzenia.
Niech wiec r. = r•••, n > m. Róznica j. - j •••jest wtedy liczba
podzielna przez N, a jej zapis sklada sie z n - m jedynek i m zer.

48. Podamy rozwiazanie w przypadku kostki l" (dowolnego
wymiaru). Niech A, O, B beda trzema wierzcholkami tej kostki
takimi, ze 1:AOB = 90°. Wybierzmy uklad wspólrzednych tak, by
punkt O byl jego poczatkiem, a pozostale wierzcholki kostki /.
byly punktami o wspólrzednych O i l. We wspólrzednych punktów
A i B jedynki wystepuja na róznych pozycjach, bo tylko wtedy
iloczyn skalarny wektorów 6A i OBjest zerem. Zatem trójkatów
prostokatnych o wierzcholkach w rogach kostki 1", z katem
prostym przy wierzcholku O, jest tyle, na ile sposobów mozna
wybrac dwa rozlaczne niepuste podzbiory zbioru numerów

{I, ...,n}. Liczba ta równa sie ~ ± (II) (2·-t -I).k=l k

(uzasadnienie: k numerów mozna wybrac na (;) sposobów,
a sposród pozostalych n-k numerów mozna wybrac podzbiór

niepusty na2· - t -I SPOSObÓW).Mnozymy teraz te liczbe przez
2· (bo tyle wierzcholków ma kostka 1", a w kazdym z nich

mozna umiescic punkt O) i dzielimy przez (~.), czyli liczbe
wszystkich trójkatów mozliwych do utworzenia. Otrzymany iloraz
jest prawdopodobienstwem wybrania trójkata prostokatnego:
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