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Pulsary sa wirujacymi gwiazdami neutronowymi, obdarzonymi bardzo silnym
polem magnetycznym. Gwiazdy neutronowe powstaja w wyniku zapadniecia
sie centralnej czesci zwyklych, masywnych gwiazd, gdy te koncza swe zycie
wybuchajac jako supernowe. Gwiazdy neutrono\Yt! sa obiektami o promieniu
kilku, najwyzej kilkunastu kilometrów i o masie bliskiej masie Slonca, co oznacza,
ze srednia gestosc materii w ich wnetrzu przewyzsza gestosc materii w jadrach
atomów.

os pola
magnetycznego

os obrotu

Rys. 2 Wirujaca gwiazda neutronowa ze

Pulsar - wedle przyjetego dzis modelu - ma bardzo silne pole magnetyczne
o strukturze mniej wiecej dipolowej, przy czym os pola nachylona jest wzgledem
osi obrotu gwiazdy neutronowej. Nad obydwoma biegunami magnetycznymi,
nad powierzchnia gwiazdy, powstaja waskie strumienie naladowanych czastek,
poruszajacych sie na zewnatrz z predkosciami bliskimi predkosci swiatla. Czastki
te promieniuja w kierunku ruchu i w rezultacie nad biegunami powstaja waskie
strumienie promieniowania radiowego skierowane na zewnatrz, wzdluz osi pola
magnetycznego. W przypadku kilku pulsarów - strumieniom promieniowania
radiowego towarzysza strumienie swiatla widzialnego, promieni Roentgena

t,' i promieni gamma.--------&--6 rum/en .

C ' b ot ..Lt,pr~~:~:::;a:a Owe strumienie omiataja niebo 'w miare obracania sie gwiazdy neutronowej
os o r u !(J55(t/ wokól swojej osi. W chwili, gdy którys z nich zahacza o Ziemie, odbieramy

sygnal z pulsara. Oczywiscie, sa i takie pulsary, które omiatajac niebo swoim
promieniowaniem nie natrafiaja na Ziemie - takich pulsarów nie mozemy
dostrzec. Szacuje sie, ze ledwie jeden pulsar na piec omiatajac niebo zahacza
przy tym o Ziemie.

Pierwszy pulsar zostal odkryty pod koniec roku 1967 i mial okres P = 1,33730 s.
Dzisiaj, po pietnastu latach, znamy 333 pulsary. Najmlodszy pulsar, tkwiacy
w srodku Mglawicy Krab w gwiazdozbiorze Byka, ma 929 lat i okres
p = 0,03313 s (tylko jeden pulsar wiruje szybciej od niego). Wiek przecietnego
pulsara siega kilku milionów lat, a wiec jest znacznie krótszy od czasu istnienia
naszej Galaktyki, a nawet Ukladu Slonecznego. Oznacza to, ze pulsary umieraja.
Mechanizm fizyczny generujacy strumienie czastek nad biegunami gwiazdy
neutronowej dziala przez kilkanascie, najwyzej kilkadziesiat milionów lat po jej
narodzeniu. Pózniej przestaje. Gwiazda neutronowa przestaje wysylac strumienie
kierunkowego promieniowania - przestaje byc pulsarem.

strumieniami promieniowania

Rys. l Gwiazda neutronowa z d!polowym

polem magnetycznym nachylonym wzgle~em
osi obrotu

Nieciaglosci w wirowaniu pulsarów

, Dr Mieczyslaw PRÓSZYNSKI

Pulsary pulsuja. Sygnal odbierany przez radioteleskop ma
postac bardzo regularnie powtarzajacych sie impulsów: natezenie
wzrasta do wartosci maksymalnej, spada do poziomu szumu,'
nastepnie przez pewien czas sygnalu nie ma, po czym wszystko
powtarza sie od poczatku. Caly cykl u naj szybszego pulsara trwa
0,00155 s, u naj wolniejszego 4,308 s, a u przecietnego okolo
iednej sekundy.

Pulsary pulsuja. Przypominaja cykajace zegary.
W rzeczywistosci pulsary sa bardzo dobrymi zegarami.

Mechanizmem, który odpowiada za regularne powtarzanie sie
sygnalu, jest ruch obrotowy gwiazdy neutronowej. Puls
obserwujemy w chwili, gdy zahacza o nas waski strumien
promieniowania radi~wego wysylany znad jednego z biegunów
magnetycznych gwiazdy neutronowej. Sercem pulsara jest wiec
wirujaca gwiazda neutronowa, a okres pulsara (ods'tep miedzy
kolejnymi maksimami sygnalu) to okres obrotu gwiazdy
neutronowej. W ten sposób z zachowania sie okresu pulsara
mozna wnioskowac o wlasnosciach gwiazd neutronowych, o ich
budowie wewnetrznej, o polu magnetycznym.

Rys. 3 Sekwencja pulsów odebranych z jednego z naj wczesniej odkrytych

pulsarów, PSR 0329 + 54. Odstep miedzy kolejnymi pulsami wynosi 0,714 s.

nateze-

~':tig-I-LLJpoziom I lszumu-1

o ~ '6
czas (w sekundach)

Pulsary sa bardzo dobrymi zegarami, nie sa jednak zegarami
idealnymi. Okres pulsara zmienia sie z biegiem czasu. Przede
wszystkim zegar zwalnia, spóznia sie; okres miedzy kolejnymi
pulsami wydluza sie. Sa to zmiany powolne. W ciagu roku okres
przecietnego pulsara wydluza sie o 5 . 10- 7 swojej wartosci.
Te powolne zmiany sa zmianami systematycznymi, to znaczy
przewidywalnymi. Zegar co prawda zwalnia, lecz mozna
prawidlowo przewidziec szybkosc jego chodu za rok czy dwa. To
systematyczne spowalnianie ruchu obrotowego gwiazdy
neutronowej zwiazane jest z obecnoscia pola magnetycznego.

1



Rys. 4 Nieciaglosc okresu pulsara w Zaglu (PSR 0833-45) na przelomie lutego
i marca 1969 r. Punkty oznaczaja kolejne obserwacje. Dokladny moment skoku
nie jest znany.

Wyobrazmy sobie wirujacy dipol magnetyczny nachylony
wzgledem osi obrotu. Dipol taki promieniuje we wszystkich

kierunkach monochromatyczna fale elektromagnetyczna
o czestosci równej czestosci wirowania i natezeniu najwiekszym
w plaszczyznie prostopadlej do osi obrotu. Fala ta unosi energie.
Dzieje sie to kosztem energii ruchu obrotowego i jesli nie
bedziemy mu jej uzupelniac (np. za pomoca silniczka), to dipol
bedzie zwalnial. Tak samo dzieje sie z gwiazdami neutronowymi;
oprócz waskich, lecz bardzo mocnych strumieni promieniowania,
skierowanych wzdluz osi magnetycznej, pulsar wysyla "zwykla"
monochromatyczna fale elektromagnetyczna o czestosci równej
czestosci wirowania gwiazdy. Smieszne jest przy tym to, ze energia
wypromieniowywana przez pulsar w postaci snopu
promieniowania, który powoduje pulsowanie sygnalu
w radioteleskopie, jest bardzo mala w porównaniu z energia
tracona w postaci "zwyklego" promieniowania, wysylanego przez
wirujace pole magnetyczne pulsara. Tego "zwyklego"
promieniowania nie mozemy zaobserwowac na Ziemi, bo jego
natezenie jest znacznie slabsze.

okres pulsara1w se1funda~
" G,0892095

Trzecim i ostatnim do tej pory pulsarem, u którego
zaobserwowano nieciaglosci w systematycznym wydluzaniu sie
okresu, jest obiekt oznaczany symbolem PSR 1641--45. Skok
nastapil we wrzesniu 1977 roku i wyniósl LlP/P = -1,9' 10-7•

We wszystkich powyzszych przypadkach nieciaglosc polegala na
tym, ze okres nagle malal; po skoku gwiazda neutronowa
zaczynala wirowac nieco szybciej. We wszystkich tych
przypadkach powolne, systematyczne zmiany w czasie miedzy
skokami byly znacznie wieksze - skoki objawialy sie jako male
zaburzenia w dominujacym zwalnianiu.

skok i powrócic do okresu takiego, jaki mial bezposrednio przed
skokiem, pulsar musi systematycznie zwalniac przez 18,6 dnia.
Nastepny skok nastapil we wrzesniu 1971 roku, po 2,5 latach
systematycznego zwalniania; znów okres pulsara nagle zmalal.
Nieco pózniej, na przelomie 1971 i 1972 roku zaobserwowano
kolejny skok, tym razem przeszlo 100 razy mniejszy od
poprzednich. W,nastepnych latach byly jeszcze cztery duze skoki
okresu, w 1975, 1978, 1981 i 1982 - wszystkie o podobnej
wielkosci, LIP/P wahalo sie miedzy -1 . 10- 6 a - 3 . 10- 6.

Zauwazono kilka podobnych skoków okresu u naj mlodszego
pulsara, znajdujacego sie w srodku Mglawicy Krab,
pozostalosci po wybuchu supernowej z roku 1054. Okres tego
pulsara, P = 0,03313 s, w ciagu kazdej doby systematycznie
wydluza sie o 3,6' 10- 8 s; w ciagu 10 lat obserwacji wydluzyl
sie o 0,4%. Pierwszy skok okresu zarejestrowano u tego pulsara
we wrzesniu 1969 roku, dwa nastepne, bardzo male w 1971 roku,
kolejny - najwiekszy do dzis - w lutym 1975 roku i jeszcze jeden
maly w 1978 roku. W czasie najwiekszego skoku okres zmalal
o -LIP = 1,3' 10-9 s, co odpowiada wzglednej zmianie
LlP/P = -4' 10-8. Efekt byl wiec piecdziesiat razy slabszy niz
w przypadku pulsara w Zaglu.

marzec

~

luty

IQ69

styczen
(J,0892aJ5

D,0892091

okres
pulsara

czas
relaksacii

czas

Rys. 6 Zachowanie sie okresu po skoku Rys. 7 Gwiazda neutronowa - przekrój

Jaka jest bezposrednia przyczyna tych nieciaglosci okresu? Do
tej pory nie znamy odpowiedzi na to pytanie. Astronomowie
i astrofizycy wymyslili wiele róznych mechanizmów tlumaczacych
te skoki, jednakze zaden nie jest w pelni zadowalajacy, zaden

nie wyjasnia wszystkich obserwowanych szczególów.

Gwiazda neutronowa - wedle naj prostszego, dwuskladnikowego

modelu - sklada sie z krystaliczaej, zewnetrznej skorupy oraz
z neutronowej cieczy wewnatrz. Byc moze w cieczy, w srodku,

tkwi jeszcze krystaliczne jadro. Obrazek ten przypomina w sumie
jajko, tyle tylko, ze gwiazda ma grubsza skorupke, jest elipsoida
obrotowa lekko splaszczona na biegunach (odchylenie od
kulistosci spowodowane jest ruchem obrotowym) i nie wiadomo,

czy na pewno w srodku jest zóltko. W cieczy neutronowej
znajduja sie równiez czastki naladowane, elektrony i protony;

stanowia one kilka procent masy cieczy. Liczba elektronów jest
dokladnie równa liczbie protonów,a wiec cala ciecz nie ma
ladunku elektrycznego netto. Neutrony w cieczy sa w stanie
nadcieklym, czastki naladowane - nie.

Zauwazono, ze bezposrednio po skoku pulsar zachowuje sie
dziwnie, tak jakby chcial wytracic przynajmniej czesc z tego, co
nagle zyskal (rys. 6).

skok J."~/
• /~rwala

zmiana
okresu

19Bqo czas 1983,0
1977,01971.,01971,0

qo8922

Szybkosc utraty energii, a wiec i tempo zmian okresu pulsara

zalezy od wartosci momentu dipolowego pola magnetycznego
pulsara (a dokladniej od skladowej tego momentu prostopadlej
do osi obrotu) i nie zmienia sie w sposób znaczacy z roku na
rok. Dlatego tez mówimy, ze owo wydluzanie sie okresu jest
systematyczne i przewidywalne; mozna przedstawic je przy
pomocy wzoru pet) = Po+Po' (t-to), gdzie Po i Po sa
odpowiednio okresem i pochodna okresu w chwili to.

0,08921.

okres pulsara

(w sekufdach)
0,08926

Jednym z pierwszych odkrytych pulsarów byl pulsar o okresie

P = 0,0892 s, znajdujacy sie w poblizu srodka wielkiej
pozostalosci po wybuchu supernowej w gwiazdozbiorze Zagla.
Przez kilka pierwszych miesiecy po odkryciu pulsar ten
zachowywal sie przyzwoicie. Jego okres systematycznie rósl;
w ciagu kazdej doby wydluzal sie o 1,07' 10- 8 s. Na
przelomie lutego i marca 1969 roku zegar pulsara nagle
przyspieszyl- gwiazda neutronowa zaczela wirowac szybciej.

Okres obrotu zmalal o -LIP = 2,08' 10-7 s, co odpowiada
wzglednej zmianie LlP/P = -2,34' 10-6• Aby "odrobic" ten

O,0892~96aO

Rys. 5 Systematyczne wydluzanie sie okresu pulsara w Zaglu, PSR 0833-45.
Chwile, w których nastapily skoki okresu, zostaly zaznaczone strzalkami. Same
nieciaglosci sa zbyt male, by mozna je bylo dostrzec na tym rysunku. Data
1968,0 oznacza poczatek roku 1968 itd.
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Byc moze przyczyna skoku jest nagle pekanie skorupy gwiazdy
neutronowej, która nastepnie stara sie ulozyc zgodnie
z ksztaltem chwilowej powierzchni ekwipotencjalnej
"efekty'wnego" pola grawitacyjnego gwiazdy. To efektywne pole
jest suma dwóch pól: pola grawitacyjnego wytwarzanego przez
gwiazde i pola si/y bezwladnosci (odsrodkowej), zwiazanej
z ruchem obrotowym gwiazdy. Powierzchnia stalego potencjalu
ma ksztalt elipsoidy obrotowej splaszczonej wzdluz osi obrotu,
przy czym stopien splaszczenia zalezy od predkosci obrotu
i zmniejsza sie w miare, jak maleje predkosc obrotu, a wiec
wtedy, gdy okres sie wydluza. Skorupa gwiazdy - struktura
krystaliczna - nie odksztalca sie w sposób ciagly w miare zmian

ksztaltu powierzchni ekwipotencjalnej, stawia opór. /
W rezultacie w skorupie pojawiaja sie naprezenia, które narastaja
i po pewnym czasie dochodzi do kataklizmu, skorupa nagle peka
i przemieszcza sie, starajac jak najlepiej sie dopasowac do
chwilowej powierzchni ekwipotencjalnej. Splaszczenie maleje,
totez maleje i moment bezwladnosci skorupy. Poniewaz jednak
ilosc momentu pedu skorupy nie zmalala w czasie zmiany
ksztaltu, przypada go teraz nieco wiecej na jednostke momentu
bezwladnosci, a wiec skorupa musi zaczac wirowac nieco
szybciej. Oto i skokowy Wzrost predkosci obrotu, czyli nagle
skrócenie okresu.

Nasz prosty model- wymyslony w 1969 roku przez Bayma,
Pethicka, Pinesa i Rudermana - bardzo dobrze wyjasnia skoki
okresu w przypadku pulsara z Mglawicy Krab. Niestety,
w przypadku pulsara w Zaglu skoki sa zbyt duze i zdarzaja sie
zbyt czesto. W ciagu kilku lat, jakie mijaja miedzy kolejnymi
skokami, zmiana ksztaltu powierzchni ekwipotencjalnej jest
przeszlo tysiac razy za mala, by spowodowac skok o obserwowanej
wielkosci. Nasz model móglby wytlumaczyc pojawienie sie
w ciagu calego zycia pulsara kilkunastu, najwyzej kilkudziesieciu
skoków o obserwowanej wielkoki. My zas widzielismy az 6
w ciagu 14 lat.

Mozna zmodyfikowac nieco nasz model przyjmujac, ze skoki
powodowane sa przez pekniecia wewnatrz wielkiego
krystalicznego jadra gwiazdy neutronowej, nie zas skorupy, jak
przyjmowalismy dotad. Ta wersja jest lepsza, bowiem takie iadro
moze byc znacznie bardziej splaszczone, niz wynikaloby to
z obecnej predkosci wirowania, i kazde kolejne pekniecie moze
tylko odrobine zblizac jego ksztalt do ksztaltu równowagowego
(to znaczy ksztaltu odpowiedniej powierzchni ekwipotencjalnej).
Niestety, nie ma zadnych dowodów na to, ze takie krystaliczne
jadra rzeczywiscie istnieja wewnatrz gwiazd neutronowych.

Inna przyczyna s~oku mr:,ee byc niestabilnosc hydrodynamiczna
pojawiajaca sie nagle na granicy fazy nadcieklej i skorupy.
W przypadku pulsara z Mglawicy Krab przyczyna skoku moze
byc tez niestabilnosc w ob~zarze magnetosfery, objawiajaca sie
jako nagle uwolnienie cze!i;i plazmy uwiezionej w polu
magnetycznym pulsara i wirujacej wraz z nim. Nie mozna
wykluczyc, iz mimo pOdv~llych objawów skoki okresu sa
u róznych pulsarów pO\l!t'dowane przez rózne mechanizmy
fizyczne.

Chociaz obecny stan wiedzy nie pozwala jednoznacznie
wyjasnic, dlaczego wystepuja nagle skoki w na ogól "gladkim"

,zwalnianiu wirowania pulsarów, obecny' model gwiazdy
neutronowej zupelnie niezle tlumaczy to, co sie po takim skoku
dzieje,

Nieciaglosc w wirowaniu gwiazdy neutronowej to
w rzeczywistosci nieciaglosc w predkosci obrotu strumienia

promieniowania, a wiec pola magnetycznego i skorupy, w która
to pole jest wmrozone; z jakiegos (nieznanego do konca) powodu
skorupa, pole magnetyczno) i w ogóle cala zewnetrzna
magnetosfera, a takze czastki naladowane znajdujace sie
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w cieklym wnetrzu, które tez sa wmrozone w pole, i krystaliczne
jadro (jesli istnieje) - wszystkie te skladniki zaczynaja sie nagle
obracac szybciej. Natomiast nadciekla czesc gwiazdy nie reaguje
na te zmiane natychmiast, wiruje z poprzedn'ia predkoscia.

W rezultacie zmienia sie moment sily tarcia miedzy wnetrzem
a skorupa - w pierwszym przyblizeniu jest on proporcjonalny
do róznicy predkosci obu faz. Moment sily dziala caly czas,
wnetrze bowiem przez caly czas wiruje nieco szybciej niz skorupa.
(Faza nadciekla musi wirowac szybciej niz skorupa, gdyz to
skorupa jest ciagle hamowana przez promieniujacy dipol, faza
nadciekla zas jest hamowana jedynie pr7ez oddzialywanie, które
pojawia sie miedzy nia a skorupa tylko wtedy, gdy wystepuje
róznica predkosci). Skok powoduje zmiane wzglednej predkosci
skorupy wzgledem fazy nadcieklej. W momencie skoku stan
równowagi zostaje zachwiany, zmienia sie róznica predkosci,
zmienia sie wiec tez i oddzialywanie hamujace ruch fa7Y nadcieklej,
a przyspieszajace skorupe. Uklad dazy do odzyskania stanu
równowagi. Skorupa oddaje nadmiar swojego momentu pedu
dopóty, dopóki róznica predkosci nie wróci do wartosci sprzed
skoku. Ten mechanizm "neutralizuje" czesc poczatkowego skoku
predkosci wirowania skorupy. A to, jaka czesc poczatkowego
skoku zostanie zneutralizowana, zalezy od stosunku momentu
bezwladnosci fazy nadcieklej do momentu bezwladnosci calego

pulsara.

Oczywiscie, nie ma powodu, by owo przekazywanie nadmiaru
momentu pedu ze skorupy do wnetrza mialo sie odbywac równie
szybko, jak inicjujacy je skok. W rzeczywistosci przebiegu skoku
nie udalo sie do tej pory zaobserwowac - zwykle obserwacje
przeprowadzane sa co kilka dni i analizujac kolejna ich porcje
stwierdza sie, ze wlasnie cos sie zmienilo od poprzedniego razu,
ze pulsar wiruje szybciej, niz by to wynikalo z poprzednich
obserwacji i ze wobec tego od czasu ostatniej obserwacji musial
zdarzyc sie skok. Natomiast proces relaksacji - wzajemnego
uzgadniania sie predkosci wirowania skorupy i nadcieklego
wnetrza - moze trwac kilka dni (przypadek pulsara z Mglawicy
Krab), kilkaset (przypadek pulsara w Zaglu) lub jeszcze dluzej.
Czasy relaksacji moga sie tak bardzo róznic w przypadku

róznych pulsarów, gdyz moment sily dzialajacy miedzy skorupa
a wnetrzem zalezy takze od temperatury fazy nadcieklej, która
zmienia sie z biegiem czasu i im pulsar jest starszy, tym jest
nizsza. Moze zdarzyc sie i tak, ze stan równowagi po skoku
nigdy nie jest osiagany, gdyz wczesniej nastepuje kolejny skok.

Pulsary nie szczedza nam zagadek. W 1975 roku podczas
najwiekszego do dzisiaj skoku okresu u pulsara z Mglawicy
Krab skokowo zmienilo sie równiez tempo zwalniania ruchu
wirowego. Od tej pory pulsar zwalnia szybciej; pochodna
okresu - wielkosc, która charakteryzuje szybkosc zwalniania 
wzrosla o 2,2' 10-4 swojej wartosci. Najprawdopodobniej
w czasie skoku zmienil sie nagle moment dipolowy pola
magnetycznego, a dokladniej - jego skladowa prostopadla
do osi obrotu, gdyz to jej obecnosc powoduje utrate energii

ruchu wirowego. Byc moze w czasie skoku p<?lemagnetyczne
zmienilo nieco swoje ustawienie wzgledem gwiazdy w taki
sposób, ze wzrósl kat miedzy osia pola i osia obrotu tak, iz
wzrosla skladowa momentu dipolowego prostopadla do osi
obrotu.

Niektóre pulsary cierpia prócz tego na ciagle zaburzenia
wirowania. Na dominujace, systematyczne wydluzanie sie okresu
nakladaja sie niewielkie fluktuacje - okres bladzi wokól wartosci
przewidywanej, raz jest nieco za maly, raz za duzy. Jednym
z takich chorych pulsarów jest znany nam juz pulsar z Mglawicy
Krab. Zmiany te zwiazane sa niewatpliwie z jakims procesem
przypadkowym. Byc moze jest to wynik sumowania sie wielu
bardzo malych skoków okresu, które zdarzaja sie tak czesto, ze
nie jestesmy w stanie zobaczyc efektu poszczególnych skoków.



Ruch cial w gazie z predkoscia naddzwiekowa oraz silne eksplozje powoduja powstanie fal
uderzeniowych. Mechanizm narastania i spietrzania sie fali, az do utworzenia ostrego skoku
parametrów gazu (gestosci, cisnienia, temperatury etc.) opisany byl w Delcie 10/1981. Skok taki
nie jest nieciagloscia w sensie matematycznym (czynnikiem wygladzajacym sa efekty

dyssypacyjne -lepkosc, przewodnictwo cieplne i dyfuzja), ale poniewaz nastepuje na
odleglosciach rzedu sredniej drogi swobodnej czasteczek gazu, moze byc w wiekszosci
zagadnien przez taka nieciaglosc przyblizony.

Odbicie Macha W artykule tym przedstawimy niektóre zjawiska towarzyszace oddzialywaniu fali uderzeniowej
z przeszkodami.

Dr Zbigniew WALENTA
W warunkach laboratoryjnych fale uderzeniowe generuje sie np. w dlugiej, wypelnionej gazem
rurze z szybko poruszajacym sie tlokiem (rys. 1). Role tloka moze spelniac rozprezajacy sie tzw.
gaz napedzajacy, sprezony na poczatku doswiadczenia w jednym koncu rury.

gdzie gestosc (>1 > {lo-

Rys. l Z zasady zachowania masy wynika zwiazek miedzy gestosciami przed i za skokiem ci~nicnia (kolorowa
kreska na rysunku) oraz predkosciami tloka (V) i nieciaglosci (v): ~

Q,(v- V) = QoV,

Czytelnik bez trudu wyprowadzi zaleznosc

wynikajaca z zasady zachowania masy
(rys. 2)

{llV! = QoVo.

gdzie Vo (v 1) jest skladowa predkosci

przeplywu prostopadla do powierzchni

nieciaglosci przed (za) fala uderzeniowa.
Nietrudno równiez wyprowadzic równanie

bedace konsekwcncja drugiej zasady dynamiki.
Zmiana pedu wybranego elementu gazu przy'

przejsciu przez nieciaglosc jest równa popedowI

sily (róznica cisnien po obu stronach

nieciaglosci) dzialajacej na ten element

(hvf+Pl = eovó+po·

Porównujac prace wspomnianej sily, zmiane
energii wewnetrznej gazu zwiazana ze

skokiem jego parametrów oraz zmiane energii
kinetycznej otrzymujemy

=W--.9, I

_----'~- 9,

..

t

t+.t

gdzie €(p, e) jest energia wewnetrzna na
jednostke masy, a u skladowa predkosci

przeplywu równolegla do powierzchni

nieciaglosci (z zasady zachowania pedu

wynika, ze Uo ::;::u d. Znajac parametry przed

fala z równan tych mozna wyliczyc

odpowiednie parametry za nia. Rozwiazanie

dla predkosci przeplywu przedstawia sie

zwykle w ukladzie wspólrzednych

prostokatnych (vx, vyl, którego os Vx jesr
równolegla do kierunku przeplywu przed

fala. W zaleznosci od kata IX skosnej fali

uderzeniowej otrzymujemy rózne predkosci
przeplywu za fala. Dla plaskiego przeplywu
gazu nielepkiego predkosci te ukladaja sie na

krzywej w ksztalcie liscia Kartezjusza.

vi + uf +!!!.... + El
2 Q,

VÓ+U6 +~+€o.
2 Qo Nieciaglosc parametrów gazu nie powstaje od razu. Poczatkowo, przy rozpedzaniu tloka, granica

miedzy gazem jeszcze spoczywajacym a juz poruszajacym sie z predkoscia tloka jest rozmyta.
Z biegiem czasu granica ta staje sie jednak coraz ostrzejsza, doganiaja ja bowiem zaburzenia od
przyspieszajacego tloka. Nieciaglosc, kiedy juz powstanie, jest niezwykle stabilna. Jej predkosc
jest wieksza niz predkosc dzwieku (tj. predkosc, z która rozchodza sie male zaburzenia)
w nieruchomym gazie przed nia".Zadne zaburzenie ze strony tloka nie moze wiec nieciaglosci
wyprzedzic i jej wygladzic. Jednoczesnie predkosc tych zaburzen w zgeszczonym i nagrzanym
gazie jest tak duza, iz doganiaja one nieciaglosc i powoduja wzrost jej natezenia.

Dokladna analize zmiany parametrów osrodka przy przejsciu fali uderzeniowej prowadzi sie
zwykle w inercjalnym ukladzie wspólrzednych, w którym fala spo.;zywa (rys. 2). Strumien gazu

o predkosci naddzwiekowej doplywa teraz do powierzchni nieciaglosci, gdzie nastepuje skokowa
zmiana jego predkosci, cisnienia, temperatury, gestosci itd. Wartosc skoku wyznacza sie
wykorzystujac warunki zgodnosci wynikajace z zasad zachowania (masy, pedu i energii) oraz
równanie stanu gazu.

Wrócmy jeszcze do prostopadlej fali uderzeniowej z rysunku 2 i wyobrazmy sobie, ze
obserwatorowi zwiazanemu z fala nadano stala predkosc równolegla do plaszczyzny fali
(rys. 2b). W takim ukladzie wspólrzednych przeplyw zalamuje sie na fali uderzeniowej.

Fale uderzeniowa spoczywajaca w ukladzie laboratoryjnym uzyskuje sie w tunelach
aerodynamicznych, gdzie badane ciala oplywane sa przez poruszajacy sie ze stala predkoscia
gaz. Na rysunku 3 pokazana jest skosna fala uderzeniowa powstajaca przy oddzialywaniu
naddzwiekowego przeplywu z klinem. W odróznieniu od-poprzednio omawianej fali prostopadlej
w fali skosnej przeplyw nie jest prostopadly do powierzchni nieciaglosci.

'"b)

~-v-v

_~ l=-_vo=v _
Vt9fA t vo!J04t

Rys. 2 a) przeplyw w ukladzie wspólrzednych zwiaza.nym z fala uderzeniowa,

h) przeplyw w ukladzie poruszajacym sie dodatkowo wzdluz fali uderzeniowej.

a)

Vx

Nietrudne jest uzasadnienie konstrukcji kata
fali uderzeniowej (X dla danego kata odchylenia

przeplywu. Jak widac, dla zadancj predkosci

przed fala kat odchylenia przeplywu nie moze

przekroczyc wartosci 0max.

Dla katów mniejszych mozliwe sa dwa

rozwiazania (trzecie odrzucamy, bo odpowiada
mu spadek entropii). Doswiadczenie wykazuje,

ze realizuje sie na ogól rozwiazanie ~l.

odpowiadajace slabszej fali odbitej.

Wykorzystujac warunki zgodnosci mozna okreslic kat IX, który twqrzy fala uderzeniowa
powstajaca na klinie z osia klina. Wystarczy zauwazyc, ze przeplyw po zalamaniu sie na
nieciaglosci musi byc równolegly do powierzchni bocznej klina. Tylko wtedy mozliwy jest dalszy

ruch gazu bez zaburzen.
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Rys. 3 Fala uderzeniowa (skosna) powstajaca
przy naddzwiekowym ruchu klina

Okazuje sie, ze fala uderzeniowa o tej wlasnosci nie zawsze istnieje. Zadna skosna fala

uderzeniowa nie moze bowiem odchylic przeplywu o kat wiekszy niz pewien kat graniczny
zalezny od wlasnosci gazu i predkosci przeplywu. Dla () > ().' gaz zmienia swe parametry juz
w pewnej odleglosci przed ostrzem klina i powstaje tzw. odsunieta fala uderzeniowa

o zakrzywionej powierzchni nieciaglosci (rys. 4). Podobne fale powstaja przy naddzwiekowym
ruchu samolotu o tepym dzi'obie (duzy kat rozwarcia klina).

Jest rzecza ciekawa, ze o ile za fala prostopadla predkosc gazu jest zawsze poddzwiekowa,

o tyle za fala skosna predkosc moze byc w zaleznosci od warunków badz poddzwiekowa, badz
naddzwiekowa. Zatem wystepowanie dwóch stacjonarnych, prostopadlych fal uderzeniowych

w tym samym strumieniu gazu, niedaleko jedna za druga, nie jest mozliwe (predkosc przed fala
musi byc naddzwiekowa), natomiast mozliwe jest, by tuz za skosna fala uderzeniowa powstala
druga. W szczególnosci mozliwe jest odbicie skosnej fali uderzeniowej od plaskiej scianki.

Odbicie takie mozna badac np. w nastepujacym doswiadczeniu. W tunelu aerodynamicznym za

pomoca klina przy jednej ze scianek wytwarzamy skosna fale uderzeniowa (rys. 5). Przeplyw po
zalamaniu na tej fali nie jest równolegly do przeciwleglej scianki i musi pojawic sie druga
nieciaglosc (fala odbita) odchylajaca przeplyw do pierwotnego kierunku.

Odbicie fali uderzeniowej mozna tez sprowadzic do opisanego wyzej oddzialywania przeplywu
naddzwiekowego z klinem. Wyobrazmy sobie, ze za padajaca w punkcie A fala (rys. 6)
zalamalismy scianke tak, aby byla równolegla do przeplywu, a w punkcie B z powrotem
wyprostowalismy. Jezeli przeplyw w obszarze (2) jest naddzwiekowy, powstanie druga fala
uderzeniowa zmieniajaca jego kierunek. Zblizajac punkty A i B otrzymamy odbicie z rysunku 5.

Rys. 4 Odsunieta fala uderzeniowa dla O > ()gr

Rozwazmy teraz sytuacje, gdy w punkcie B powstaje odsunieta fala uderzeniowa (rys. 7). Zsuniecie
punktów A i B daje teraz absurdalny wynik - fala odbita wyprzedza fale padajaca (linia
przerywana na rysunku 8). W rzeczywistosci ponizej punktu przeciecia fale zlewaja sie w jedna
o odpowiednio wiekszym natezeniu, zwana fala Macha. Obraz komplikuje dodatkowo fakt

istnienia jeszcze jednej powierzchni Jlieciaglosci (podwójna linia na rysunku 8). Cisnienia po obu

jej stronach sa jednakowe, natomiasl predkosc przeplywu, temperatura, gestosc przyjmuja rÓ,zoewartosci.

Ci)

Rys. 6 Rozsuniecie punktu padania i punktu
odbicia przez odpowiednie uksztaltowanie
scianki·

'I.

linia

Rys. 5 Odbicie regularne fali uderzeniowej
w tunelu aerodynamicznym

Ci)

Odsunieta fale uderzeniowa zaobserwowac
mozna wykorzystujac fakt, ze równania
opisujace przeplyw plytkiej wody

z powierzchnia swobodna sa takie same, jak
równania plaskiego przeplywu gazu

doskonalego. W analogii tej grubosc warstw.,
wody odpowiada gestosci gazu, a predkosc

rozchodzenia sie fal powierzchniowych _

predkosci dzwieku w gazie. W praktyce

wiele ~lasnosci fal uderzeniowych mozna
sprawdzic bez tunelu aerodynamicznego
ciagnac model po plytkiej wodzie.

Rys. 7 Przed punktem B powstaje fala odsunieta. Rys. 8 Odbicie nieregularne fali uderzeniowej

Rozwiazanie zadania M 339.

Rozpatrujac n-kat foremny B I ... Bn
zawierajacy nasz n~kat A t ... An i laki, ze

B,Bl+,IIAIA/+, zauwazymy, ze odleglosc
A od prostej A,A,. l jest równa odleglosci A
od prostej Bl Bj + I zmniejszonej o odleglosc
prostych AiAi+ l i Bj Bj+ l' Poniewaz suma

odleglosci A od 9rostych BIB,. l jest stala
(patrz zadanie poprzednie), wiec stala jest
równiez suma odleglosci A od prostych
AiAf+I,c.b.d.o.

Odbicie tego typu, tzw. odbicie nieregularne, jest znane od przeszlo stu lat, do dzis jednak nie
zostalo do konca zbadane. Nie ma w szczególnosci pelnej zgody c'o do kryteriów przechodzenia
od odbicia regularnego do nieregularnego, istnieje bowiem zakres parametrów, w którym oba
rodzaje odbicia sa mozliwe.

Na zakonczenie proponujemy Czytelnikom jako przyklad praktycznych zastosowan powyzszych
rozwazan rozwiazanie nastepujacego problemu: Z kanalu o plaskich, równoleglych sciankach
wyplywa strumien gazu z predkoscia naddzwiekowa. Jakie zjawiska wystapia w tym strumieniu,
gdy cisnienie za wylotem kanalu (w obszarze, do którego strumien wpada) bedzie wyzsze niz

cisnienie w samym strumieniu? (Nalezy zauwazyc, ze inne sa sytuacje, gdy cisnienia róznia sie
nieznacznie oraz gdy róznia sie w sposób istotny),
Rozwiazanie problemu w numerze.
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Zasada nieciaglosci w ewolucji

Pro! dr Leszek KUZNICKI,
czlonek korespondent PAN

Tytul artykulu jest przekorny. Zadna z teorii ewolucji
biologicznej, poczynajac od darwinowskiej az po wspólczesne
socjobiologiczne koncepcje E. O. Wilsona i R. Dawkinsa czy
kladystyczna idee specjacji punktowej S. Goulda i N. Eldredge'a,
nie postulowala rzeczywistej - fizycznej nieciaglosci przemian.
Zatem moje rozwazania ogranicze do okreslonej klasy zjawisk,

dla których "nieciaglosc" ma inny zakres pojeciowy niz w jezyku
potocznym.

Okreslenie "ewolucja" - rozumiane jako rozwój czy zmiana

zachodzaca w czterowymiarowej przestrzeni, stosowane jest od
kosmogonii po socjologie i jezykoznawstwo. Wsród róznych zjawisk
ewolucyjnych miejsce szczególne przypada rozwojowi zycia na
Ziemi. Wynika to nie tylko z faktu, ze jest to proces dotyczacy
bezposrednio nas - ludzi, ale po prostu - ze jest najlepiej
poznany, jesli chodzi o opis i mechanizmy. Ewolucja biologiczna
na Ziemi zachodzila na róznych poziomach organizacji. Pierwszy

poziom dotyczy budowy i funkcji makromolekul (kwasów
nukleinowych, bialek, wielocukrów i lipidów) oraz elementów
subkomórkowych (chromosomów, mitochondriów). Drugi
poziom to organizmy. Nalezy jednak pamietac, ze wspólczesnie
wystepujace organizmy róznia sie stopniem zlozonosci.
Organizmem moze byc pojedyncza komórka, jak równie~ uklad
zbudowany z miliardów komórek, jakim np. jest czlowiek.
Wreszcie nalezy wyróznic trzeci - ponadosobniczy poziom
organizacjf, tj. populacje i gatunki, które tworza zintegrowany
system planetarny, czyli biosfere.

Dyskutowany wspólczesnie w pismiennictwie naukowym problem
"nieciaglosci" w ewolucji dotyczy sposobu powstawania gatunków,
tzn. nalezy do klasycznej tematyki z zakresu ewolucjonizmu,
wywodzacej sie bezposrednio z pogladów C. R. Darwina,
wylozonych w "On the origin of species" (1859).

Przyroda zywa, tak obecnie, jak i przed miliardem lat sklada sie
z osobników oraz ponadosobniczych zespolów - tj. populacji,
krzyzujacych sie ze soba organizmów. Najprostsza definicja
gatunku to wytworzony w toku ewolucji zespól populacji, którego
osobniki krzyzuja sie ze soba i wydaja plodne potomstwo;
jednoczesnie nie krzyzuja sie z osobnikami innych populacji,
zamieszkujacych w tym samym srodowisku. Osobnik ma
genetycznie ograniczony czas zycia. Srednia dlugosc zycia
organizmu jest cecha przystosowawcza, która zapewnia mu
wydanie optymalnej liczby potomstwa, czyli umozliwia
kontynuacje gatunku (populacji) w czasie. Osobnik ~ jako
smiertelny - nie jest jednostka ewolucji, uczestniczy jednak

w procesach ewolucji przekazujac geny oraz za ich
posrednictwem - swoje wlasciwosci nastepnym pokoleniom.
W odróznieniu od osobników ich naturalne zespoly, jak populacje

i gatunki, sa jednostkami potencjalnie niesmiertelnymi. Oznacza
to, ze zadne mechanizmy wewnetrzne nie ograniczaja czasu
ich trwania. Srodowisko, w którym istnieja gatunki, podlega
jednak zmianom, co prowadzi do ewolucji biologicznej. Gatunki,
a scislej ich populacje, moga przeksztalcac sie badz wymierac;
a w przypadku skrajnej stabilizacji otoczenia pozostawac w nie
zmienionej postaci przez setki milionów lat, jak np. skorupiak
- przekopnica, ostrygi czy milorzab.

Wiekszosc gatunków ulega przeksztalceniom stopniowym, kiedy
to w wyniku doboru naturalnego osobników zmianie podlega

&

pula genowa krzyzujacych sie populacji. Dzieje sie tak, kiedy
w dlugim szeregu pokolen nosiciele jednych genów maja wieksze
szanse pozostawienia potomstwa, niz nosiciele innych genów.

W pewnych przypadkach gatunki moga powstac nagle -
w nastepstwie podwojenia calego zespolu chromosomów (genomu),
czyli w wyniku polip/oidii. Ale nawet i w tych przypadkach. kiedy
ewolucja byla spowodowana poliploidalnoscia, zaden gatunek
nie byl nigdy odciety od genów swoich poprzedników i niezaleznie
od sposobu rozrodu (plciowy, bezplciowy) przekazywal geny
swoim potomkom. Kazde przerwanie strumienia genów oznacza
bezpowrotne wypadniecie ze strumienia zycia. Zalózmy, ze

,mozemy, zasiadajac w wehikule czasu, przesledzic wstecz proces
ewolucji, poczynajac od nas samych az do jakiegos organizmu
jednokomórkowego, który zyl w srodowisku wodnym przed
dwoma miliardami lat.

Ogladajac wstecz wszystkie poprzedzajace pas pokolenia
stwierdzimy, ze strumien naszych genów nie tylko wplywa do
wspólnej rzeki dla wielu dzisiaj bardw ró7nych od nas gatunków,

lecz równiez, ze nie. mozemy w tym procesie okreslic granic
miedzygatunkowych. Jest to zaskakujace, skoro róznice miedzy
czlowiekiem a wspólczesnie zyjacymi ssakami. nalezacymi do
naczelnych, sa tak duze, ze nawet wybitny ewolucjonista George
C. Simpson stwierdzil, iz "Czlowiek bedac jednym z gatunków
zwierzat równoczesnie nie jest jednym ze zwierzat".

Homo sapiens jest unikatem pod wieloma wzgledami. W toku
ewolucji nabyl nie spotykane nigdzie umiejetnosci, jak
poslugiwanie sie jezykiem symbolicznym i mysleniem
abstrakcyjnym. Powstanie gatunku Homo sapiens, jak i kazdego
innego gatunku, nie bylo zdeterminowane, a ewolucja form
czlowiekowatych, aczkolwiek zawiera nadal wiele nie wyjasnionych
zagadek, byla uwarunkowana tymi samymi przyczynami, co
innych gatunków zwierzecych.

Teoria darwinowska, jak i wspólczesna jej postac - syntetyczna
teoria ewolucji - zakladaly, ze wiekszosc gatunków powstala

stopniowo - graduali~tycznie. Wyrazne granice miedzy nimi sa
wynikiem szczególnie ostrej selekcji posrednich populacji
i gatunków.

W okresie ostatnich dziesieciu lat szerokie uznanie

w badaniach pokrewienstwa miedzy gatunkami i odtwarzania
drzew genealogicznych istot zywych uzyskala metoda k/adystyczna.

Kladyslyka (od greckiego klados - galaz. ped) - metoda ustalania

pokrewienstw miedzy gatunkami, wychodzaca z zalozenia, ze

ponadgatunkowe jednostki systematyczne (rodzaj, rodzina, fLad, gromada) sa
tylko wówczas naturalne, kiedy pochodza od jednego gatunku. Ustalania

owych pokrewienstw dokonuje sie na podstawie cech najrnlodszych.

odziedziczonych bezposrednio po przodkach, a nie - najstarslych. najbardziej

prymitywnych ..

Na jej gruncie powstala niegradualistyezna hipoteza powstawania
gatunków autorstwa S. Goulda i N. Eldredge'a, która mozna
uznac za wspólczesny wyraz zasady nieciaglosci ewolucji.

Populacje, które zmieniaja sie w sposób ciagly - gradualistyczny,
podlegaja procesom ewolucji, ale nie przeksz.talcaja sie w nowe
gatunki. Nowe gatunki sa wytworem specjalnych procesów,
które maja charakter naglej specjacji. Nie kazda populacja moze
podlegac takim przeksztalceniom. Przede wszystkim populacja
musi sie znalezc na pobrzezach obszaru zajetego przez gatunek.
Po drugie, musi sie róznic od pozostalych cechami genetycznymi.
Jest to populacja o zaklóconej równowadze genetycznej. Przejscie
do nowej równowagi dokonuje sie nagle w ciagu kilku kolejnych
pokolen. Jest to równoznaczne z powstawaniem nowego gatunku.
Proces ten wspomaga izolacja przestrzenna miedzy populacja
podlegajaca specjacji a sasiadujacyrpi populacjami gatunku
wyjsciowego.



Zalozenie, ze male, izolowane populacje o zaklóconej równowadze
genetycznej sa zawsze poczatkiem nowych form, wyjasnia wielka
rzadkosc form przejsciowych, .iakie spotyka sie wsród szczatków
organizmów wymarlych. Idee Eldredge'a i Goulda zblizone do
wczesniejszych koncepcji ewolucji kwantowej Simpsona tlumacza
szereg faktów, z którymi nie bardzo sobie mogla poradzic
klasyczna koncepcja gradualistyczna. Eldredge i Gould twierdza,
ze nagla specjacja marginalnych populacji byla uniwersalnym
sposobem przemian gatunkowych. Ten punkt widzenia pozostaje
jednak otwarty, gdyz gradualizm ewolucji ma nadal wielu
zwolenników i dysponuje mocniejszymi argumentami.

Niezaleznie, jakie beda dalsze losy tej kontrowersji, wprowadzenie
do filogenetyki (odtwarzania genealogii) i systematyki
biologicznej metod kladystycznych spowodowalo rewolucje.
Wynika ona z dwóch podstawowych zalozen:

l) kazda jednostka systematyc'ma, jak rodzaj. rodzina, rzad,
gromada jest pochodzema monofiletycznego. tzn. wywodzi sie od
jednej wyjsciowej populacji, a nie z populacji kilku gatunków,
chocby blisko spokrewnionych;
2) miara pokrewienstwa gatunków moga byc tylko cechy
pochodne, tj. wspólnie odziedziczone po najblizszych przodkach,
nie zas prymitywne, odziedziczone po przodkach wczesniejszych.

Zastosowanie tych zasad spowodowalo miedzy innymi zaginiecie
gadów jako odrebnej jednostki taksonomicznej. Okazalo sieaZadania

bowiem, ze gady ssakoksztaltne byly blizej spokrewnione
z ssakami niz z innymi gadami, a krokodyle blizsze sa ptakom
niz jaszczurkom.

Kladystyka wniosla równiez ferment i zamieszanie do wyobrazen
na temat rodowodu czlowieka rozumnego. Dotychczas
przyjmowano, ze droga do Homo sapiens prowadzila przez
gatunki zblizone morfologicznie do AustralopitheclIs
robustus --> Homo habilis --> Homo erectus.

Zdaniem zwolenników metody kladystycznej Homo erectus byl
zbyt rózny od Homo sapiens, aby go mozna uznac za naszego
przodka. Nie ma tez zadnych dowodów, ze którys z wczesniejszych
gatunków czlekoksztaltnych znajdowal sie na linii prowadzacej
do nowej ludzkiej populacji. Po ponad 100 latach rozwoju badan

~ zakresu antropogenezy kladysci chca nas przekonac, ze
naprawde to nie wiemy, kto jest naszym najblizszym
przodkiem.

W dotychczasowych dziejach ewolucjonizmu rózne idee

antygradualistyczne (W. Bateson, S. Korzinski, H. de Vries,
T. D. Lysenko, O. H. Schindewolf) mialy glównie charakter

destrukcyjny. Najblizsze lata wykaza, czy ostatnio gloszona
hipoteza nieciaglej - punktowej w czasie specjacji wylamie sie
z tej tradycji.

Redaguje mgr Krzysztof S. NOWINSKl

M 337. Dwie liczby naturalne m i n nazwiemy podobnymi,'gdy kazda liczba pierwsza dzielaca
m dzieli równiez n i na odwrót. Liczby m i n nazwiemy bardzo podobnymi, gdy podobne sa
zarówno m i n, jak tez m+ l i n+ l (np. bardzo podobne sa 6 i 48).
Czy istnieje nieskonczenie wiele par liczb bardzo podobnych?
Rozwiazanie na str. 9

M 338. Wykazac, ze suma odleglosci punktu A lezacego wewnatrz n-kata foremnego od prostych,
na których leza boki tego n-kata, nie zalezy od polozenia tego punktu wewnatrz n-kata.
Rozwiazanie na str. 9

M 339. Wykazac, ze teza poprzedniego zadania pozostaje prawdziwa, gdy zazadamy jedynie, by
wszystkie katy n-kata byly równe.
Rozwiazanie na str. 5

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 138. W otwartym naczyniu szklanym znajduja sie równe ilosci wzajemnie nierozpuszczalnych
cieczy. Dolna warstwe stanowi woda, górna - cykloheksan (C6H12). Naczynie ustawiono na
lazni wodnej i rozpoczeto ogrzewanie. W jakiej temperaturze nastapi wrzenie mieszaniny i jak
bedzie przebiegalo? Woda wrze w temperaturze 100°C, cykloheksan przy 80,7°C.
Rozwiazanie na str. 9

Manowce terminologii
l) Zbiór, który nie jest domkniety, wcale nie musi byc otwarty.

2) Jezeli X jest gesty w X, to wcale nie znaczy, ze X jest w sobie
gesty.

3) Wiazki wektorowe nwkrzywych algebraicznych moga byc lub

nie byc stabilne. Ale wia:.:ka, która nie jest stabilna, wcale nie
musi byc niestabilna, bo niestabitna to taka, która nie jest
pólstabilna.

4) W geometrii algebrainnej bada sie m.in. krzywe eliptyczne.

Elipsa nie jest krzywa eliptyczna, ma bowiem (podobnie jak
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linia prosta) typ eliptyczny, a nie - jak wszystkie krzywe
eliptyczne - typ paraboliczny. Latwo zgadnac, ze hiperbola nie
ma typu hiperbolicznego (maja go krzywe stopni ~ 4). A jedyna
z dokladnoscia do izomorfizmu krzywa eliptyczna jest
powierzchnia torusa.

5) Z ksiazki "Technik, Wydawnictwo dla inzynierów, 1936"

przepisujemy "Koniec nitki nawinietej na rozwinieta opisuje
rozwijajaca, jesli sie go odwija z rozwinietej",
P.S. Niektórzy psychologowie wsród róznych ludzkich fobii
wymieniaja takze matefobie - lek przed matematyka.



Funkcja moze nie byc ciagla w zadnym punkcie. Standardowym
przykladem jest funkcja Dirichleta;

\

Zaczniemy od kilku przykladów. Bedziemy rozpatrywac tylko
funkcje, których dziedzina i przeciw dziedzina jest zbiór R liczb
rzeczywistych.

g(x) = XQ(x)' (x-ao)(x-a,)' .... (x-a,,).

Oznaczmy przez M srednice zbioru A, tj. róznice miedzy

najwieksza i najmniejsza liczba z A. Jezeli O < 15 < 1 i
a,-ó < x < a,+ó, to

+cp(x-a,,),

gdy x = plq, a ulamek plq jest nieskracalny,

gdy x jest liczba niewymierna.
lf'(x) = Jl/q

lo

cp(x-ao)+ cp(x-ad+

a w zbiorze liczb naturalnych;
00

L 2-"cp(x-n).
n=O

A oto funkcja, któ~ej zbiór punktów nieciaglosci (usuwalnych)
jest zbiorem.Jiczb wymiernych Q. Nazywa sie ona funkcja
Riemanna;

Mozna latwo sprawdzic, ze ma ona postulowane wlasnosci;
mozna tez poszukac dowodu "gdzies" w numerze. Jesli zas
kogos interesuje przyklad funkcji o nieusuwalnych nieciaglosciach
w punktach wymiernych, powinien spojrzec na koniec artykulu.

W "teoretycznej" czesci artykulu podamy dwa twierdzenia
mówiace cos o zbiorach nieciaglosci funkcji rzeczywistej.
Wyróznimy najpierw dwie klasy zbiorów; Fa i G~. Powiemy, ze

zbiór pewnych liczb rzeczywistych jest typu Fa, jesli jest suma
przeliczalnej rodziny zbiorów domknietych; jest zas typu G~,
jesli jest czescia wspólna przeliczalnej rodziny zbiorów otwartych.

Funkcja o nieusuwalnych nieciaglosciach w skonczonym zbio.rze
A = {ao, al, ... , all} jest na przyklad

Zbiór jest przeliczalny, gdy jego elementy mozna ustawic'w ciag. Zbiór liczb
wymiernych jest przeliczalny. a zbi6r (wszystkich) liczb rzeczywistych nie.

gdy x jest liczba wymierna,

gdy x jest liczba niewymierna.

Dr Jerzy RYLL

~ Jak nieciagle
moga byc funkcje?

{I,XQ(x) = O,

...-
~~.....•....••.
r--

Jej nieciaglosc wynika z tego, ze w otoczeniu dowolnego punktu
przyjmuje zarówno wartosc O, jak i I. Za pomoca funkcji
Dirichleta latwo skonstruowac funkcje, która jest ciagla tylko

na skonczonym zbiorze A = {ao, al' ... , a,,}. Okreslamy ja
wzorem

Ig(x)-g(a,)1 = Ig(x)1 < ó· (M+1)".

A zatem dla dowolnego E > O wystarczy wziac

0= min {I , E }, by z tego, iz lx-at! < 15 wynikalo, ze(M+ 1)"

Ig(x)-g(a,)1 < E. To zas znaczy, ze g jest ciagla w a/, dowolnie
wybranym punkcie zbioru A. Gdyby funkcja g hyla ciagla
w jakimkolwiek punkcie x $ A, to funkcja XQ (jako iloraz dwu
funkcji ciaglych w x) bylaby tez ciagla w x.
Mozna tez skonstruowac funkcje, która bedzie ciagla tylko

w punktach o wspólrzednych calkowitych:

Latwo zauwazyc, ze zarówno zbiory otwarte, jak i zbiory
domkniete sa i Fa, i G~. Zbiór jest typu Gó wtedy i tylko wtedy,
kiedy jego dopelnienie jest typu Fa. Takze przeciwnie; jest typu
Fa wtedy i tylko wtedy, gdy uzupelnienie jest typu Gó• Zbiór
liczb wymiernych jest typu Fa - jest bowiem przeliczalna suma
jedno punktowych zbiorów domknietych.

Wzorujac sie na poprzednim przykladzie mozna dla dowolnego
zbioru A typu Fa znalezc funkcje, dla której A bedzie zbiorem
punktów nieciaglosci. O~azuje sie, ze wiecej przykladów znalezc
nie mozna.

h(x) = XQ(x) . sin(nx).

Dowód ciaglosci jest jeszcze latwiejszy, a nieciaglosci - taki sam
jak poprzednio. A czy uda sie Czytelnikowi znalezc funkcje
ciagla tylko w zbiorze liczb wymiernych?

Twierdzenie Zbiór punktów nieciaglosci funkcji rzeczywistej iest
typu Fa.

Oczywiscie, równowaznym sformulowaniem twierdzenia jest;
zbiór punktów ciaglosci funkcji rzeczywistej jest typu G~.

Podamy teraz przyklady funkcji, które sa ciagle w "wiekszosci"
punktów. Oto funkcja nieciagla tylko w jednym punkcie;

/ g(x) = {~
x i' O,

x = O.

Dowód tego twierdzenia nie jest trudny. Nazwijmy oscylacja

funkcji Iw przedziale (a, b) liczbe

w(a, b) = sup {1/(x) - I(y) I ; x, Y E (a, b)},

a oscylacja w punkcie x wielkosc

Mozna z niej latwo zrobic funkcje ciagla wszedzie zmieniajac

jej wartosc w O. O tego rodzaju nieciaglosci mówimy, ze je~t

usuwalna (rys. 1). A oto funkcja ciagla wszedzie poza O, przy
czym nieciaglosc w O jest nieusuwalna (rys. 2).

{sinO/x) x i' O,
cp(x) =

O x = O.

W(x) = inf{w(x-E, X+ E); E> O}.

Pokazemy,ze zbiór Gr = {x; w(x) < t} jest otwarty. Niech Xo

bedzie takim punktem, ze oscylacja funkcji jest w nim mniejsza
niz t. Znaczy to, ze dla pewnego E > O mamy

W(Xo-E, Xo+E) < t . .-

Niech IXI-xol < E/2. Wtedy przedzial (X,-EI2, x, + E/2)

~.
~

------

Rys; l Nieciaglosci usuwalne Rys. 2 Nieciaglosci nieusuwalne

B



jest zawarty w (xo - e, Xo + e), a wiec W(Xl - e/2, Xl + e/2) .;;

.;; W(Xo - e, Xo + e), czyli W(Xl) < t.

Pokazalismy, ze dla dowolnego punktu Xu E Gr pewne jego
otoczenie jest zawarte w Gr - .a wiec Gr jest istotnie zbiorem
otwartym. Dla zakonczenia dowodu twierdzenia wystarczy
zauwazyc, ze

00

{x: w(x) = O} = n {x: w(x) < l/n},
/ n=1

oraz ze funkcja /jest ciagla w pewnym punkcie wtedy i tylko
wtedy, gdy ma w nim zerowa oscylacje.

Jesli Czytelnikowi nie udalo sie skonstruowac funkcji ciaglej
tylko w zbiorze liczb wymiernych, to wlasnie z powodu
powyzszego twierdzenia (a jezeli udalo sie, to ... pomylil sie).
Wykazemy bowiem, ze zbiór liczb niewymiernych nie jest zbiorem
typu F6. Zalózmy, ze sa takie zbiory domkniete FI' F 3, F s • F 7, ... ,

(wygodnie nam bedzie numerowac je liczbami nieparzysty"mi), ze
00

dopelnienie Q do R jest ich suma: R"-Q = U F2n_ l' Ustawmy
n=1

liczby wymierne w ciag i okreslmy F2n jako zbiory jednop.unktowe
zlozone z poszczególnych liczb wymiernych. Mamy zatem

R = U Fn.
n=1

Poniewaz. ani zbiór liczb wymiernych, ani liczb niewymiernych
nie zawieraja zadnego przedzialu, wiec dla dowolnego przedzialu·
(a. h) i dowólnego naturalnego n mamy (a. b)Vn #' 0.

Utwórzmy teraz ciag przedzialów domknietych (a., b.> o
nastepujacych wlasnosciach

Okreslimy go rekurencyjnie. Przyjmiemy ao = O, bo = l. Zbiór
(an, bn)"-Fn+ 1 jest niepusty i otwarty, a wiec zawiera pewien
niepusty przedzial <a.+ 1, bn+ 1>. Z twierdzenia o zbieznosci
ciagów monotonicznych wynika, ze an --+ a i ze dla kazdego n

'jest a E <an• bn>. Czyli (przy dowolnym n) a rt F., mimo ze suma
zbiorów Fn dawala cale R; sprzecznosc.

Odpowiedz na tytulowe pytanie jest nieco inna, gdy ograniczymy
sie tylko do klasy funkcji monotonicznych.
Zbiorem punktów nieciaglosci funkcji mOllOtonicznej moze byc
dowolny zbiór przeliczalny (i tylko taki).

Jezeli funkcja f jest np. niemalejaca, to kazdemu punktowi
nieciaglosci a odpowiada przedzial otwarty (sup {f(x):x < a}.

inf{f(x):x > a}), przy czym róznym punktom odpowiadaja

przedzialy rozlaczne. Takich przedzialów, a zatem i punktów
nieciaglosci moze byc tylko przeliczalnie wiele.

Oto przyklad funkcji niemalejacej, której zbiorem punktów
nieciaglosci jest zbiór przeliczalny A = {a" a2, aJ, ... }

f(x) = L 2-n
{n:an <x}

(umawiamy sie, ze suma po zbiorze pustym jest równa O,

a sumujemy po takich n, dla których a. < x).

Rozwiazanie zadania F lJ8~
Nie wnikajac w szczególy mechanizmu
tworzenia sie. wzrostu i ruchu pecherzyków
pary nalezy stwierdzic, Ze wrzenie cieczy
jednorodnej odbywa sie w temperaturze,

przy której preznosc pary nasyconej zawartej

w pecherzyku przekroczy wartosc cisnienia
atmosferycznego. W naszym przypadku

pecherzyki powstaja na granicy faz i zawieraja
pary nasycone obu cieczy. Zgodnie z prawem
Daltona preznosc mieszaniny jest równa
sumie preznosci obu par i zalezy jedynie
od temperatury. W momencie. gdy rozpoczyna
sie wrzenie, musi byc ona równa cisnieniu

a.tmosferycznemu. Wynika stad. ze temperatura

wrzenia jest nizsza niz 80.7°e. Znajom?sc

temperaturowej zaleznosci preznosci par
nasyconych dla obu cieczy wyznacza
jednoznacznie ~ wartosc (69,4°C) oraz
odpowiadajace tej temperaturze cisnienia
poszczególnych par (533 Tr - cykloheksan,
227 Tr - H,O). Z równania Clapeyrona
wynika stosunek mas skladników
·w ulatniajacych sie oparach (ok. 11- krotnie
wiecej weglowodoru niz wody). Z naczynia
zniknie szybciej cykloheksan, wrzenie ustanie

i rozpocznie sie ponownie. gdy temperatura
wzrosnie do I()ÓoC.

Przytoczona obok tabela preznosci par
nasyconych pozwoli Czytelnikowi sprawdzic,
czy podane wyzej wartosci liczbowe sa
prawdziwe.

Tempera-, I
tura Pnu(C6HI2)

Pnas(H,O)

1°C] . ITr]'
[fr]

10

47,489,2
20

77,5117,53
30

121.731,82
40

184.755,32
50

271,892,51
60

389,2149,4
65

461,4187,5
70

543,8233,7
75

637,4289,1
80

743.2355.1

Rozwiazanie udania M 338.
Dziejac n-kat A, ... An odcinkami AAt. ...• AA. nalrójkaty zauwazymy, ze

jego pole S równa sie T (h, + ... + h.), gdzie a jest dlugoscia boku wielokata,

a h jest wysokoscia trójkata. AA,A, ••. poprowadzona z A (czyli odlegloscia A

od prostej A,A,+,). Widac stad. ze h, + ... +h. = 2S nie zalezya
od polozenia A.
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Rozwiaunie zadania M 337.
liczby n i n' sa oczywiscie zawsze podobne. Jezeli teraz n + t = 2t (k ;,. 2). to
n- t i n'- t = 2k (n- I) sa równiez podobne. poniewaz n - I In'- I oraz
21n-1. Otrzymujemy wiec nieskonczony ciag par liczb bardzo podobnych
postaci 2k_ 2 i 2k(2k-2) (k = 2,3, ... ). Bardzo podobne sa tez liczby 75 i 1215.
Nie wiadomo dOlychczas. czy sa inne pary liczb bardzo podobnych.

Znajdz twierdzenie
Na rysunku obok widzimy trójkat z okregiem wpisanym
i jednym z okregów dopisanych. "Widzimy" takze, ze
proste DH i KF sa równolegle,
promien "malego" okregu jest dwa razy mniejszy od promienia
duzego,
AD = DK= AH= HE,
BD = CE = CM = LB,
BG = CF.

I oto pytanie: która z powyzszych wlasnosci przysluguje tylko
takiemu trójkatowi, jak tu narysowany (no i trójkatom do niego
podobnym), a która dowolnym trójkatom?



Patrz w niebo

Rozwiazanie problemu (Odbicie Macha).

Naddzwiekowy strumien gazu wplywajacy

do obszaru o wyzszym cisnieniu zachowuje

sie tak, jak gdyby plynal kanalem o sciankach

nachylonych do wewnatrz. W miejscu

zalamania granicy strumienia powstana

skosne fale uderzeniowe. Fale te badz
przetna sie na osi strumienia (mala róznica

cisnien miedzy obszarem otaczajacym

i itrumieniem), badz tez w poblizu osi

strumienia wytworza fale Macha (róznica

cisnien wieksza),

Jezeli w osi strumienia umiescimy plaska,

sztywna icianke, przypadek pierwszy okaze
sie identyczny z regularnym odbiciem fali od

tej scianki. Przypadek drugi bedzie

natomiast odbiciem nieregularnym.

12 wrzesnia wieczorem Jowisz zostanie zakryty przez Ksiezyc. Zjawisko to bedzie widoczne
w calej Polsce. Rysunek obok przedstawia Jowisza tuz przy tarczy Ksiezyca, na kilka minut
przed zakryciem. Moment zjawiska jest inny dla róznych rejonów kraju, w Warszawie
nastapi ono (j godz. 20h43m czasu letniego. Ksiezyc bedzie w fazie bliskiej I kwadry, a moment
znikniecia Jowisza za ciemnym brzegiem naszego satelity bedzie dobrze widoczny, o ile pogoda
dopisze. Niestety, nastapi to przy niskim polozeniu Ksiezyca nad horyzontem (4° - 6°) i nie

bedzie mozna ogladac juz odkrycia planety (przy jasnym brzegu Ksiezyca, który b~dzie juz pod
horyzontem).

Zakrycia planet przez Ksiezyc, widoczne z terenu Polski, sa zjawiskami rzadkimi - zdarzaja sie
co kilka, a nawet co kilkanascie lat. Obecny rok jest pod tym wzgledem wyjatkowy: w Polsce
sa widoczne az trzy zakrycia Jowisza przez Ksiezyc (poprzednie mialy miejsce 6 marca i 26 maja).
Zakrycia planet i podobne zjawiska - zakrycia gwiazd przez Ksiezyc - wzbudzaja zawsze duze
zainteresowanie wsród obserwatorów, a takze wsród rzesz milosników astronomii. W Polsce

regularne obserwacje tego typu prowadza czlonkowie Polskiego Towarzystwa Milosników
Astronomii.

Czym powodowane jest zainteresowanie tym obserwowanym od poczatków astronomii
zjawiskiem? Otóz, obserwacje tego typu ciagle przynosza nam informacje na temat:
l) tzw. profilu Ksiezyca, tzn. ksztaltu globu ksiezycowego, wysokosci gór na jego powierzchni,
ich polozenia itd;

2) orbity naszego satelity; orbita ta, najlepiej znana ze wszystkich orbit, jest wyjatkowo
w szczególach skomplikowana. Dziesiatki drobnych poprawek (m.in. wplyw Slonca, perturbacje
od innych planet, efekty relatywistyczne, precesja) wymagaja dokladnego okreslenia;
3) srednic planet, ich ksiezyców i gwiazd. W przypadku gwiazd wykorzystuje sie tu obraz
dyfrakcyjny, który tworzy sie na krawedzi Ksiezyca. Odstepstwa tego obrazu od obrazu zródla

punktowego pozwalaja na wyznaczenie srednic gwiazd rozmiarów 10- 3 sekundy· luku;
4) rozkladu jasnosci na powierzchni gwiazd i ich ewentualnej podwójnosci;
5) istnienia i struktury pierscieni wokól planet itd.

Zjawiskiem podobnego typu sa zakrycia gwiazd przez planety i planetoidy. Sa to zjawiska

wyjatkowo rzadkie dla danego punktu obserwacji. Pas zakrycia (pas na powierzchni Ziemi,
z którego widac zakrycie) ma taka szerokosc, jak zakrywajaca planeta. W przypadku planetoid
moze on miec szerokosc paru kilometrów. Z obserwacji tych mozna równiez uzyskac wiele

.informacji m.in. o ksztalcie planetoid (czasem bardzo dziwnym, jak sie' okazuje), ich ewentualnej
podwójnosci (tez odkryto takiego dziwolaga).

Roman FANGOR i Tomasz CHLEBOWSKJ
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Zjawiska krytyczne, czyli
co sie dzieje w poblizu
punktu krytycznego

Dr Marek NAPIÓRKOWSKI
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Zanim odpowiemy na postawione w tytule pytanie, przypomnijmy
przebieg wykresu fazowego typowej substancji, np. dwutlenku

wegla. Wykres taki (w zmiennych cisnienie (p) i temper~tura (T))
przedstawiony jest na rysunku l. Krzywe pokazane na wykresie
sa krzywymi wspólistnienia dwóch sposród trzech róznych stanów
skupienia (faz), w jakich dwutlenek wegla moze wystepowac.
Spotykaja sie one w jednym punkcie, tzw. punkcie potrójnym (t),

w którym wspólistnieja wszystkie trzy fazy. Innym
charakterystycznym punktem wykresu jest tzw. punkt krytyczny
(c), w którym konczy sie krzywa wspólistnienia fazy cieklej
i gazowej. Dla temperatur wyzszych od temperatury krytycznej
(dla dwutlenku wegla Te = 304,2 K, Pe = 72,8 atm) nie ma
sensu rozróznianie fazy gazowej i fazy cieklej. Te jedyna faze
wystepujaca dla T > Te okresla sie czesto mianem fazy plynnej.
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Dzieki temu, ze istnieje punkt krytyczny, z fazy gazowej mozna
przejsc do fazy cieklej w sposób ciagly, tj. nie przecinajac krzywej
wspólistnienia tych faz. Oznacza to, ze tak naprawde miedzy
ciecza i gazem nie ma wielkiej róznicy.

Rozwazmy teraz diagram fazowy dla zupelnie innej substancji;
dla ciala o wlasciwosciach magnetycznych. Jako przyklad wezmy
trój bromek chromu (CrBr3), który jest ferromagnetykiem.
Ograniczymy sie teraz do fazy stalej, w której CrBr3 zmiellia
swe wlasnosci magnetyczne w zaleznosci od warunków
zewnetrznych. W tym tez sensie bedziemy mówic o diagramie
fazowym. Jest on przedstawiony na rysunku 2. Na wykresie
zaznaczony zostal punkt kryty(.,'ZllY,w którym, podobnie jak to
bylo w poprzednim przykladzie, zanika róznica miedzy fazami.
O tym, jakie to sa fazy - za chwile. Zbudujmy najpierw prosty
mikroskopowy model ferrornagnetyka.



Gdy dla róznych ukladów zmierzono wymienione wyzej
wielkosci, to okazalo sie, ze ich .rozbieznosci maja podobny
charakter. Mozna je opisac za pomoca prawa potegowego i tzw.

wykladników krytycznych. Na przyklad gdy n = O i T" Te, to
rozbieznosc podatnosci magnetycznej opisana jest przez

T-T.
X - T-Y, gdzie T = e. Zmienna T jest bezwymiarowa

Te -

miara odleglosci od punktu krytycznego (wzdluz osi H = O),

a wykladnik krytyczny y opisuje charakter rozbieznosci.
Identycznie zachowuje sie scisliwosc x: gdy do punktu
krytycznego zblizamy sie wzdluz izochory krytycznej (gestosc
plynu caly czas jest równa gestosci krytycznej), to x - T-Y.

Oczywiscie a priori )' dla magnetyka i y dla plynu sa to dwie
rózne wielkosci.

momentów magnetycznych skierowana jest w te sama strone,
dla T > Te uporzadkowanie to znika (rys. 4). Parametr

uporzadkowania mozna zdefiniowac równiez dla plynu (wykres
fazowy z rysunku 1). Jest nim róznica aktualnej gestosci n

i gestosci w punkcie krytycznym ne. Tak zdefiniowany parametr
uporzadkowania, podobnie jak magnetyzacja, znika w punkcie
krytycznym.

Doswiadczenie pokazuje, ze rózne uklady w punkcie krytycznym
maja kilka wspólnych cech. Jedna z nich jest rozbieznosc
podatnosci rriagnetycznej (rys. 5) w przypadku ferromagnetyka
i scisliwosci izotermicznej (x) w przypadku plynu. Podatnosc

magnetyczna X = ( óm) opisuje reakcje magnetyzacji naón T=consl

zmiany zewnetrznego pola magnetycznego przy ustalonej

I (ón) .
temperaturze. Scisliwosc x = - -- okresla natomiast

n óp T

reakcje gestosci na zmiany cisnienia, a wiec podobnie jak
podatnosc opisuje zmiane parametru uporzadkowania wywolana
zmianami kontrolowanego w doswiadczeniu zewnetrznego bodzca.
Ponadto eksperymentalnie stwierdzono, ze w punkcie

krytycznym staje sie nieograniczone cieplo wlasciwe; dokladniej
w przypadku magnetyków - cieplo wlasciwe CH mierzone przy

·stalym polu zewnetrznym, a w przypadku plynów - cieplo
wlasciwe przy stalej objetosci Cv.

300250200150100

16

20

Rys. 5 Podatnosc magnetyczna MnF.1 w otoczeniu punktu krytycznego
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Magnetyzacja ukladu jest przykladem tzw. parametru

uporzadkowania. Pochodzenie nazwy jest oczywiste; przy n = O

dla T < Te W ukladzie panuje "porzadek", bo wiekszosc

Nie ma oczywiscie sensu porównywanie wypadkowego momentu magnetycznego

dla danej konfiguracji z mierzonym doswiadczalnie momentem magnetycznym
ukladu. Kontakt ukladu z otoczeniem (termostatem) iwzajemne oddzialywanie

czastek powoduja bowiem ciagle zmiany konfiguracji elementarnych momentów

magnetycznych nawet wtedy, gdy obserwowane wlasnosci makroskopowe sa

niezmienne w czasie, jak to ma miejsce w stanie równowagi termodynamicznej.
Z danymi doswiadczalnymi porównuje sie sredni moment magnetyczny obliczony
w nastepujacy sposób.

Rozwazmy wiele ukladów modelowych w tych samych warunkach zewnetrznych

(temperatura), Dla kazdego z nich mozna obliczyc wypadkowy moment

magnetyczny i dopiero srednia tych momentów porównuje sie
z doswiadczeniem.

Wyobrazmy sobie, ze uklad nasz sklada sie z elementarnych
momentów magnetycznych umieszczonych w wezlach sieci
krystalicznej. Struktura sieci nie jest w naszych rozwazaniach
istotna. Zalózmy ponadto, ze kazdy elementarny moment
magnetyczny moze przyjmowac tylko dwie orientacje: "do góry"
i "W dól". Oddzialywanie momentów magnetycznych uwzglednimy
w naj prostszy sposób zakladajac, ze kazdy moment oddzialuje
wylacznie ze swoimi naj blizszym i sasiadami: w przypadku
trójwymiarowej sieci kubicznej jest ich szesc, a w przypadku
dwuwymiarowej sieci kwadratowej cztery. Energia wzajemnego
oddzialywania dwóch momentów moze przyjmowac tylko dwie
wartosci:
- I, gdy momenty sa skierowane zgodnie i +I, gdy sa skierowane
przeciwnie (I > Q).

Spróbujmy teraz powiazac ten mikroskopowy model z mierzonymi
doswiadczalnie, makroskopowymi cechami ferromagnetyka.

Jezeli uklad znajduje sie w dosc wysokiej temperaturze, to typowa
konfiguracja momentów magnetycznych jest taka, jak na
rysunku 3. Mniej wiecej tyle samo jest momentów skierowanych
"do góry" co i "w dól" i wypadkowy moment magnetyczny jest
równy zeru. Takiej sytuacji odpowiadaja punkty wykresu
fazowego CrBr3, dla których n = o i T> Te. Gdy uklad
umiescimy w polu magnetycznym (jednorodnym, skierowanym

"do góry"), wówczas elementarne momenty magnetyczne beda
chetnie ustawialy sie zgodnie z kierunkiem pola. Spowoduje to,
ze sredni wypadkowy moment magnetyczny bedzie rózny od zera
i skierowany "do góry" (górna strzalka na rysunku 2).
Podobnie, gdy zewnetrzne pole magnetyczne jest skierowane

"W dól", taki sam kierunek ma sredni wypadkowy moment
magnetyczny (strzalka dolna).

Nic nie powiedzielismy jeszcze o sytuacji, gdy n = o i T < Te.

Z danych doswiadczalnych· wiadomo, ze wówczas uklad takze
·ma niezerowy sredni moment magnetyczny. A zatem przy n = o
trój bromek chromu moze istniec w dwóch fazach - tzw. fazie

paramagnetycznej z m = O (m jest to wielkosc zwana
magnetyzacja, równa sredniemu momentowi magnetycznemu
przypadajacemu na jeden wezel) dla T;;:. Te i fazie

ferromagnetycznej z m # O dla T < Te; mówimy wtedy, ze
uklad wykazuje spontaniczna magnetyzacje. W punkcie krytycznym
(T = Te) znika spontaniczna magnetyzacja, a wiec zaciera sie
róznica miedzy fazami.

Rys. 3

m

Rys. 4

T

Rozbieznosc ciepla wlasciwego charakteryzuje sie za pomoca
wykladnika krytycznego 0(: ggy n = O i T " Te. to CH - T-OC,

a gdy n = ne i T" Te. to Cv - "t -OC.

Równiez zmiennosc parametru uporzadkowania w poblizu punktu
krytycznego mozna opisac zaleznoscia potegowa wprowadzajac
jeszcze jeden wykladnik krytyczny fJ: dla ferromagnetyka przy
H = O i T?' Te m - (-1')/3. Tym razem wykladnik krytyczny
charakteryzuje zdazanie wielkosci fizycznej do zera, a nie do
nieskonczonosci.
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CO, 0,10,341,35

CrBr,

0-0,20.37l.n
Ni

o0.421.35

Oto tabelka, w której przytoczone sa wartosci
liczbowe zmierzonych wykladników krytycznych dla trzech

, typowych substancji: plynu (C02) i dwóch ferromagnetykó'w
(Ni i CrBr3)'

Na tych trzech przykladach (oc, p, y) zamknijmy liste
wykladników krytycznych. Doswiadczalnie mierzy sie ich
znacznie wiecej; znacznie bogatsza jest lista osobliwych cech
ukladów w punkcie krytycznym.

Jak widac, dla róznych ukladów wykladniki krytyczne
maja w granicach nie zaznaczonego 'w tabelce bledu

doswiadczalnego prawie jednakowe wartosci. Na podstawie tych
danych wysunieto tzw. hipoteze uniwersalnosci, wedlug której
wykladniki krytyczne nie sa czule na szczególy budowy
substancji, nie zaleza np. od struktury sieci krystalicznej ani od
szczególów oddzialywania miedzyczasteczkowego. Zaleza
natomiast od kilku ogólnych cech ukladu, takich jak jego wymiar
przestrzenny i symetrie.

oddzialuja tylko naj blizsi sasiedzi, a w teorii pola sredniego
kazdy moment "czuje" obecnosc wszystkich pozostalych. Na tym
przykladzie widac, jak funkcjonuje hipoteza uniwersalnosci 
zasieg oddzialywania nalezy do tych czynników, które maja
wplyw na wartosci wykladników krytycznych. Zwrócmy ponadto
uwage, ze teoria pola sredniego nie prowadzi do ilosciowo
poprawnych wyników.

Od dwunastu lat fizycy dysponuja nowa, niezwykle efektywna
metoda obliczania wykladników krytycznych. Zostala ona
zaproponowana przez amerykanskiego fizyka K. G. Wilsona,
który w zeszlym roku otrzymal za nia nagrode Nobla w dziedzinie
fizyki.

Metoda ta zwana potocznie metoda grupy renorma/izacji jest
obecnie powszechnym sposobem analizy zjawisk krytycznych.
Jej zasadniczym sukcesem jest mozliwosc obliczania
wykladników krytycznych, my jednak ograniczymy sie do
przedstawienia prostej idei, na której jest oparta.

Na poczatek spójrzmy jeszcze raz na dwuwymiarowy model
, Isinga. Zalózmy, ze uklad znajduje sie w poblizu punktu

krytycznego: H = O, T > Te. W punkcie krytycznym pojawia sie
spontaniczna magnetyzacja, która rosnie w miare obnizania
temperatury. Ponizej punktu krytycznego wiekszosc momentów
skierowana jest srednio w te sama strone, zas powyzej punktu
krytycznego srednio polowa jest skierowana w góre i polowa
w dól.

y{3a.

Pojawia sie teraz nowy problem: mamy model ferromagnetyka
i chcemy wyznaczyc jego wlasnosci krytyczne, w tym wykladniki
krytyczne. Jak to zrobic? Sprawa nie jest prosta i dotychczas
udalo sie scisle, tj. bez zadnych przyblizen, rozwiazac ten
problem tylko dla kilku naj prostszych modeli. Nalezy do nich
model, którym poslugiwalismy sie do tej pory. Jest to tzw.

modellsinga. Jego nazwa pochodzi od nazwiska niemieckiego

fizyka, który w roku 1925 rozwiazal ten m<;>delw wersji
jednowymiarowej. Niestety, rozwiazanie to nie pr7ynioslo nic
ciekawego, uklad nie wykazywal spontanicznej magnetyzacji i nie
mial punktu krytycznego. Dlatego tez modelem tym przestano
sie interesowac i dopiero po prawie 20 latach norweski fizyk
pracujacy w Stanach Zjednoczonych, Lars Onsager, rozwiazal
jego wersje dwuwymiarowa. Tym razem uklad wykazywal
spontaniczna magnetyzacje, znaleziono punkt krytyczny

1 7
i wyznaczono wykladniki krytyczne: p = -, y = -, a cieplo

8 4

wlasciwe przy H = O dazy do nieskonczonosci logarytmiczn'ie:
CH ~ In •. Dzieki rozwiazaniu Onsagera model Isinga wzbudzil

zainteresowanie fizyków i obecnie nalezy do najwazniejszych
modeli fizyki statystycznej.

Wobec niewielkiej liczby scislych wyników istnieje wiele
przyblizonych sposobów obliczania wykladników krytycznych.
Jeden z nich, zwany teoria pola sredniego, opiera sie na
nastepujacym zalozeniu: kazdy moment magnetyczny ukladu
oddzialuje z kazdym z pozostalych w taki sam sposób, niezaleznie
od jego odleglosci. Kazdy moment "czuje" wiec wplyw calej
reszty ukladu. Wplyw ten moze byc reprezentowany przez pewne
dodatkowe, zalezne od stanu ukladu, pole magnetyczne, które
nalezy dodac do pola zewnetrznego. Uklad traktufemy wówcza's'
jak zespól nieoddzialujacych momentów poddany dzialaniu
sumarycznego pola. Wykladniki krytyczne obliczi:me w ramach

1
tego modelu maja nastepujace wartosci: p = -, y = l, oc = O

2

(oznacza to, ze cieplo wlasciwe doznaje skoku przy przechodzeniu
przez punkt krytyczny). Wartosci te sa inne niz w przypadku

. dwuwymiarowego modelu Tsinga, ale tez i modele sa zasadniczo
rózne. W modelu Tsinga oddzialywanie ma bardzo krótki zasieg-

Dokladny obraz mi,kroskopowy je~t nastepujacy: w miare
zblizania sie do pu\?ktu krytycznego w ukladzie pojawiaja sie
grona momentów magnetycznych, których wiekszosc skierowana

jest w te sama strone. Im blizej punktu krytycznego, tym te
grona sa wieksze. Ilustruje to rysunek 6, który zostal opracowany
na podstawie modelowania ukladu magnetycznego na
komputerze. Zwrócmy uwage na sytuacje w punkcie krytycznym.
W duzym gronie momentów, których wiekszosc jest skierowana
w góre, widac kilka mniejszych gron, w których wiekszosc
momentów jest skierowana w dól. Z kolei w tych ostatnich
mozna wyróznic kilka jeszcze mniejszych gron, w których
wiekszosc momentów jest skierowana do góry, w nich mniejsze
itd., itd, Obraz ten mozna prowadzic dalej az do poziomu
pojedynczego momentu. Co z niego wynika?

Gdyby za elementarny moment magnetyczny przyjac nie
pojedynczy moment umieszczony w wezle sieci, ale grono
momentów, to wówczas uklad zbudowany z tych nowych
elementarnych momentów magnetycznych wygladalby w punkcie
krytycznym tak samo, jak wyjsciowy uklad (rys. 7). Zwrócmy
jednoczesnie uwage, ze obraz ten nie zalezy od rozmiarów grona
traktowanego jako elementarny skladnik ukladu. Ta cecha ukladu
nosi nazwe niezmiennosci wzgledem skalowania - uklad wyglada
tak samO niezaleznie od skali dlugosci stosowanej przy jego
obserwacji. Metoda grupy renormalizacji polega na
wykorzystaniu tego faktu. Nalezy zatem opisac ten sam uklad
w dwóch róznych skalach dlugosci, a nastepnie zazadac, by opisy

te byly takie same. Oznacza to zadanie, by oddzialywanie
pomiedzy elementarnymi skladnikami ukladu bylo, niezaleznie od
skali opisu, takie samo. Z uzyskanych w ten sposób równan
mozna juz wydobyc informacje na temat wykladników
krytycznych.

Metoda grupy renormalizacji wykorzystywana jest nie tylko przy
opisie zjawisk krytycznych. Stosuje sie ja takze do analizy takich

zagadnien, jak bladzenie przypadkowe czy tez do analizy
pewnych problemów fizyki czastek elementarnych. Jest ona
równiez wykorzystywana do badania zjawisk towarzyszacych
dochodzeniu ukladu do stanu równowagi.

,12



Rys. 6 Kazdy kwadracik reprezentuje elementarny moment magnetyczny

lJ,mieszczony w wezle sieci dwuwymiarowej. Kolor bialy oznacza moment

skierowany "do góry", czarny "w dól".

Rys. 7 Ten sam uklad obserwowany w rÓZnych skalach dlugosci. Obraz b) ukladu otrzymuje 'sie z obrazu wyjsciowego a) przez

reprezentowanie kazdego kwadratu 3 x 3 jednym momentem magnetycznym o kierunku takim, jaki ma wiekszosc momentów
w tym kwadracie. Tak samo otrzymuje sie obraz c) na podstawie b) itd.

Widac, ze gdy T = Te, to obraz sie nie zmienia.

bJ

ej
II

dJ
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Kamieniolom na Szklanej Górze

Dr inz. Krzysztof ZMIJEWSKI

Inzynierowie budowlani to dziwna kasta gnomów.
W kamieniolomach matematycznej 'Szklanej Góry wylamuja
bloki i tluczen, aby po przeróbce wznosic z nich nie szklane, lecz
zelbetowe domy. Niszczac krystaliczna strukture nauki o swiecie

r~eczy, których nie ma, buduja swiat az nazbyt realny. Nie badaja
istotnej struktury materii - to przywilej fizyków. Inzynierowie
jako pragmatycy patrza przez filtry eliminujace to, co z ich
punktu widzenia pominac mozna. W tak skonstruowanym
zastepczym schemacie rzeczywistosci pojawiaja sie zjawiska
i obiekty rodem ze Szklimej Góry. Zobaczmy, jak wyglada ten
zastepczy swiat.

W trakcie projektowania konstrukcii nalezy okreslic, jakie
obciazenia na nia dzialaja, z jakiego materialu jest wykonana i jak
ten material sie zachowuje. Sa to dane wejsciowe, po zakonczeniu
obliczen otrzymujemy informacje o odpowiedzi konstrukcji na

obciazenia. Jezeli odpowiedz nie jest zadowalajaca, to zmieniamy
dane weisciowe, jezeli zas rezultat jest pomyslny, to proces sie
konczy - na placu budowy.

Bardzo czesto sie zdarza, ze obciazenie pewnej konstrukcji
skoncentrowane jest w otoczeniu pewnego punktu. W takim
przypadku korzystamy z pojecia sily skupionej. Sila ta jest
wypadkowa tego obciazenia, na przyklad ciezarem znajdujacego
sie tam ciala. Linoskoczek iest dla inzyniera dystrybucyjna
nieciagloscia obciazenia liny, na której stoi. Jednakze widzowie
ogladajacy popisy akrobaty nie sa traktowani jako zbiór sil
skupionych, lecz jako ciagle obciazenie widowni, jezeli tylko
siedza dostatecznie gesto.

Niech x E D, gdzie Q jest obszarem przestrzeni,zajetym przez
konstrukcje. Przez q oznaczymy funKcje opisujaca obciazenie;
gdy jest ono sila skupiona, funkcja ta ma postac

q(x) = P' ó(x-xo),

Xo E D jest tu punktem przylozenia sily, a P jej wartoscia, ó jest
dystrybucja Diraca.

Równie istotne jak modelowanie obciazenia w przestrzeni jest
jego przedstawienie w czasie. I tu takze napotykamy swiat
nieciaglosci. Obciazenie dzialajace w ciagu bardzo krótkiego
czasu (chwilowe) mozemy zapisac nastepujaco:

q(x, t) = q(x)· ó(t-to),

gdzie to jest chwila, w której pojawila sie i zniknela sila. Opis
powyzszy odpowiada gwaltownej eksplozji lub uderzeniu
pociskiem. Oczywiscie bombardowanie kroplami deszc7u lub
molekulami gazu modelujemy funkcjami ciaglymi.

Obciazenie, które nagle pojawilo sie na konstruk«ii, ale na niej
pozostalo, przedstawiamy w postaci

, q(x, t) = q(x)(J(t-to),

to jest chwila przylozenia obciazenia q, a Ojest dystrybucja

Ho/lviside' a.
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Zmienna w czasie moze byc nie tylko wartosc sily, ale i jej
polozenie. Kolo ladujacego samolotu wywiera na pas startowy
nacisk, który mozna okreslic w nastepujacy sposób:

q(x, t) = P(t)· ó(x-xo(t»· O(t-to),

gdzie xo(t) oznacza polozenie kola w chwili t. Skupiony
charakter obciazenia opisuje tu ó Diraca, a nagly sposób jego
przylozenia O Heaviside'a.

Obciazenia skupione (modelowane za pomoca dystrybucji ó)
pelnia role szczególna. Jest to spowodowane nie tylko ich czestym
wystepowaniem w praktyce inzynierskiej, ale przede wszystkim

podstawowym charakterem uzyskiwanych za ich pomoca
rozwiazan. Poszukiwanie odpowiedniej konstrukcji
(a w zasadzie jej matematycznego modelu) sprowadzane jest
zazwyczaj do znalezienia rozwiazania liniowego problemu
granicznego.

W teorii równan rózniczkowych przez rozwiazanie problemu granicznego

w obszarze Q rozumiemy funkcje spelniajaca: pewne liniowe równanie
rózniczkowe w kazdym punkcie x E D, na jego brzegu pewien warunek zwany

warunkiem brzegowym, a w chwili to warunek nazywany warunkiem
poczatkowym.
Postac równania i warunków granicznych zalezy od fizycznego aspektu problemu.

W przypadku problemu o stalych wspólczynnikach dysponowanie
rozwiazaniem podstawowym c', tzn. takim, w którym prawa
strona (obciazeniem) jest Ó Diraca, umozliwia znalezienie
rozwiazania u dla praktycznie dowolnego obciazenia q. Mamy
wtedy

u(x) = ~q(y)' c(x-y)dy,
f}

jezeli tylko powyzsza calka istnieje.

Czarnoksieznik ze Szklanej Góry, a nawet jego uczen z latwoscia
rozpozna w tym tekscie reke kamieniarza. Wyrafinowany aparat
teorii dystrybucji potraktowany tu zostal tak, jak wielka pieczec
królewska, ale orzechy lubia wszyscy.



x<O

x~OO(x) = {~

otrzymujac "funkcje" zwana dzis delta Diraca. Wykonywal na niej rózne
operacje, m.in. rózniczkujac ja. Nie mialo to sensu (tak samo, jak bezpodstawne
byly operacje, jakie Newton wykonywal na wielkosciach nieskonczenie malych) 
z wyjatkiem takiego, ze matematycznie wyprowadzone prawa mechaniki
kwantowej zgadzaly sie ze znanymi juz danymi doswiadczalnymi.

Z poczatkami analizy matematycznej tez tak bylo, choc Berkeley, glówny
oponent Newtona napisal" Wyniki rachunków na wielkosciach nieskonczenie
malych dlatego zgadzaja sie z doswiadczeniem, ze horrendalne bledy, jakie
popelnia sie w trakcie obliczen, znosza sie nawzajem". Nalezalo tylko zadbac
o logiczna poprawnosc podstaw teorii.

Jak poprawnie zdefiniowac delte Diraca? Trzeba spojrzec na nia nie jak na
funkcje, a jak na dystrybucje. Szczególy w arty.kule.

W koncu lat dwudziestych tego wieku Dirac tworzac matematyczne podstawy
mechaniki kwantowej rózniczkowal funkcje

gdy x jest liczba nie wymierna{l/q,
\l'(x) =

O,

Dowód, ze funkcja Riemanna

gdy x = p/q i ulamek p/q jest

nieskracalny ,

jest ciagla w kazdym punkcie niewymiernym,
a nieciagla w wymiernym. Wezmy bowiem
dowolna liczbe c > O i niech a bedzie
dowolnym punktem osi liczbowej. Wybierzmy
m wieksze niz l/e. W sumie przedzialów
otwartych (a - 2, a)u(a, a + 2) jest skonczona

liczba takich punktów wymiernych p/q, ze
q ~ m (nie wiecej niz 4m2). Niech 6 bedzie

odlegloscia a od najblizszego takiego punktu.

Z okreslenia funkcji", wynika, ze dla kazdego

x E (a- 6, a)u(a, U+ 6) mamy 1",(x)1 < c

(jesli x f Q, to ",(x) = O; a jesli x E Q
i x = p/q, to q .; m). Wynika stad, ze funkcja

V'jest ciagla w kazdym punkcie niewymiernym
i nieciagla w wymiernym. Nieciaglosc jest
usuwalna - mozna w punkcie wymiernym
zmienic wartosc funkcji z l/q na O.

Dr Henryk KOLAKOWSKI

Czym sa dystrybucje

o nalezy do E, ale nie ma pochodnej w punkcie x = O.
Zajmiemy sie tutaj rozszerzeniem. zbioru E do pewnego nowego
zbioru D', w którym daloby sie sensownie okreslic operacje
rózniczkowania. Uzyskamy w ten sposób mozliwosc
rózniczkowania dowolnego elementu ze zbioru E.

Niech f bedzie odwzorowaniem zbioru funkcji próbnych w liczby

rzeczywiste, tzn. f: D -+ R. Symbolem (I, lp) oznaczamy wartosc
odwzorowania f na elemencie lp, czyli liczbe f(lp). Przechodzimy
teraz do zdefiniowania zbioru D' ..

Powiemy, ze odwzorowanie f: D -+ R jest dystrybucja (nalezy
do D'), jezeli

l) dla dowolnych lp" lp, E D; CXI, CX2 ER

(I, CX,lpl +CX2lp2) = CXI(l,lpl)+OC2U, rp2),

2) dla dowolnego ciagu (rp.) zbieznego w D do funkcji lp

lim (I, lp.) = (I, lp),
n_OC!

tzn.

l) f jest odwzorowaniem liniowym,
2) f jest odwzorowaniem ciaglym.

Podobnie okresla sie zbiór E' odwzorowan zbioru COC! w zbiór R.
f: COC! -+ R jest elementem E', jesli
l) f jest odwzorowaniem liniowym,
2) f jest odwzorowaniem ciaglym, tzn. jesli ciag (lp.) zbiega
w COC! do lp, to Iim (I, lp.) = (I,lp).

n_OC!

dla x;;. O

dlax<O8(x) = {~

Oznaczmy przez E zbiór funkcji calkowalnych na kazdym
skonczonym przedziale (a, b). Do zbioru E naleza w szczególnosci
wszystkie funkcje ciagle, okreslone na prostej rzeczywistej R.
Oczywiscie z faktu, ze f E E nie wynika ciaglosc, a tym bardziej
rózniczkowalnosc f Przykladem moze byc funkcja 8 przyjmujaca
w punkcie x wartosc

Zapoznajmy sie wpierw z kilkoma pojeciami. Symbolem COC!

oznaczamy zbiór funkcji majacych pochodne dowolnego rzedu.

Przyklady

1) Niech fE E,lp E D. Wzór

dla xe(-a,a)

dla x rl (-a, a).

Powiemy, ze funkcja rpjest funkcja próbna lub krótko rp E D,
jezeli rp E COC! i istnieje taka liczba r > O, ze lp(x) = Odla
x rl ( - r, r). Przyklad funkcji próbnej lp (a jest liczba dodatnia):

I a'

- a2_x2

lp(x) = ~

Powiemy, ze ciag funkcji próbnych (lp.) jest zbiezny w D do
funkcji lp E D, jezeli
I) istnieje taka liczba r > O, ze dla kazdego n

lp.(x) = O dla x rl (-r, r),

2) dla kazdego k ciag (lp~O» jest jednostajnie zbiezny do lp(O)

(f(O) oznacza pochodna rzedu k funkcji/).

Powiemy, ze ciag (lp.) elementów zbioru COC! jest zbiezny w COC!

do funkcji lp E C OC!, jesli dla kazdego k ciag (lp~O»)jest jednostajnie
zbiezny do lp(O) w dowolnym przedziale <a, b).

00

(I, lp) = ~ f(x)lp(x)dx
-00

okresla dystrybucje (oznaczamy ja nadal symbolem/), a wiec
f E D'. Tak wiec kazda funkcje f E E mozemy traktowac jako
element D', W szczególnosci funkcja 8 tez jest dystrybucja zwana
dystrybucja Heaviside'a.

2) Tzw. delta Diraca (6) je,t dystrybucja okreslona wzorem

(6, lp) = lp(O)

(o jest równiez elementem zbioru E', w szczególnosci (o, 1) = I).
Okazuje sie, ze nie istnieje taka funkcja fE E, ze (o, lp) = (I,lp)

dla kazdej funkcji próbnej lp. A wiec zbiór D' zawiera E jako
podzbiór wlasciwy.

Zalózmy, ze fi i jej pochodna f; naleza do E, a lp jest funkcja
próbna. Korzystajac ze wzoru na calkowanie przez czesci mozemy
napisac

Mówimy, ze ciag funkcjif.:R - R zbiega jednostajnie do funkcji f:R _ R,

gdy 1\ V 1\ 1\ If.+o(x)-f(x)1 < c .
• >0 neN keN xeR

00

~ f;(x)lp(x)dx =
-00 -OC!

fi (x) lp'(x) dx.

t5



Funkcja g jako funkcja gestosci powinna spelniac warunek

Wzór ten jest punktem wyjscia do zdefiniowania pochodnej
dystrybucyjnej dowolnej dystrybucji f
Pochodna dystrybucji jnazywamy taka dystrybucje g, ze dla
dowolnej funkcji próbnej mamy

Przyjmijmy na poczatek, ze

{+<Xl
g(x) = lim g.(x) =

.~o O

dla x = O

dla x # O.

(g, rp) = - (j, rp').

Zamiast g piszemy dalej po prostuj'.

Znajdzmy pochodna dystrybucji Heaviside'a (J. Zgodnie
z definicja

00

~ g(x)dx = l.
-00

00

Tymczasem \ g(x)dx = O. A wiec nie tedy droga.
-00

00

({)', rp) = - ~ rp'(x)dx = rp(O) ,,;, (<5, rp).
o

Zatem w sensie dystrybucyjnym (J' = <5.

Na zakonczenie wskazemy na pewne zastosowania pojecia
dystrybucji. Zastanówmy sie, jak okreslic funkcje gestosci g

zwiazana z punktem materialnym o masie l. Powiedzmy, ze
punkt ten pokrywa sie z punktem,x "'" O na osi liczbowej R.
Rozmiescimy mase l równomiernie wzdluz odcinka (- E, E).

W rezultacie otrzymamy nastepujaca funkcje gestosci

g.(x) = {lE

spelniajaca warunek
00

dlaxE(-E,E)

dla x rf, ( - E, E)

Powiemy, ze ciag dystrybucji er.) jest zbiezny slabo dOjE D',

jesli dla kazdej funkcji próbnej rp

lim (J", rp) = (f, rp).
n~oo

Obliczmy teraz slaba granice funkcji g. (traktowanych jako
elementy D'). Granica ta istnieje i jest równa delcie Dirac'i.
Istotnie

00

lim ~ g.(x)rp(x)dx = lim ~ _1_ rp(x)dx = rp(O) = (<5,rp).
t-O -00 e-+O -e 2e

W celu otrzymania pelnej gestosci nalezy wiec obliczyc wartosc
delty Diraca na funkcji równej tozsamosciowo jednosci. Tak wiec
wspomniana wyzej funkcja gestosci g nie jest juz zwykla funkcja,
lecz dystrybucja.

g.(x)dx = l.
-00
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Skrót regulaminu
Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan z numeru 1/1983

Marek Galeoki - Milanówek 50,41pkt

Zbigniew Bartold - Gdynia 48,83pkt
Dariusz Sowizdrzal - Szczecin 44,51pkt
Krzysztof Trautman - Warszawa 40,5Opkt
Artur Smolczyk - Tarnów Op. 34,95pkt
,Jerzy Janowicz - Boleslawiec34,04pkt
Mari us Z Fis zer - Duszniki Z. 31, 80pkt
Tomasz Bieganski - Lublin 28,68pkt

i zadan z numeru 2/1983

Krzysztof Trautman - Warszawa 48,41pkt
Jerzy Janowicz - Bcleslawiec39,92pkt
Mariusz Fiszer - Duszniki Z.36,72pkt
Artur Smolczyk - Tarnów Op. 34,95pkt
Jaoek Uryga - Bytom 34,53pkt
Tomasz Bieganski - Lublin 28, 68pkt
Marian Roman - Elk 27,32pkt

Wspólczynniki trudnosci zadan:
43 44 45 46 47 48

2,90 2,21 2,88 3,39 2,36 2,84

Kolejnymi uczestnikami ligi, którzy
wesui do Klubu 44, sa panowie:
M.Galecki, Z.Bartold, D.Sowizdrzal,

K.Trautman.

Reprezentuja - jak widac - Wybrzeze
oraz Warszawe z okolica.

Klub 44

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamy w nr n +4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej
kartce). mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w skali od Odo l z dokladnoscia
do 0,1. Ocene mnozymy przez

'4 _ 3 . suma ocen za rozwiazania danego zadania
liczba osób, które nadeslaly choc. jedno rozwiazanie z numeru

i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym cz;"ie) zostaje on czlonkiem Klubu,
a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Lige organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, oraz nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr 9/1981.

Zadania nr 58, 59, 60

Termin nadsy!ania rozwiazan: 31 X 1983

58. Jak wiadomo, wartosc funkcji wykladniczej eXjest dla kazdego x równa sumie szeregu

00 x"

L: -. Który wyraz tego szeregu jest (przy ustalonym x > O) najwiekszy?
n=O n!

59. Jakim trójkatom ABC przysluguje wlasnosc nastepujaca: dla kazdego punktu P lezacego
wewnatrz trójkata ABC mozna z odcinków AP, BP, CP zbudowac trójkat?

60. Liczbe 24 mozna na dwa sposoby zapisac w postaci sumy czterech swoich róznych
dzielników: 24 = 1+3+ 8+ 12 = 2+4+6+ 12. Jaka jest maksymalna liczba sposobów, na
które liczba naturalna moze byc przedstawiona jako suma czterech swoich róznych dzielników?
Wskazac najmniejsza liczbe naturalna realizujaca to maksimum.
Zadanie 59 przyslal nasz Czytelnik, pan Piotr Chrzastowski z Warszawy.

tS



Przypominamy tresc. zadan z nr 4/1983

52. Na plas~zyznie dana jest lamana zamknieta L o n bokach. Dowiesc, ze
mozna ponumerowac jej wierzcholki kolejno: Ao ... A._l tak, by dla kazdego

m<nbyloAoA,+A,A.+ ... +A ••_,A •• ;.. ~·dlugoSc L.n

53. Udowodnic zbieznosc i znalezc granice ciagu okreslonego wzorem
rekurencyjnym Xl = a+b, Xn+ 1 = a+b-abxii1, a+h '::i= O.

54. Czy zbiór wypukly na plaszczyznie nie zawierajacy zadnej pólprostej musi
byc ograniczony? To samo dla podzbioru wypuklego przestrzeni trójwymiarowej.

Rozwiazania zadan z numeru 4/1983
. 52..Dla dowolnej ~zesci J lamanej L, zlozonej z m kolejnych
boków (m dowolne ~ n), oznaczmy dlugosc J przez d(J)
i przyjmijmy hej) = d{J) - (m/n)d(L). Oczywiscie heL) = O.

Niech Jo bedzie taka czescia, dla której h ma wartosc naj mniejsza
(jesli takich czesci jest kilka, wybieramy dowolna z nich). Gdyby
Jo bylo identyczne z cala lamana L, znaczyloby to, ze h przyjmuje
tylko wartosci ;;:. O, co jest mozliwe jedynie wtedy, gdy wszystkie
boki sa równe. Teza jest w tym przypadku, rzecz jasna,
spelniona. Odrzucajac ten przypadek, mozemy przyjac, ze Jo jest
wlasciwym podzbiorem L. Oznaczmy przez Ao jeden z konców
Jo i ponumerujmy wierzcholki L kolejno Ao, Al, A2' ... ,
wyruszajac z punktu Ao'w kierunku oddalajacym od Jo. Niech
A. bedzie drugim koncem Jo, tak, ze Jo = A. A. + l U ... u A._ I Ao.

54. a) Niech W bedzie zbiorem wypuklym na plaszczyznie, nie
zawierajacym zadnej pólprostej. Mozemy zalozyc, ze W nie lezy
na prostej (jesli lezy, to jest odcinkiem i zadanie jest trywialne).
Istnieje wiec w W trójka punktów niewspólliniowych, a zatem,
dzieki wypuklosci, W ma niepuste wnetrze: istnieje kolo K
o srodku O i promieniu r, zawarte w W. PrzypuSCmy, ze zbiór
W jest nieograniczony; znajdzie sie wiec ciag punktów P. (P. E W)
taki, ze dlugosci odcinków OP. daza do nieskonczonosci. Niech
Q. bedzie punktem pólprostej OP;; polozonym w odleglosci

rod O. Z ciagu punktów Q. mozna (wobec jego ograniczonosci)
wybrac podciag zbiezny; mozna wrecz zalozyc, ze Q1 , Q2, •..

jest juz tym podciagiem. Niech Q = limQ •. Zgodnie z zalozeniem,
istnieje na pólprostej OQ- punkt P nie nalezacy do W. Oznaczmy

,.,------~\/ \/ \/ \/ \( i
I I
I \

I M
I I I
I I
I II

I

Pokazemy, ze okreslona przez nas numeracja spelnia zadany
warunek. Zalózmy, ze tak nie jest, to znaczy, istnieje m takie,
ze dla J = AoAlu ... uA"_IA •• mamy d(J) < (m/n)d(L),
czyli hej) < O. Jezeli m ~ k, to, jak latwo sprawdzic, h(JouJ) =
= h(Jo)+h(J) < h(Jo), a jezeli m > k, to h(JonJ) = h(Jo)+

+ hej) < h(Jo), wbrew minimalnosci h(Jo). [Na rysookach

ilustrujacych te dwie sytuacje Jo zaznaczona jest gruba linia
ciagla, a J - gruba linia przerywana; linia kolorowa oznacza

czesc. lamanej L, dla której wartosc h bylaby mniejsza, niz
h(J.) - na pierwszym rysunku czescia ta jest J.uJ, a na drugim
JonJ].

53. Gdy a # b, sprawdzamy indukcyjnie, ze x. = (a·+' -b·+ l) X

x (a·-b·)-1 (zatem x. # O, co zapewnia poprawnosc definicji
rekurencyjnej). Poniewaz z zalozenia a+b # O, wiec lal # Ibl.
Niech np. lal> Ibl i niech c = b/a. Wtedy Icl < I oraz

x. = (a-bc·)(I-c·)-1 -+ a przy n -+ co. Zatem granica ciagu
x. jest ta z liczb a, b, która ma wiekszy modul. Gdy a = b,
sprawdzamy indukcyjnie, ze x. = a(l + l/n), skad x. -+ a.

przez S sektor plaszczyzny zlozony z punktów X takich, ze
pólprosta XP- przecina kolo K, ale odcinek XP jest z K
rozlaczny (na rysunku S jest obszarem czerwonym). Poniewaz
limlOP.1 = co, a kierunki pólprostych OP;; daza do kierunku
OP-, przeto prawie wszystkie punkty p. naleza do S. Niech
X = p. bedzie jednym z tych punktów. Na mocy okreslenia S
istnieje punkt Y E Kn(XP- - XP). Otrzymujemy sprzecznoSC
z wypukloscia W, bowiem X E W, Y E W, P rt W, P E XY.
Przypuszczenie, ze W jest zbiorem nieograniczonym, okazalo sie
bledne.

b) Dla zbiorów wypuklych w przestrzeni odpowiedz jest taka
sama. Gdy W jest zbiorem plaskim, wynika to z czesci a). Gdy
W nie jest plaski, zawiera czwórke punktów
niewspólplaszczyznowych, wiec ma niepuste wnetrze. Dalsze
rozumowanie jest dokladnym powtórzeniem rozumowania
z czesci a), z ta jedyna róznica, ze K jest teraz kula, zas S
stozkiem.

Uwaga. Przez oczywista indukcje rozumowanie przenosi sie na
przestrzenie dowolnego wymiaru.

Zadania, których nie umiemy rozwiazac (dzis troche z przymruzeniem oka)

I. Uproscic wyrazenie

( I I I 1)

-+- ---
x' y2 x' y2 . 8
I l - I I . x+ y x-y x2 y2

X2-Y xT+Y (x-Y + x+y)(7+XF-2)

(G. H. Chrystal, Algebra, An Elementary Textbook; A& C.
Black, Ltd London 1886).
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2. Gdy 86 lokci Polskich wyrównywaja 97 lokciom Litewskim,
54 Litewskich idzie na 59 Rossyjskich, 32 Rossy,iskich na 33
Amsterdamskie, Amsterdamskie 31 na 24 Lipskie, Lipskich 15
na 13 Berlinskich, Berlinskich 7 na 6 Wiedenskich; lokci
Polskich 454 ile uczyni Wiedenskich?

(P. Lhulier, Arytmetyka sposobem do pojecia latwym ulozona ... ,
Paryz 1785, przeklad polski 1841).


