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Czy Wielkie Twierdzenie Fermata jest
waznym zagadnieniem matematycznym?

Rozmowa z profesorem dr. Andrzejem SCHINZLEM,
czlonkiem korespondentem Polskiej Akademii Nauk,
wiceprezesem Polskiego Towarzystwa Matematycznego

-'- Panie Profesorze, czesto w matematyce slyszymy opinie: to jest wazne twierdzenie. Czy mozna

wytlumaczyc, jakie kryteria przyjmujemy uznajac odkrycie (czy hipoteze) za wazne? W teorii liczb
granica miedzy waznym twierdzeniem a efektownym jednostkowym faktem wydaje mi sie dosc .

waska ...

- Rozróznilbym dwa dosyc pokrewne pojecia: twierdzenie wazne i powazne. Przytocze moze

kilka mysli matematy~a angielskiego Hardy'ego. W swojej ksiazce "A Mathematician's Apology"
pisze on, ze jego zdaniem powaga (seriousness) twierdzenia nie lezy w jego konsekwencjach, ale
w znaczeniu idei matematycznych, które wiaze. Idea matematyczna jest znaczaca, jezeli, z grubsza
mówiac, moze byc w naturalny i konkretny sposób zwiazana z s~erokim kompleksem innych
idei. Szekspir wywarl ogromny wplyw na rozwój jezyka angielskiego, Otway prawie zadnego,
ale to nie dlatego Szekspir byl lepszym poeta. Byl lepszym poeta po prostu dlatego, ze pisal
lepsze wiersze.
Znaczenie idei matematycznych mozna mierzyc ich ogólnoscia i glebokoscia. Hardy pisze, ze
zadnej z tych jakosci nie umie okreslic precyzyjnie, ale ogólnosc idei matematycznej polega na
jej istotnej obecnosci w wielu konstrukcjach, w dowodach wielu twierdzen róznorodny.ch typów ..
Na przyklad dowód Pitagorasa niewymiernosci liczby y2 dopuszcza wiele daleko idacych uog6lnien.
Zwykle latwiej jednak zobaczyc, ze twierdzenie nie jest powazne: gdy mianowicie dotyczy tylko
izolowanych, kuriozalnych osobliwosci. Na przyklad: ze 8712 i 9801 sa jedynymi liczbami
czterocyfrowymi, podzielnymi przez swoje "odwrotnosci": 2178 i 1089. Albo ze l, 153, 370, 371
i 407 sa jedynymi Iictbami równymi sumie szescianów swoich cyfr. Ogólnosci twierdzenia-
pisze dalej Hardy - nie nalezy rozumiec w sensie logicznym, tzn. ze dotyczy ono bytów
abstrakcyjnych, a nie "konkretnych". Pewna umiarkowana generalizacja musi byc obecna
w kazdej mysli matematycznej, ale kazda rzecz jest wlasnie ta rzecza, a nie czym innym.
Róznice miedzy rzeczami sa co najmniej tak sam:> interesujace jak podQbienstwa. Nie
wybieramy przeciez swoich przyjaciól dlatego, ze ucielesniaja oni wszystkie mile cechy
ludzkosci, ale dlatego, ze sa wlasnie tacy, jacy sa. Wlasnosc wspólna zbyt wielu obiektom
rzadko moze byc naprawde interesujaca. Tu Hardy z kolei cytuje Whiteheada: "owocna
koncepcja polega na polaczeniu powaznych uogólnien z ograniczeniami narzuconymi przez
szczególowosc", happy particularity, jak pisze Whitehead w "Science and the Modern World".

Nieco dwuznacznie brzmiace po angielsku zdanie ujmuje to tak: General embedded in the concrete ...
G. Pólyapowiedzial: matematyk, kttJry umie tylko uogólniac, przypomina malpe, która umie tylko
wchodzic po drzewach; a ten kto umie tylko stosowac twierdzenia - malpe, która umie tylko
schodzic z drzew ... ,

- Hardy pisze dalej o glebokosci twierdzen i pojec matematycznych. Ma to pewien zwiazek
z trudnosciami: na ogól im glebsza mysl, tym trudniej ja pojac do konca. Nie jest to jednak

regula: idee zawarte w dowodzie Pitagorasa niewymiernosci y2 sa bardzo glebokie, ale nikt nie
uzna ich dzis za trudne. Idee matematyczne sa jednak ulozone - pisze dalej Hardy - w.u:stwowo.
Kazda warstwa, kazde pietro jest pelne wzajemnych polaczen z pojeciami lezacymi wyzej, nizej
i na tym samym poziomie. Im nizsze pietro, im glebsza warstwa, tym glebsze (i na ogól tym

trudniejsze) pojecie. I tak na przyklad "niewymiernosc" jest czyms glebszym niz pojecie liczby
calkowitej, a twierdzenie Pitagorasa o niewymiernosci Y2 glebsze niz twierdzenie Euklidesa
o tym, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.
Tyle, jesli chodzi o ksiazke Hardy'ego, z której wybralem, moim zdaniem, najciekawsze fragmenty.
Chcialbym dorzucic jeszcze kilka swoich uwag. Jak juz wspomnialem, oprócz pojecia powagi
mozna, przynajmniej w teorii liczb, mówic o waznosci twierdzen. Tak nazwalbym te
twierdzenia, które niosa w sobie wiele informacji o liczbach naturalnych. Teoria liczb jest w tej
specyficznej sytuacji, ze ma pewien jasno okreslony przedmiot baoan; mozna go porównac do
przedmiotu badan biologii. To jest inaczej, zupelnie inaczej, niz, powiedzmy, w algebrze.
l wobec tego sa w teorii liczb twierdzenia zawierajace wiele informacji nie bedace powaznymi
w sensie Hardy'ego.



Mówimy. ze liczba naturalna a jest nie-reszta
kwadratowa modulo p (gdzie p jest liczba
pierwsza), gdy kongruencja

x' •• a (mod p)

nie ma rozwiazania 'N liczbach calkowitych.

- Wspomnial Pan o "biologicznym" charakterze teorii liczb. Jako koronny przyklad prostego, ale
trudnego zagadnienia ,bywa najczesciej wymieniany problem Fermata nazywany przewaznie Wielkim
Twierdzeniem Fermata: równanie x· +y. = z· nie ma rozwiazan naturalnych, gdy n > 2. Czy

rozstrzygniecie tego zagadnienia staloby sie punktem zwrotnym teorii liczb, jej kamieniem
milowym, czy staloby sie jej swietem?

- Byloby na pewno swietem dla teoretyków liczb, bo. pozbyliby sie moze zmory amatorów

nadsylajacych "dowody" Wielkiego Twierdzenia Fermata. Natomiast ni~ byloby. ani punktem
zwrotnym, ani kamieniem milowym. Wielkie Twierdzenie Fermata stanuwi doskonaly przyklad
twierdzenia, które jest powazne w sensie Hardy'ego, ale które nie jest wazne w sensie, który
wlasnie podalem. Niewatpliwie, rozwiazanie tego zagadnienia wiaze sie z bardzo licznymi ideami
teorii liczb; zreszta nawet calej matematyki. Do Wielkiego Twierdzenia Fermata Kummer
stworzyl teorie "czYl\ników idealnych", która potem sformalizowal Dedekind i z której powstala
bardzo dzis wazna w algebrze teoria idealów. Dlatego jest to powazne zagadnienie. Nie jest za lo,
wedlug mnie, wazne. Sadze - a poparlaby mnie na pewno wiekszosc matematyków - ze
informacja, jakiej o liczbach naturalnych dostarcza nam to twierdzenie, jest stosunkowo skapa.
Porównam to moze z innym slawnym zagadnieniem teorii liczb: zagadnieniem Goldbacha (czy
kazda liczba parzysta wieksza od 2 jest suma dwóch liczb pierwszych). To zagadniepie jest
otwarte od 240 lat, ale postepy w jego rozwiazaniu maja inny charakter niz te przy twierdzeniu
Fermata. Dotychczasowe wysilki przynoszace znaczny postep w hipotezie Goldbacha

doprowadzaly od razu do calej serii podobnych wynikó,!\, uzyskiwanych ta sama metoda. Na
przyklad dowód Winogradowa, ze kazda dostatecznie duza liczba nieparzysta jest suma trzech
liczb pierwszych (a wiec kazda dostatecznie duza parzysta - suma czterech; wystarczy odjac 3)
przenosi sie na przypadek kombinacji liniowej liczb pierwszych ze wspólczynnikami calkowitymi.
Natomiast przy Wielkim Twierdzeniu Fermata mO,zesie okazac, ze równanie x· +y. = z·
zadnych rozwiazan w liczbach naturalnych nie ma, ale juz dla równania x· +y. = 2 z· ta metoda
nie da sie otrzymac "oczekiwanego" wyniku (x = y = z). Tu wlasnie tkwi róznica, dosyc
wyrazna, miedzy Wielkim Twierdzeniem Fermata a hipoteza Goldbacha. W tym ostatnim
zagadnieniu kazdy postep przynosi cala serie nowych rezultatów, a w zagadnieniu Fermata
kazdy postep w metodach byiby bardzo wazny, ale obecnie otrzymuje sie wyniki tylko bardzo
specjalne. Gdybym mial wiec klasyfikowac hipotezy teorii liczb z punktu widzenia waznosci,

a nie ich powagi, to na pierwszym miejscu postawilbym uogólniona hipoteze Riemanna o
zerach szeregów Dirichleta. Ma ona najwiecej róznorodnych, juz wyprowadzonych z niej
konsekwencji: o rozmieszczeniu liczb pierwszych albo np. o najmniejszej nie-reszcie kwadratowej.
Jest to slawny problem w teorii liczb: dla danej liczby pierwszej p oszacowac od góry jej
naj mniejsza nie-reszte kwadratowa. Uogólniona hipoteza Riemanna daje natychmiast
oszacowanie przez (Inp)2. Stanowczo ta wlasnie hipoteza teorii liczb prowadzi do najwiekszej
liczby rozstrzygajacych wyników.

- A propos twierdzenia Fermata. Jest ono dzis udowodnione dla wykladników n .;:; 125000

(Wagstaff, 1978). Wiadomo zas, ze ewentualne pierwiastki równania Fermata musza byc wieksze
niz wykladnik, tzn. co najmniej 125 000. To chyba zupelnie niweczy szanse znalezienia
kontr przykladu metodami "usiasc przy biurku - albo przy komputerze - i wyliczyc"?

- Tak, to oczywiste. Z tym ze oszacowanie przez wykladnik, o którym Pan wspomnial, jest
dosc trywialne. Bardziej dokladne jest nastepujace: jezeli xP+yP = zP (x, y, z- naturalne, p 
liczba pierwsza> 2; zagadnienie Fermata wystarczy badac dla wykladników bedacych liczbami
pierwszymi), to x, y i z sa równe co najmniej pp. Mozna znalezc zreszta i precyzyjniejsze
oszacowanie (np. K. Inkeri w 1953 r.).

- No tak, zatem zeby wyrachowac, ze konkretne x, y, z sa rozwiazaniem, musielibysmy dzialac

na liczbach wiekszych niz 125000 15625000000, majacych zatem ponad 80 miliardów cyfr. To wciaz
za duze liczby dla maszyn cyfrowych.

Wspomnial Pan tez o tym, ze rozwiazanie problemu Fermata przerwaloby moze fale listów z jego

"dowodaml'\ jakie wciaz przysylaja amatorzy. Nb. "Delta" tez dostawala. Jednak z powodu
swojego "biologicznego" charakteru teoria liczb jest specyficzna dyscyplina matematyczna.

Wiekszosc bowiem galezi matematyki jest niezrozumiala dla laika. Zeby ja zrozumiec, trzeba
wlozyc duzo wysilku. Dlatego zreszta tak trudno popularyzowac matematyke nie splaszczajac jej.
Tymczasem duze liczby kazdy sobie jakos tam wyobraza; kazdemu mozna wytlumaczyc, co to

jest liczba pierwsza i "pokazac" najwieksza .znana. Zwrot "rozlozyc na czynniki pierwsze" wszedl
nawet do jezyka potocznego. Wielu ludzi szuka rozwiazania równania Fermata poslugujac sie

kalkulatorami elektronicznymi. Czy mozna jeszcze cos odkryc.w teorii liczb nie bedac
profesjonalista?

- Nieprofesjonalista matematykiem czy nie - matematykiem?

- Nie - matematykiem.

- Moge przytoczyc bardzo ciekawy przyklad. W 1978 roku eqlerytowany urzednik bankowy .
H. L. S. Orde opublikowal w "Journal of the London Mathematical Society" elementarny dowód



wzoru Dirichleta dla liczby klas cial kwadratowych o ujemnym wyrózniku. Bylo to otwarte
zagadnienie od ponad 100 lat. Znane dowody tego twierdzenia wykorzystywaly metody

analityczne, nieelementarne, zwiazane z przejsciem granicznym. Dowód elementarny
próbowalo bezskutecznie znalezc wielu matematyków, a najwiekszy sukces odniósl w 1927 roku
matematyk radziccki Wienkow, który podal dowód obejmujacy wiekszosc - ale nie wszystkie 
mozliwe wyrózniki. Panu H. L. S. Orde udalo sie podac dowód kompletny. Sprawdza sie wiec
powiedzenie "wszyscy wiedzieli, ze to sie nie da zrobic; ignorant nie wiedzial i zrobil". A wiec
jest jeszcze pole do popisu dla amatorów w teorii liczb, chociaz rzecz jest niewatpliwie bardzo
trudna. Przede wszystkim jest olbrzymia mozliwosc, ze jezeli "amator" nawet znajdzie jakis
cenny wynik, to ktos to juz odkryl przed nim. Przeciez teoria liczb zajmuje sie tak wielu ludzi od
tak dawna. Bez dokladnego zbadania literatury mozna dojsc do dawno znanych rzeczy. Tak
wlasnie sie zdarzylo na konkursie' prac maturalnych PTM i "Delty" w 1982 roku. Jeden
z uczniów uogólnil pewne twierdzenie zawarte w ksiazce Sierpinskiego o teorii liczb, ale nie
orientowal sie, ze w miedzyczasie otrzymano juz rezultat znacznie' ogólniejszy. Musze
jednoczesnie dodac, ze rok przedtem w podobnym konkursie pan Jaroslaw Wróblewski uzyskal
w swojej pracy maturalnej ciekawy i zupelnie nowy wynik.

- Kolejne moje pytanie jest zwiazane z poprzednim. Zalózmy, ze mlody czlowiek (uczen albo

student) interesuje sie teoria liczb i chcialby sie nia zajmowac. Czego powinien sie nauczyc? Czy
teoria liczb jest samowystarczalna dyscyplina matematyki (jak np. niektóre dzialy geometrii), czy,

przeciwnie, korzxsta z twierdzen innych dyscyplin matematycznych?

Teoria liczb korzysta w wysokim stopniu z twierdzen innych dyscyplin. Mozna powiedziec, ze
wyzyskuje te dziedziny, bo bierze od nich wiecej, niz sama im daje. A czego sie trzeba nauczyc,
chcac specjalizowac sie w teorii liczb?' To bardzo zalezy od dzialu samej teorii liczb. Nie ma juz
na swiecie osób, które zajmowalyby sie wszystkimi czy nawet wiekszoscia jej dzialów. Do badan
np. nad rozmieszczeniem liczb pierwszych niezbedne sa wiadomosci z teorii funkcji analitycznych.
Do algebraicznej teorii liczb najbardziej potrzebna jest algebra abstrakcyjna, choc przydaje sie
tez teoria funkcji analitycznych. W probabilistycznej teorii liczb niezbedny jest, oczywiscie,
rachunek prawdopodobienstwa, do równan diofantycznych geometria algebraiczna .... Nie
znaczy to wcale, ze najpierw trzeba opanowac jakas poboczna dziedzine, a potem wziac sie za
teorie liczb. W trakcie studiów teorioliczbowych nalezy po prostu poglebiac wiadomosci z
odpowiednich dzialów matematyki.

- Specjalizacja w teorii liczb moze byc skomplikowana, chocby dlatego, ze rzadko w programach
uniwersyteckich znajduje sie wyklad albo seminarium z tej dziedziny. Nie ma takiego seminarium

w Uniwersytecie Warszawskim ...

W uniwersytecie rzeczywiscie, ale od 20 lat odbywa sie seminarium z teorii liczb w Instytucie
Matematycznym PAN. Jest ono zreszta kontynuacja poprzednio istniejacego uniwersyteckiego
i trafiaja na nie takze studenci. W ostatnich latach mialem kilku doktorantów, którzy swoje

prace magisterskie napisali przedtem na tym wlasnie seminarium. To nie jest wiec zupelna
pustka. Wiem, ze w roku 1981/82 prof. Wladyslaw Narkiewicz z Uniwersytetu Wroclawskiego
prowadzil z teorii liczb wyklad kursowy.

- Warto tu chyba przypomniec, ze na Miedzynarodowym Kongresie Matematyków w Helsinkach

w 1978 roku jedynym Polakiem, którego zaproszono do wygloszenia referatu sekcyjnego, byl
mlody pracownik Instytutu Matematycznego PAN doc. Henryk Iwaniec, specjalizujacy sie wlasnie

w teorii liczb. Zaproszenie do wygloszenia referatu na kongresie jest wielkim wyróznieniem dla
matematyka - dowodzi bowiem, ze dany uczony ma rzeczywiscie swiatowa slawe w dziedzinie,

która sie zajmuje .. Wyzszym wyróznieniem dla matematyka jest chyba tylko referat plenarny na
kongresie - no imedal Fieldsa, odpowiednik nagrody Nobla dla matematyków.

- Tak, to prawda.

- Dziekuje za rozmowe.
Rozmawial Michal SZUREK

Dwa dzielenia

Wezmy np. a = 3, b = 5. Mamy wówczas

57 ( 57+3) = 55 ( 57+5)
100 (100+3) = 98 (100+5)
222 (222+3) = 220 (222+5)

reszta 10,
reszta 10,
reszta 10

Wezmy dwie liczby naturalne a i b, przy czym niech b > a.
Jezeli bedziemy dla róznych liczb naturalnych k obliczali reszte
z dzielenia k· (k+a) przez (k+b), to okaze sie, ze prawie zawsze
otrzymywac bedziemy ten sam wynik.

itd.

Dlaczego tak sie dzieje? Dla tych, którzy nie umieli badz nie
mieli ochoty sprawdzic, rozwiazanie na stronie 11. Tam tez
mozna znalezc wyjasnienie, dlaczego ta notatka ma wlasnie taki
a nie inny tytul.

dr Piotr RUDNICKI



Powstawanie widma absorpcyjnego

ekran

Powstawanie widma emisyjnego

n'
A = A nl-2' wzór Balmera

~ = 4-~ wzór Balmera w ogólnejA II m
postaci nadanej mu przez Rydberga

Atomy rydbergowskie

Pro! dr Kazimierz. ROSINSKI

Widma atomowe

Ciemne linie na jasnym tle ciaglego widma slonecznego zaobserwowal juz Wollaston w 1802 r..
a interpretowal je jako granice barw. Nieco pózniej Fraunhofer. utalentowany eksperymentator.

szeroko rozwinal i udoskonalil pomiary dlugosci fali swiatla. Wiedzial on juz. ze ciemne linie
tworzace widmo zwlfne obecnie absorpcyjnym oznaczaja brak swiatla o okreslonej dlugosci fali.
przeciwnie niz w przypadku jasnych linii na ciemnym tle (widmo emisyjne).

Balmer i Rydberg. którzy p.od koniec XIX w. wykryli. ze linie widmowe ukladaja_ sie
w regularne serie opisywane prostymi wzorami. jeszcze nie przeczuwali ukrytej w nich
glebokiej tresci. Dopiero Bohr okolo 100 lat po odkryciu widm odczytal te tresc. Widma staly
sie potwierdzeniem jego rewolucyjnej koncepcji podporzadkowania ruchu elektronu w atomie
prawom kwantowym.

Energia i moment pedu elektronu np. w atomie wodoru sa skwantowane. tzn. energia En moze
przyjmowac tylko wartosci En = -Cfn2• gdzie C jest stala. a n = 1.2,3 ... 00 zwie sie glówna
liczba kwantowa. Kwantowanie energii i jej zaleznosc od n ilustruje "drabinka" poziomów
energetycznych.

Moment pedu L moze przyjmowac wartosci L = tli (li = h/2n. h - stala Plancka). przy tym
tzw. orbitalna liczba kwantowa t = O. 1•...• n-l.
Wartosci n = 1 odpowiada najmniejsza energia atomu. czyli stan trwalej równowagi (stan
podstawowy). Promien orbity kolowej w modelu Bohra wynosi w tym stanie 0.5 A.

Wartosciom n = 2,3 ... odpowiadaja stany wzbudzone (poziomy wyzsze) osiagane w drodze
absorpcji promieniowania o czestosci spelniajacej warunek Bohra En - Em = hvnm•

Stan wzbudzony jest stanem nietrwalym. Atom wraca skokowo do stanu podstawowego lub

innego o nizszej energii wysylajac swiatlo monochromatyczne (linia emisyjna) o czestosci fali v
zgodnej z warunkiem Bohra. Mierzac v mozna wyznaczyc doswiadczalnie C, a stad stala
Rydberga R = Cfhc (c - predkosc swiatla).

Poziomy energetyczne atomu wodoru - seria
Lymana

~ol
l:>

~o
Q.
c:
l:>

l 1;;

mr:IJ __ [
granir;a
serII

;;;

l:>

,.0-
l:>.~c:o......• n <li

OO--f~e ia

6 •• wia'l'aniCI5 1:> ele'ktrc:nu

'I ~ apozio-
3 •• len=3--l-

'"
c:
l:>

~
2

Serie widmowa tworzy zbiór linii bedacych wynikiem przejsc na poziom o liczbie kwantowej m

z poziomów o liczbie kwantowej n > m. Granicy serii odpowiada jonizacja, czyli oderwanie
elektronu od atomu. Linie serii zageszczaja sie ku jej granicy (por. wykres poziomów).

W widmach jest wiec "zakodowana" informacja o strukturze poziomów wzbudzonego atomu.

a wiec takze o oddzialywaniu jego czesci skladowych. oddzialywaniu z innymi atomami i
oddzialywaniu z promieniowaniem elektromagnetycznym. Wszystkie te oddzialywania

modyfikuja bowiem energie poziomów.

Kiedy Bohr tworzyl swoja teorie. w laboratoriach uzyskiwano tylko 12 linii emisyjnej serii
Balmera (przejscia z n = 3 do 14 na n = 2). gdy tymczasem nalezalo spodziewac sie

nieprzeliczonej liczby linii zbiegajacych do granicy serii zgodnie ze schematem poziomów. Bohr
zwiazal to ograniczenie liczby obserwowanych linii z nietrwaloscia atomów wzbudzonych na
wyzsze poziomy, spowodowana zderzeniami z innymi atomami. Istotnie. zgodnie z jego teoria
srednica atomu szybko rosnie z n (jak n2). Nieobserwowane linie trzynasta i dalsze pochodzilyby
z atomów o rozmiarach ponad 0,02 ",m (porównywalnych z rozmiarami np. wirusów), a energia

wiazania elektronu w takich atomach jest porównywalna z «:nergia ruchu cieplnego w zwyklych
temperaturach. Innym argumentem moze byc wystepowanie linii widmowych o n > 14 w widmach
gwiazd, których atmosfery cechuje znaczne rozrzedzenie.

Bohr doszedl do wniosku, ze nalezy badac serie widmowe w absorpcji. dla której nie ma
znaczenia trwalosc atomu po wzbudzeniu. Zauwazmy jednak. ze obserwacja dalszych linii serii
widmowych nawet w absorpcji stanowi powazny problem (nie widzial go Bohr-teoretyk) ze
wzgledu na szybkie ich slabniecie z n w wyniku malenia prawdopodobienstwa absorpcji.
Przykladowo: dwudziesta linia jest juz okolo 106 razy slabsza od pierwszej. Ponadto linie
zblizaja sie do siebie. a ze maja skonczona szerokosc (rozmycie poziomów wynikajace z zasady
nieoznaczonosci Heisenberga i efektu Dopplera). dla pewnych n zaczynaja sie nakladac. tak iZ"
nie moga ich rozdzielic naj potezniejsze przyrzady spektralne. Rekordowym osiagnieciem bylo

uzyskanie przez Wooda w 1908 r. 57 linii (n = 59 do n = 3) w widmie absorpcyjnym sodu.

4
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W tym celu uzyl rury o dlugosci 3 m wypelnionej parami sodu i spektrometru z trzynastOllJa
pryzmatami. Obecnie dzieki nieslychanemu postepowi spektroskopii, m.in. dzieki wynalezieniu
laserów, mozliwe jest osiaganie nawet n = 150. Informacji o takim wzbudzeniu nie mozna

jednak uzyskac tradycyjnie za pomoca widm optycznych; ab~orpcja i emisja sa wtedy zbyt slabe.

Powstaje pytanie, dlaczego warto zajmowac sie tak silnie wzbudzonymi atomami? W odpowiedzi
przytoczmy niektóre motywy i niektóre wyniki badan.

Niezwykla skala zjaWIsk

Porównanie wymiarów atomu

rydbergowskiego i komórki nablonkowej Zwracaja uwage przede wszystkim ogromne rozmiary takich atomów. Ostatnio uzyskane
w laboratorium atomy wzbudzone o n = 150 maja srednice ponad 2 pm (!), a atomy wodoru'
wykryte w galaktycznych oblokach, o n = 600, maja srednice ok. 36 pm, czyli ok. 1/30 mm.
Równoczesnie tak odlegly elektron jest niezwykle slabo zwiazany z jadrem, np. dla niezbyt
wielkiego n = 30 energia wiazania wynosi zaledwie 10 meV (w stanie podstawowym ok. 10 eV)
i maleje jak n-2• Atomy te wiec sa tworami niezwykle "kruchymi" i jest zadziwiajace, ze moga

istniec i byc badane w warunkach laboratoryjnych. Waznym nastepstwem slabego zwiazania
elektronu w silnie wzbudzonych atomach jest niezwykla podatnosc na dzialanie zewne~rznego
pola elektrycznego i magnetycznego. Przejawia sie to np. w latwos~i jonizowania takich
atomów. Juz slabe pole elektryczne wystarcza do oderwania elektronu. Ta wlasnosc zostala
wykorzystana do ich badania.

Rozmaite cel;hy atomu zaleza od wyzszych poteg n, ale róznie, wobec czego ze zmiana n rózne
cechy uzyskuja przewage. Te silnie wzbudzóne atomy o "egzotycznych" cechach przyjeto
nazywac atomami rydbergowskimi.

.•.

Wzbudzenie na wysokie poziomy wymaga promieniowania uhrafioletowego, a ponadto
absorpcja do tych poziomów jest niezwy!de slaba (maleje jak 1/n3). Poza tym maleje odleglosc
miedzy sasiednimi poziomami. W tych warunkach wzbudzanie atomów do wybranych

poziomów nie jest mozliwe przy uzyciu, tradycyjnych zródel swiatla. Staje sie konieczne
zastosowanie silnego swiatla laserowego i to ze specjalnego lasera, np. lasera barwnikowego,
w którym mozna plynnie zmieniac dlugosc fali dopasowujac ja do zadanych poziomów.

Ponadto jest konieczne zastosowanie nowych metod uzycia lasera. Ogólnie dostepne lasery daja
z reguly swiatlo widzialne, a potrzebny jest nadfioiet. Wobec tego stosuje sie badz to
wzbudzenie dwustopniowe: jeden laser wzbudza atomy na nizszy poziom, a drugi - z tego
poziomu na wysoki, badz wzbudzenie dwufotonowe jednym laserem: atom pochlania od razu
dwa fotony, co jest mozliwe wobec ich ogromnej gestosci w swietle laserowym.

Do stwierdzenia, ze otrzymalismy atomy rydbergowskie, wykorzystuje sie latwa ich jonizacje.
Badane atomy umieszcza sie w polu elektrycznym. Pojawiajace sie w wyniku ich jonizacji

elektrony lub jony niosa informacje o wzbudzeniu. Zwiekszajllc stopnioWo natezenie pola .
elektrycznego obserwujemy pojawianie sie elektronów pochodzacych kolejno z coraz nizszych
poziomów atomów rydbergowskich, wytworzonych w wyniku absorpcji swiatla.

Wzbudzenie dwustopniowe i dwufotonowe

Klopot" ze wzbudzamem t'adamem '

Badanie widma atomów·O'dbergowskich

Ljaw ska ZJ."hlldza;,;e w at(,mac.h rydbe"b0\\- -kIch w laboratunum modelem
.lJawlsk zachodzacych w warunkach ek~tremalnych

Uzyskanie mierzalnych efektów (np. przesuniecie poziomów) pod dzialaniem pól zewnetrznych

w atomach slabo wzbudzonych wymaga bardzo silnych pól. Osta!nio w zwiazku ze
spodziewanym wystepowaniem skrajnie silnych pól magnetycznych w warunkach kosmicznych
(gwiazdy neutronowe) zostalo postawione zagadnienie: jaki bylby wynik dzialania na atom pól
tak silnych, ze ich oddzialywanie na elektron walencyjny byloby porównywalne z
oddzialywaniem nan pola wewnatrzatomowego. Dla ukierunkowania oceny teoretycznej byla
potrzebna wskazówka ze strony eksperymentu. Jedn~k w przypadku atomów slabo
wzbudzonych bylyby p'otrzebne pola nieosiagalne w laboratorium. Pomoc przyszla ze strony
atomów rydbergowskich.



Efekt diamagnetyczny polega na powstawaniu
w ciele namagnesowania skierowanego
przeciwnie niz zewnetrzne pole magnetyczne.
W klasycznym opisie efekt ten wiaze sie
z indukowaniem mikroskopowych pradów
wirowych w mom:ncie wlaczenia pola
magnesujacego.
Paramagnetyzm to zjawisko magnesowania
sie ciala w kierunku W przyblizeniu zgodnym
z kierunkiem zewnetrznego pola
magnetycznego. Efekt ten jest wywolany
orientacja momentó\V magnetycznych
atomów paramagnetyka pod wplywem pola
magnetycznego.

Jak wiadomo, pole magnetyczne powoduje efekty paramagnetyczne i diamagnetyczne. Efekt
paramagnetyczny zwiazany ze struktura poziomów energetycznych jest w atomach

rydbergowskich taki jak w zwyklych, a wiec bardzo slaby. Natomiast efekt diamagnetyczny
slaby w zwyklych atomach staje sie potezny w rydbergowskich.

Efekt diamagnetyczny jest efektem indukcyjnym wynikajacym z oddzialywania pola
magnetycznego na elektron poruszajacy sie w atomie. W wyniku tego oddzialywania
.nastepuje modyfikacja ruchu elektronu. Energia zwiazana z tym efektem jest proporcjonalna do
powierzchni ograniczonej przez orbite elektronu (w modelu Bohra), czyli do rZ, a wiec bardzo
szybko rosnie z n (jak n4). Porównajmy te energie z energia wiazania elektronu w atomie wodoru

proporcjonalna do l/nz. Stosunek tych energii rosnie z n nadzwyczaj szybko (jak n6). Dla malych
n przewaza oddzialywanie eleM;ryczne, ale bardzo szybko oddzialywanie magnetyczne staje sie
z nim porównywalne, by dla wyzszych n. uzyskac zdecydowana przewage. Okazuje sie wie~, ze dla
otrzymania efektów odpowiadajacych skrajnie silnym polom wystarczy, w przypadku atomów
rydbergowskich, pole magnetyczne latwo dostepne w laboratorium.
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Porównanie polozen poziomów energetycznych
wodoru i sodu w zaleznosci od n i l
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Doswiadczenia wykazaly, ze w obszarze poziomów, w którym przewaza dzialanie wewnatrz
atomowego pola elektrycznego, widmo atomu jest bardzo zlozone. W obszarze, gdzie oba
oddzialywania zrównuja sie (przypada on w poblizu granicy serii), widmo upraszcza sie i sklada

sie z linii równoodleglych. Wreszcie, gdy pole magnetyczne przewaza, widmo przypadajace poza
granica serii pozostaje regularne, ale odstep linii maleje, jest proporcjonalny do natezenia pola
i odpowiada czestosci ruchu elektronu po torze kolowym w tym polu (czestosc cyklotronowa).
Oznacza to, ze o ruchu elektronu decyduje pole magnetyczne. Te wyniki okazaly sie pomocne
w poszukiwaniu oceny teoretycznej zagadnienia. Umiemy juz przewidywac, poslugujac sie
mechanika kwantowa, polozenia linii, ale nie potrafimy jeszcze obliczac ich natezen.

Szczególna prostota zjawisk w przypadRu zlozonych atomów

Teoretyczne wyjasnienie wlasnosci atomów wodoru w stanach wzbudzonych nie przedstawia

trudnosci. Inaczej jest juz w przypadku naj prostszych atomów zlozonych (wieloelektronowych),
jakimi sa atomy metali alkalicznych, w których tylko jeden elektron (walencyjny) bierze udzial
w zjawiskach optycznych, a pozostale tworza z jadrem zWl'.rtyrdzen. Moglibysmy oczekiwac
podobienstwa struktury poziomów tych atomów i atomów wodoru. Zaznaczaja sie jednak istotne
róznice, jezeli ograniczyc sie do niskich poziomów. W szczególnosci energie poziomów daje tym

C
razem wyrazenie - --- podobne jak dla wodoru, ale w mianowniku wystepuje nie samo n,

(n-I5)2

lecz n-15 = n* zwane efektywna liczba kwantowa, przy tym 15 (nazywane defektem kwantowym)
zalezy praktycznie tylko od /, które w p~zypadku wodoru nie mialo wplywu na energie. Jest
widoczne, ze poziomy atomów metali alkalicznych leza nizej niz atomów wodoru. Nie bedziemy
wspominac o innych jeszcze istotnych róznicach. Mozna przypuszczac, ze róznice te sa
wynikiem oddzialywania elektronów rdzenia na elektron walencyjny. Wobec tego nalezy

spodziewac sie, ze w atomach rydbergowskich, w których elektron walencyjny znajduje sie daleko
od rdzenia, wplyw rdzenia bedzie maly i wobec tego atom ten powinien okazac sie
wodoropodobny. I rzeczywiscie, dla dostatecznie duzych n defekt kwantowy przestaje odgrywac

C ~C .
role: - ---Z ~ - - i poziomy atomów metali alkalicznych ukladaja sie na tej samej(n-l5) nZ .

wysokosci co w wodorze. Pozostaja jednak inne róznice. W kazdym razie mozna spodziewac sie
mozliwosci modelowania zlozonego atomu za pomoca atomu wodoru, a w szczególnosci
polaczenia obrazu klasycznych orbit z opisem kwantowym w celu uzyskania bardziej
przejrzystego obrazu zjawisk.

Elektron w atomie rydbergowskim sonduje rdzen atomu

Pierwsza wskazówke o charakterze ruchu elektronu w atomie metalu alkalicznego daje juz
polozenie nizszych poziomów. Okazuje sie, ze defekt kwantowy dla l = O ma wartosc

najwieksza, a dla / = n-l - najmniejsza. Oznacza to, ze poziomy z / = O sa najbardziej
przesuniete wzgledem wodorowych, a z / = n-l sa praktycznie tak samo polozone.

Prowadzi to do wyróznienia trzech rodzajów torów elektronu: tory zewnetrzne wzgledem
rdzenia, tory styczne i tory wnikajace w rdzen atomu. Elektron na torze zewnetrznym "widzi"
w calym swym ruchu ladunek efektywny Ze+ (- (Z-l) e) = e (Z --liczba porzadkowa),



rdzen o
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ladunku

(Z-I) e

a wiec taki jak w atomie wodoru i wobec tego jego ruch powinien byc bardzo zblizony do ruchu

elektronu w atomie ~odoru. Ewentualne róznice beda zwiazane z niepunktowoscia ladunku
efektywnego. W przypadku torów stycznych, a szczególnie wnikajacych, nie mozna juz pomijac
przestrzennego rozkladu rdzenia, nalezy wiec oczekiwac znacznych róznic w porównaniu z .
wodorem. Róznice te sa zródlem informacji o rozkladzie ladunku w rdzeniu i charakterze jego

oddzialywania z elektronem walencyjnym. Podobnie odchylenia w ruchu sztucznego satelity od
ruchu po elipsie dostarczaja informacji o ksztalcie Ziemi i rozkladzie masy w jej wnetrzu.

Poslugiwalismy sie dotad pojeciem klasycznych torów elektronu wzietym ze starej teorii
kwantów, a jak wiadomo, nie odzwierciedla ono zadowalajaco rzeczywistosci. Na
usprawiedliwienie tego przypominamy, ze w mysl zasady korespondencji dla n -+ 00 prawa
kwantowe przechodza w klasyczne i wobec tego w przypadku znacznych n przyblizenie torów
klasycznych moze byc pozyteczne. Warto pamietac takze, ze srednie polozenie elektronu wedlug
nowej teorii kwantów odpowiada wlasnie torom klasycznym. Okazalo sie, ze stosowanie
przyblizenia torów klasycznych i kwantowego opisu ruchu daje dobra zgodnosc
z doswiadczeniem, pozwalajac ocenic rozmiary rdzenia i rozmieszczenie ladunku. Warto dodac,
ze obliczenia dla wielkich n sa niezwykle..uciazliwe nawet przy uzyciu komputerów.

b)

Orbita zewnetrzna (a) iorbIta wnikajaca (b) Atom rydbergowski tym odporniejszy na zderzenia, im bardziej wzbudzony

im Wlek5ZY

Ten fakt doswiadczalny, zdawaloby sie paradoksalny, swiadczy o zawodnosci intuicji mówiacej:
im dalej elektron od rdzenia, im slabiej zwiazany, tym latwiejsze zaburzenie jego ruchu przez
srodowisko. Rzecz wyjasni sie, jezeli uprzytomnimy sobie, ze atom zaburzajacy (najczesciej
atom w stanie podstawowym) jest znacznie mniejszy od atomu rydbergowskiego, a przy tym
zasieg sil jego oddzialywania jest takze znacznie mniejszy od rozmiarów atomu rydbergowskiego,
wobec czego nie obejmuje on tym oddzialywaniem atomu rydbergowskiego jako calosci.
Zderzenie bedzie skuteczne, jezeli maly atom zaburzajacy trafi bezposrednio na elektron lub
rdzen, ale prawdopodobienstwo takiego zdarzenia jest male. Ponadto rdzen atomu metalu
alkalicznego ma strukture atomu gazu szlachetnego, jest wiec bardzo odporny na wszelkie
zaburzenia. Zatem atom zaburzajacy najczesciej bedzie przelatywac pomiedzy rdzeniem a
elektronem nie jonizujac atomu. Tak wiec ze wzrostem wielkosci atomu rydbergowskiego bedzie
rosnac jego "przezroczystosc", a malec podatnosc na zaburzenia.

I
Atom rydbergowski detektorem promieniowan dlugofalowych J wzmacniaczem
efektów najsubtelnie]szych

Jak widzielismy, linie serii widmowych ze wzrostem n zageszczaja sie, podobnie jak poziomy
energetyczne. Na przyklad dla n = 60 odleglosc sasiednich poziomów odpowiada, przy
przeskoku elektronu pomiedzy nimi, promieniowaniu o dlugosci fali okolo 3 cm, tzn.
mikrofalom. Mniejszym n odpowiada daleka podczerwien (fale milimetrowe i submilimetrowe).
Jest interesujace, ze prawdopodobienstwo absorpcji takich fal przez atom rydbergowski jest
znacznie wieksze od prawdopodobienstwa absarpcji swiatla z poziomu najnizszego do tych
wysokich. Wynika. z tego niezwykla czulosc atomów rydbergowskich na dzialanie
promieniowania dlugofalowego, a w szczególnosci nadzwyczaj slabego promieniowania
cieplnego przenikajacego stale nasze otoczenie, a wiec odpowiadajacego temperaturze okolo
20°C. Wiaze sie z·tym nadzieje na zbudowanie detektora takich promieniowan o znacznie
wiekszej czulosci niz obecnie istniejace.

Wyjatkowa podatnosc atomów rydbergowskich na dzialanie promieniowan elektromagnetycznych
przyczynia sie do znacznego spotegowania nawet najsubtelniejszych efektów tego
oddzialywania, takich jak absorpcja wielofotonowa, przesuniecie poziomów, generacja
promieniowania w maserach. Te ostatnie maja wielkie znaczenie np. w radioastronomii i jako
wzorce czestosci.

Inna ciekawa cecha atomów rydbergowskich jest bardzo dlugi czas pozostawania w stanie

wzbudzonym (czas zycia), nim wypromieniuja energie wzbudzenia, która traca wobec tego
raczej w zderzeniach. Przykladowo dla n = 60 czas zycia wynosi okolo 1/4 ms w porównaniu
z 1O-6ms dla niskich poziomów (np. n = 2 w wodorze). Wiaze sie to, zgodnie z zasada

nieoznaczonosci, z wielka ostroscia poziomów energetycznych (mala nieoznaczonosc energii),
czyli równoczesnie z malym rozmyciem dlugosci fali pochlanianego promieniowania. Oznacza to
z kolei wielka przydatnosc atomów rydbergowskich do pomiarów o wysokiej dokladnosci, np.
stalej Rydberga, czy budowy wzorców czestosci (zegarów atomowych).
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Niektóre symbole uzywane w Mizarze sa skrótami pewnych
angielskich zwrotów. Po polsku mozna czytac je tak:
not nieprawda, ze
or lub

irr wtedy i tylko wtedy
implies jeSli. .. , to
for dla kazdego
being bedacy
holds zachodzi

st spelniajacy (albo: taki, ze)
ex istnieje

environ ,.otoczenie (wstep)

'Mizar - MSE (1)

Dr A. Trybule<.:w Delcie (7/1983) obiecal Czytelnikom krótki
kurs Mizara. Ot~ pierwszy z dziesieciu odcinków spelniajacych
te obietnice.

Co to jest Mizar? Pewna odpowiedz daje na to wspomniany
wyzej artykul.- Ogólnie chodzi o to, by komputer sprawdzal

dowody· matematyczne przygotowane przez czlowieka. Podstawa
systemu, który do tego sluzy, jest pewien (formalny) jezyk,
w.kt1'>rymzapisujemy takie dowody.

W projekcie Mizar opracowano wiele róznych jezyków, w których
mozna zapisywac dowody matematyczne. Ten, który bedziemy
omawiac, nazywa sie Mizar-MSE, jest mniej skompiikowany od
pozostalych i pomyslany zostal wlasnie dla poczatkujacych.

Mizar-MSE obejmuje soba klasyczny rachunek predykatów
z równoscia. Tym, którzy nie wiedza, co znaczy poprzednie
zdanie, mozemy polecic lekture znakomitej ksiazki
A, Grzegorczyka"Zarys logiki matematycznej", ale i bez

znajomosci ksiazek o logice mozna bedzie zapoznac sie
z Mizarem bez klopotu, co najwyzej z pewnym wysilkiem.

W dalszym ciagu tego kursu bedziemy powolywali sie na rózne
elementarne teorie matematyczne, na ogól dobrze wszystkim
znane. Czytelnicy beda mogli (jesli zechca) rozwiazywac zadania.

a Ci, którzy nadesla rozwiazania, otrzymaja wydruk z komputera,
bedacy wynikiem sprawdzenia ich rozwiazania przez maszyne.
Jesli w rozwiazaniu beda bledy lub maszyna przyzna, ze

sprawdzenie tekstu przekracza jej mozliwosci, to oczywiscie
zaznaczy to w pewien sposób. Ale do tego jeszcze wielekroc
wrócimy.

Zaczniemy od budowy zdan w Mizarze-MSE. Najprostszymi
zdaniami sa zdania atomowe. I tutaj mamy do czynienia z
pewnym ubóstwem. Zasadniczo jedyna postacia takich zdan jest:
symbol predykatu [argument I, argument 2, ...• argument kl.

Nie mozemy zatem napisac l < 2, ale mozemy to samo w naszym
jezyku wyraziC przez: mniejszy [1,2]. Albo np. LT [1,2] (LT od
angielskiego Less Than). l i 2 to argumenty predykatu. Predykat
moze miec dowolnie duzo argumentów, w praktyce nie spotyka

sie wiecej niz, powiedzmy, dziesiec (na ogól mniej). Predykat
moze miec jeden argument, np: dodatnie [4]. Przy zgodnej
z intuicja interpretacji znaczenia predykatu dodatnie, powyzsze
zdanie atomowe jest prawdziwe, rzeczywiscie 4 jest liczba
dodatnia,. ale np.: dodatnie [O] nie jest zdaniem prawdziwym.
Dozwolone sa równiez predykaty bez argumentów, ale wtedy
chodzi na ogól o sytuacje w pewnym sensie wyjatkowa.

W Mizarze mozna wyrazic fakt, ze dwa obiekty sa równe, np.:
2 = 2 i takie zdania zapisujemy zwyczajnie. Jest to tez zdanie
atomowe, symbolem predykatu jest =, ale umieszcz.amy go
m~edzy argumentami. Podobnie z nierównoscia, z tym ze

symbolem predykatu jest < ), np.: 3 < ) 7. Moze.my oczywiscie
napisac 2 < ) 2, ale jest to zdanie falszywe.

\Vyja~ko,wo ~. tym pierwszym odcinku podamy na nnrginesie sens (a nie
tlumaczenie wyraz za wyrazem) zapisanych w Mizarzc zdan.

Wiedzac jak buduje sie zdania atomowe, mozemy przejsc do zdan
zlozonych, które budujemy ze zdan atomowych za pomoca
spójników zdaniowych. W Mizarze mozemy uzywac nastepujacych
spójników:

negacja, zapisywana jako' not przed negowanym zdaniem np.:

NOT LTC3,2]; NOT 2=3

3 nie jes~ mniejsze od 2, 2 nie jest równe 3.

- koniunkcja, zapisywana znakiem & miedzy zdaniami, np. :

DDDATNIEC1J & LTCO,l]

I jest dodatnie iO jest mniejsze od l,

- alternatywa, zapisywana przez or miedzy zdaniami, np:

LTCO,!] DR LT[l,OJ

o jest mniejsze od 1 lub l jest mniejsze od O.

- implikacja, zapisywana implies mIedzy poprzednikiem
i nastepnikiem, np:

LTCO,7J IMPLIES DODATNIE[7J

Jesli Ojest mniejsze od 7, to 7 jest dodatnie.

~ równowaznosc, zapisywana przez ifr, np.:

LTCO,?] IFF DODATNIEC7J; NOT 2=3 IFF 2<)3

o jest mniejsze od 7 wtedy i tylko wtedy, gdy 7 jest dodatnie.

Mozemy (a czasami musimy) uzywas; okraglych nawiasów przy
budowaniu zdan blfrdziej zlozonych. Ciag zdan atomowych albo
dowolnych zdan w nawiasach mozemy napisac bez dodatkowych
nawiasów. Np:
LTC1,2J & Lll2,3J & LTC3,4J ~ LTC4,SJ;

LTC6,7J OR LTr.:7,8J DR (LTCS,9J -IMF'LIES NOT LTC9,8J)

l jest mniejsze od 2 i 2 jest mniejsze od 3 i 3 jest mniejsze od 4 i 4 jest mniejsze

od f' 6 jest mniejsze od 7 lub' 7 jest mniejsle od S lub tez jesli S,jest mniejsze 'od 9,

to 9 nie jest mniejsze od S - w drugim zdaniu widac, ze w Mizarowym zapisie
lepiej widac o co chodzi.

Koniunkcja jest naj mocniej wiazacym spójnikiem. Nastepujace
zdanie:

LTC1,2J ~ LTC2,3J OR LTC3,2J & LTC2,lJ

nalezy rozumiec:

(LTC1,2J & LTC2,3J) DR (LTC3,2J & LTC2,lJ)

Implikacja i równowaznosc sa spójnikami wiazacymi dokladnie

dwa zdania, z których kazde moze byc zdaniem atomowym,
ciagiem koniunkcji lub tez dowolnym zdaniem ujetym
w nawiasy. Niepoprawne jest zatem zdanie:

LTe5.6J IFF DODATNIEe6J IMPLIES DOIJATNIEe5J

i musImy wstawic nawiasy, by wskazac, co jest argumentem
którego spójnika.

W Mizarze mozemy uzywac obu kwantyfikatorów: ogólnego
i szczególowego. Najprostsza postac kwantyfikatora ogólnegv
wyglada tak np.:

FOR X BEINO LICZBA
HOLDS L HX. OJ DR DODATNIEeXJ DR X=O

'"')('wolna liczba x Jest mniejsza od -;l, dodalnia lub równa O.



To co wystepuje po holds jest zdaniem i nazywa sie zasiegiem
kwantyfikatora. Wprowadzona zmienna zwiazana (oznaczona x)'
jest okreslonego typu, mianowicie jest liczba. Kwantyfikator
moze wiazac wiecej zmiennych, które moga byc róznych typów
np.:

FOR X,Y BEINO LICZBA, Z BEINO ZBIORLICZB
HOLDS X=Y ~ JESTW[X.ZJ tMPLIES JESTW[Y.ZJ

Dla 4"wolnych liczb x i y .raL dla dowolnego zbioru liczb z jesli x = y i x jest
elementem z to y tez jest elementem z.

Ostatnie zdanie mozemy zapisac w postaci kwantyfikatora
ograniczonego:

FOR X.Y BEINO LICZBA. Z BEINO ZBIORLICZB
ST X=Y ~ JESTW[X,ZJ HOLDS JESTW[Y.ZJ

Dla dowolnych równych liczb x i y i dowolnegO' zbioru z, którego x jest
elementem, zachodzi y E z.

Zdanie wystepujace po st jest ograniczeniem obowiazywania
kwantyfikatora. Takie ograniczenie moze byc wyeliminowane przez

przeniesienie go do zasiegu kwantyfikatora jako poprzednika
implikacji ·(por. dwa ostatnie zdania z kwantyfikatorami).

A oto przyklad. iak zapisujemy kwantyfikator szczególowy:

EX' X BEINO LICZBA ST DODATNIEeXJ

Istnieje liczba dodatnia x.

Zdanie wystepujace po st .stanowi zasieg tego kwantyfikatora.
Równiez kwantyfikator szczególowy moze wiazac wiecej
zmiennych.
Np.:

EX X.Y BEINO LICZBA ST LHX.YJ

Istnieja takle liczby :x iy, ze :x < y.

W przypadku, gdy zasiegiem kwantyfikatora ogólnego jest zdanie
rozpoczynajace sie kwantyfikatorem (dowolnym), to symbol
holds mozemy opuscic, np.:

FOR X,Y BEINO PROSTA
EX Z BEINO PUNKT ST NMZ.XJ ~ NA[Z.n

Dowolne dWIeproste maja punkt wspólny.

Wrócmy teraz do konstruktorów zdan atomowych, czyli do 

predykatów. W Mizarze-MSE nie przewiduje sie koniecznosci
oddzielnego wprowadzenia predykatów przez np.
zapowiadanie, jakich predykatów bedziemy uzywac. Dwa
uzywane predykaty sa rózne, jesli zachodzi co najmniej jeden
z ponizszych warunków:
- maja rózny symbol predykatu,

- róznia sie liczba argumentów,
- co najmniej dwa odpowiadajace sobie wedlug kolejnos.ci
argumenty sa róznych typów, np.: jeden jest liczba, a drugi
punktem.

Dla rozwiania watpliwosci podamy przyklad.
Predykat uzyty w zdaniu:
FOR x.y BiOINO LICZBA HOLDS R[x.n

jest rózny od predykatu uzytego w ponizszym zdaniu:
FOR X BErNO LICZBA. Y BEINO PROSTA HOLDS R[x.n

. Piszac jakikOlwiek tekst matematyczny tnp. artykul) na ogÓl
przyjmujemy w punkcie wyjscia pewne fakty za ustalone
(aksjomaty lub twierdzenia juz znane w pewnej dziedzinie)
i na ich podstawie prowadzimy nasz wywód. W Mizarze
przewidziano te sytuacje. Zalozenia do tekstu piszemy we
wstepie po slowie environ. Zalozenia te nie sa sprawdzane pod
wzgledem zasadnosci, a jedynie pod wzgledem zgodnosci z regulami
budowy zdan. Kolejne zalozenia we wstepie 'oddzielamy znakiem

;,;" i nadajemy im nazwy. Podamy przyklad takiego wstepu dla
geometrii Euklidesa na plaszczyznie.

Wstep rozpoczety przez environ konczy sie slowem begin, które
z kolei rozpoczyna tekst zasadniczy. W jaki sposób piszemy ten
tekst, podamy w nastepnych dziewieciu odcinkach. W nim
bowiem zapisujemy nasze rozumowanie, dowody etc.

ENVIRON

AKSJOHATl:
FOR L BEINO PROSTA

EX A,B BEINO PUNKT ST Al >B ~ NA[A.L] ~ NA[B.LH

AKSJOHAT2:
FOR A.B BEINO PUNKT

EX L BEINO PROSTA ST NMA,L] ~ NA[B.LH

AKSJOMAT3:
FOR A,B BEINO PUNKT ST Al >B

EX L BEINO PROSTA.
ST NA[A.LJ ~ NA[B,LJ ~

(FOR Ll BEINO PROSTA ST NMA,LlJ ~ NA[B.LlJ
HOLDS L=Ll>;

AKSJOMAT4:
EX A.JhC BEINO PUNKT

ST NOT (EX L BEINO PROSTA ST NA[A.L] ~ NA[B,L] ~ NMC,L]);

AKSJOMAT:>:
FOR L BEINO PROSTA, A BEINO PUNKT ST NOT NA[A.LJ

EX Ll BEINO PROSTA
ST NA[A.LlJ ~

NOT (EX B BEINO PUNKT ST NA[B,L] ~ NMB,LU) ~
(FOR L2 BEINO PROSTA

ST NA[A,L2J ~
NOT (EX C BEINO PUNKT ST NA[C.L2J ~ NA[C,L])

HOLDS L2=L1)

aksjomat l: Na kazdej prostej leza (co najmniej) dwa punkty.
aksjomat 2: Przez kazde dwa punkty przechodzi prosta.
aksjomat 3: Przez dwa rózne punkty przechodzi dokladnie jed",a prosta.
aksjomat .4: Istnieja trzy nie wspólliniowe punkty.
aksjomat 5: Przez punkt poza prostlI przechodzi dokladnie jedna prosta z nill
rozlaczna.

A teraz ZADANIA:

Podac zapisane w Mizarze-MSE wstepy do nastepujac~h teorii:

1. Teoria liniowego porzadku dla ulamków.
Relacja porzadkujaca niech bedzie relacja niewiekszosci
opisywana przez dwuargumentowy predykat. Zapisac, ze relacja
ta jest zwrotna, przechodnia, antysymetryczna oraz spójna.

2. Teoria srodka na prostej.
Jako podstawowy mozna przyjac trójargumentowy predykat
opisujacy bycie srodkiem. Zapisac, ze
1. Dla kazdego odcinka (tzn. dla dowolnych dwu punktów)
istnieje jego srodek.
2. Dla kazdych dwu punktów a i b istnieje punkt c taki, ze b

jest srodkiem odcinka (a, c).
3. Dla kazdych pieciu punktów a, b, c, d, e takich, ze b jest
srodkiem (a, c), d jest srodkiem (c, e), c jest srodkiem (a, e)
zachodzi, ze c jest srodkiem (b, d).
4. Dowolny odcinek ma tylko jeden srodek.

Rozwiazanie zadania 2 podajemy w numerze. Jesli Czytelnicy
zechca przyslac nam swe rozwiazania zadania l, to otrzymaja
od nas, w postaci wydruku z komputera, wynik sprawdzenia, czy
ich zdania sa zgodne z regulami Mizara.

Ro~iazania tego zadania (i zadan z nastepnych numerów)
nalezy przesylac pod adresem redakcji "Delty" z napisem na
kopercie MIZAR. Do koperty z rozwiazaniem nalezy wlozyc
równiez zaadresowana do siebie koperte z naklejonym
znaczkiem za 5 lub 6 zl (lepiej, jesli koperty beda wiekszego

formatu, bo do ,malej koperty wydruk moze sie nie zmiescic).
Tylko przy spelnieniu tych warunków Czytelnik otrzyma obiecany

wydruk. Jesli Czytelnicy beda chcieli podzielic sie z ~ami swoimi
uwagami czy watpliwosciami - prosimy o pisanie ich na innej
kartce, niz rozwiazanie (gdy bedzie wiecej zadan, rozwiazanie
kazdego powinno byc tez na oddzielnej kartce).



Analiza i synteza swiatla bialego-jak to zrobic samemu?

Dr Zbigniew PLOCHOCKI

Rys. l

Rys. 2

Dobrym materialem na pryzmat jest

pleksiglas (szklo organiczne), który daje sie
latwo ciac pilka do metalu. W miejscach

przeciecia powierzchnia pleksiglasu jest

matowa i aby stala sie przezrllCzysta, nalezy ja
najpierw szlifowac pilnil:iem i papierem

sciernym o róznych gradacjaCh, a nastepnie

polerowac, np. pasta czyszczaca.

Barwy to swiatlo. Nie ma swiatla, nie ma barw; VI ciemnosci nawet rude koty sa czarne.
A dlaczego swiatlo biale potrafi wydobyc tyle barw w otaczajacym nas swiecie? Moze samo
wszystkie je zawiera?

Aby znalezc odpowiedz na te pytania, wystarczy nam stosunkowo prosty przyrzad - pryzmat.
Popatrzmy przez pryzmat na swiat. Wszystko ujrzymy w teczowych obwódkach, a ponadto
w innym kierunku niz wtedy, gdy patrzymy bezposrednio. Skad ta pozorna zmiana kierunku?

Sadze, ze Czytelnik sam potrafi na podstawie tej obserwacji odtworzyc bieg promieni swietlnych
przez pryzmat.

A skad teczowe obwódki? Zbadajmy rzecz dokladniej. Popatrzmy przez pryzmat na jasno
oswietlony waski pasek bialego papieru usytuowany wzgledem pryzmatu tak, jak to przedstawia
rysunek 1. Zobaczymy tecze. Znów spróbujmy na tej podstawie odtworzyc bieg promieni
swietlnych przez pryzmat. Istnienia owej teczy nie mozna wyjasnic bez zalozenia, ze podczas
zalamania na scianach pryzmatu swiatlo biale ulega rozszczepieniu na barwne skladowe,
z których kazda zalamuje sie nieco inaczej.

Przekonawszy sie o tym mamy prawo twierdzic, ze dokonalismy analizy (rozkladu) swiatla
bialego na elementarne barwne skladniki. Czy rzeczywiscie - elementarne? Najpierw: w jakim
sensie -.elementarne? Skoro mowa o rozkladzie, wobec tego przez skladnik elementarny nalezy
rozumiec cos, czego juz dalej rozlozyc nie mozna. Jak to wykazac? Ten problem chcialbym
zostawic pomyslowosci Czytelnika.

Dla calosci obrazu nalezaloby jeszcze dowiesc, ze te elementarne barwne skladniki, na które za
pomoca pryzmatu rozlozylismy swiatlo biale, mozna na powrót zlozyc. A to jak zrobic?

Na przyklad mozna tak: patrzymy przez pryzmat na dwa cienkie i jasno oswietlone

skrzyzowane (pod katem prostym) paski papieru usytuowane wzgledem pryzmatu tak, jak to
przedstawia rysunek 2. Jeden pasek zobaczymy jako rozmyty w teczowa wstege. Drugi zas

. pozostanie ... bialy. Dlaczego? Odpowiedz na to pytanie pozwoli nam stwierdzic, ze w tym
doswiadczeniu dokonalismy ... syntezy swiatla bialego.
Wskazówka: dlaczego górna i dolna krawedz paska, który widzimy jako bialy, jest teczowa?

~

l
"

Po uporaniu sie z tymi problemami wszystko powinno juz byc jasne i zrozumiale. Wszystko?
Dlaczego wobec tego wyraznie niebieski plomien palnika kuchenki gazowej widzimy przez.
pryzmat jako teczowy? Dlaczego zdecydowanie zólty plomien swiecy pryzmat ukazuje nam
takze jako wielobarwny? Dlaczego lampy reklamowe (neony) widzimy w pryzmacie równiez
w teczowych kolorach? Dlaczego ... i tak dalej. To juz sa jednak nieco inne zagadnienia zwiazane
z problemem barw prostych i zlozonych.

Analiza i synteza swiatla bialego - jak to zrobili inni?

Skad sie biora barwy? To pytanie zadawali sobie juz starozytni Grecy. Z pierwsza hipoteza na
ten temat wystapil Arystoteles w IV wieku p.n.e., modyfikujac wczesniejsza koncepcje eteru
kosmicznego, stworzona przez Pitagorejczyków. Odmawiajac wszelkim zjawiskom prawa
zachodzenia w prózni Pitagorejczycy zalozyli istnienie niewyczuwalnego za pomoca zmyslów,
idealnie przezroczystego, zininego i wszechobecnego osrodka, który mial pelnic role srodowiska
umozliwiajacego swiatlu cial niebieskich dotarcie do Ziemi. Ten hipotetyczny osrodek nazwali
eterem.

Otóz Arystoteles uwazal, ze swiatlo polega na rozPrzestrzenianiu sie blizej nieokreslonych
procesów w eterze kosmicznym. Wlasnosci eteru mialy wiec decydowac o wlasnosciach swiatla.
I tak, eter mógl byc w dwóch podstawowych stanach: przezroczystosci Uasnosci) lub
nieprzenikliwosci (ciemnosci). Realizacja tych dwóch zasadniczych stanów odpowiada wlasnie
swiatlu bialemu (eter przezroczysty) lub czarnemu (eter nieprzezroczysty). Rózne wrazenia
barwne to wynik czesciowej realizacji kazdej z tych dwu podstawowych mozliwosci. Innymi
slowy, kazde swiatlo barwne mialo byc mieszanina swiatla bialego i czarnego w odpowiednich
próPC?rcjach. '

Ta spekulatywna koncepcja znacznie wyprzedzala mozliwosci sprawdzenia jej w doswiadczeniach.
A i pózniej nie nalezala !ez do centralnych zagadnien fizyki. Przetrwala wiec prawie dwa
tysiaclecia, bo az do XVII wieku. Pierwsze, niezbyt konsekwentne próby doswiadczalnej analizy
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Podzielmy wielomian W(x) = x(x+a) przez
jednomian (x+b). Zgodnie z twierdzeniem

Bezout otrzymamy

W(x) = W,(x)(x+b)+ W(-b).

Reszta z dzielenia jest, jak widac, W( - b),
czyli w naszym przykladzie - 5( - 5 + 3) ~ 10.

Tak tez dla rozpatrzonych k (57. 100, 222)

bylo. Jednak nie zawsze reszla jesl równa

b(b - a). Mamy np.

I (I •. 3) = 0(1 •. 5) reszla 4,

3(3+3) = 2(3+5) reszta 2.

Czyzby wiec nasz dC'wód byl zly? I znów
odpowiedZ mozna znalezc w numerze.

Rys. 3

problemu podjal J. M. Martius opisujac je w swym dziele wydanym w 1648 r. Na drodze swiatla
przechodzacego przez maly otwór ustawil on pryzmat i na ekranie znajdujacym sie za otworem

" zaobserwowal wielobarwny, teczowy obraz oswietlonego przedmiotu. Obserwacje
doprowadzily go do wniosku, ze swiatlo róznej barwy powinno zalamywac sie w szkle' pod
róznym katem, a promien jednobarwny powinien zachowywac swa barwe podczas zalamania.
Wnioski te byly w jawnej sprzecznosci z przyjeta wówczas teoria barw Arystotelesa. Martius nie
zdobyl sie jednak najej zakwestionowanie i moze wlasnie dlatego nie doprowadzil swych badan
do konca.

Dzielo Martiusa podjal Isaac Newton traktujac opisane zjawisko jako klucz do zrozumienia
natury swiatla i nie zywiac zadnego respektu przed wielkim filozofem starozytnym zaczal od
powtórzenia doswiadczenia Martiusa, ale w udoskonalonej wersji. Waska smuge swiatla
slonecznego skierowal Newton na pryzmat i na scianie pokoju ujrzal autentyczna tecze .
.Wynik tego doswiadczenia przywiódl go do wniosku, ze swiatlo biale jest mieszanina
elementarnych jednobarwnych skladników rózniacych sie barwa. W celu sprawdzenia tego
wniosku Newton wykonal jeszcze dwa inne doswiadczenia.

W pierwszym postanowil poddac analizie elementarnosc jednobarwnych skladników swiatla.
W tym celu skonstruowal pierwszy w historii monochromator, czyli urzadzenie, które sluzy do
wyodrebniania promieni monochromatycznych z wiazki swiatla bialego. Nastepnie za pomoca
swego monochromatora zbadal doswiadczalnie wlasnosci promieni jednobarwnych.
Eksperymenty wykazajy calkowita slusznosc domyslów Martiusa. Rzeczywiscie, promienie
jednobarwne nie ulegaly juz rozszczepieniu i kazdej barwie odpowiadala inna wartosc
wspólczynnika zalamania. Elementarnosc monochromatycznych skladników swiatla bialego
zostala wiec udowodniona. Na tI~jpodstawie Newton uznal barwe za podstawowa ceche
charakterystyczna kazdego elementarnego skladnika swiatla.

No dobrze, ale jesli uda nam sie rozlozyó jakas mieszanine na jej elementarne skladniki, to
mieszajac te skladniki razem powinnismy ponownie otrzymac te sama mieszanine. Jesli wiec
swiatlo biale jest mieszanina promieni monochromatycznych, to skladajac takie promienie
uzyskane z rozlozenia swiatla slonecznego na skladniki powinnismy w wyniku otrzymac znowu

swiatlo sloneczne. Aby to wykazac, Newton przeprowadzil przedstawione na rysunku 3'
doswiadczenie.

Opisane badania Newtona definitywnie rozstrzygnely problem analizy i syntezy widmowej
swiatla bialego. Nie rozstrzygnely natomiast wszystkich problemów zwiazanych z barwami. Oto
na przyklad swiatlo czerwone uzyskane w wyniku przepuszczenia swiatla bialego przez filtr
(czerwony) nie jest tozsame ze swiatlem tejze barwy uzyskanym w rezultacie rozszczepienia
swiatla bialego w pryzmacie. Wiecej, nie jest ono tez elementarne w tym sensie, ze
rozszczepione w pryzmacie tworzy bogate, acz nieco zubozone widmo wielobarwne. Tak wiec
rozwiazanie tytulowego zagadnienia stanowilo jedynie pierwszy krok ku zrozumieniu
fizycznej natury wrazen barwnych.

Zadania Redaguje mgr Krzysztof S. NO WINSKI

I~

M 340. Zadne trzy z siedmiu danych punktów plaszczyzny nie sa wspólliniowe. Wykazac, ze
mozna wsród nich znalezc trzy wierzcholki trójkata, którego jeden z katów jest wiekszy niz
m/3.
Rozwiazanie na.str. 14

M 341. Znalezc wszystkie liczby calkowite, których kwadraty maja w zapisie dziesietnym równe
dwie ostatnie cyfry.

Rozwiazanie na str. 15

M 342. Wykazac, ze 1::A + 1::B = 1::C (Pitrz rysunek).
Rozwiazanie na str. 12

Redaguje mgr Tomasz TRATKIEWICZ

F 139. Na poziomej plaszczyznie spoczywa klocek o masie M przytwierdzony do niewazkiej
sprezyny o wspólczynniku sprezystosci k. W pewnej chwili swobodny koniec sprezyny uzyskuje
stala predkosc" (patrz rysunek). Jaki ruch bedzie wykonywal kiocek, jezeli
a) wspólczynniki tarcia: statycznego i kinetycznego sa równe,
b) wspólczynnik tarcia statycznego jest wiekszy niz kinetycznego? .
Nalezy pominac opór osrodka i tarcie wewnetrzne w materiale sprezyny, tarcie kinetyczne uznac
za niezalezne od predkosci.
Rozwiazanie na str. 13



Redukcjonizm w biolpgfi, czyli o drogach poznania zycia

Pro! dr Wladyslaw J. H. KUN/CK/-GOLDF/NGER; czlonek korespondent PAN

M'oZna 'L. ,~ nz J,at to zadanie uzywaj" ....

lczb zespolonych. Wprowadzajac uK/an

-,ó'-ze<!..-cych na plaszczy,-me C w dn"-y

Redukcjonizm (od lac. reduclio 

sprowadzenie) to poglad gloszacy"ze
zjawiska i procesy bardziej zlozone daja sie

w pelni wyjasnic przez sprowadzenie ich do

zjawisk i procesów prostszych i praw nimi
rzadzacych (np. psYChologia - do biologii,

biologia - do chemii, ta zas z kolei - do

fizyki), a róznice miedzy nimi maja wylacznie
ilosciowy charakter. Innymi slowy. prawa

danej nauki" wyzszego" poziomu sa

calkowicie sprowadzalne do praw nauk
poziomów "nizszych"; nie istnialyby wiec.
w gruncie rzeczy. zadne prawa specyficzne dla

danego poziomu.
Natomiast postawa przeciwna,
8ntyredukcjonizmu mianowicie, implikuje 

tak w sensie ontologicznym, jak
teoriopoznawczym - "nieciaglosc"
otaczajacego nas swiata (tj. glebokie róznice

jakosciowe dzielace jego poszczególne

poziomy).
W praktyce oczywiscie oba te kierunki

wyznawac mozna badz w sposób

ryg"rystyczny, badz umiarkowany.
Na ile poglady te moga byc zasadne

w odniesieniu do biologii. jak gleboka jest

przepaSC pomiedzy zjawiskami zycia a ich

strukturalnym podlozem i czy warto w nia

skakac - dowiedziec sie mozna
z zamieszczonego tu artykulu.

Otóz zywy organizm jest tez systemem, ukladem zaprogramowanym. Program jego powstal
w drodze ewolucji. Program ten okresla zasadnicza funkcje organizmu - samopomnazanie sie
oraz funkcje pomocnicze do tego niezbedne, jak oddychanie, odzywianie, wzrost itd. Program

ten jest zapisany w strukturze kwasów nukleinowych, która juz niezle p9znalismy, a poznamy
lepiej w przyszlosci. Ale sposób zapisu tego programu i jego tresc nie sa okreslane przez fizyko
chemiczne wlasciwosci kwasów nukleinowych - sa jedynie przez nie warunkowane. Program
okresla bowiem elementy skladowe organizmu i ich wzajemne funkcjonalne powiazania. Z
punktu widzenia fizyko-chemii pod wzgledem termodynamicznym kwasy nukleinowe czlowieka
i swini nie róznia sie niczym. Czlowiek jednak od swini w zasadzie rózni sie, a nawet sa ludzie,
którzy nie sa swiniami.

Zaczac ten artykul wypada od wyjasnienia. Wyjasnic bowiem trzeba Czytelnikowi o czym

Il!Ówic bedziemy i dlaczego uwazamy, ze mówic o tym warto. Biologia jest nauka zajmujaca sie
badaniem zjawisk zycia i wyjasnianiem mechanizmów tych zjawisk. Zjawiska zycia zachodza

w zywych organizmach, a wiec w cialach fizycznych o okreslonej i juz jako tako znanej budowie
chemicznej. Zjawiska te przebiegaja zatem zgodnie z prawami fizyki i chemii; I do tego momentu
rozumowania wszyscy sa wlasciwie zgodni. Juz dawno przestano szukac jakiejs "sily.zyciDwej",
jakiegos swoistego materialnego czy niematerialnego czynnika, wlasciwego jedynie dla istot

zywych i okreslajacego ich odrebnosc. Zywe org~nizmy sa cialami fizycznymi, zbudowanymi
z okreslonych zwiazków chemicznych, ich dzialanie posluszne jest prawom fizyki i chemii i nie
wymaga, dla swego wyjasnienia, postulowania czegos poza te prawa wykraczajacego. I to jest
oczywiste.

Problem kryje sie jednak nie w tym, lecz w pytaniu, czy znajomosc praw fizyki i chemii

wystarcza, by wyjasnic wszystkie zjawiska zycia oraz, czy mozna pokusic sie o przewidywanie
na podstawie tych praw przebiegu tych zjawisk i ich przyszlych dróg. Pytanie dotyczy zatem
problemu, jak mozna i nalezy badac procesy zyciowe. A poniewaz od odpowiedzi na to pytanie
zalezy nie tylko lepsze poznanie zjawisk zycia, ale takze· wiele praktycznych zastosowan biologii,
jak medycyna, rolnictwo; przechowalnictwo zywnosci i jej przerób, i wiele innych galezi naszego
zycia, przeto zastanowic sie nad tym warto. Wiemy juz wiec, o czym chcemy. mówiÓ i dlaczego
warto to czynic. Przejdzmy wobec tego do wlasciwego tematu.

Postepy fizjologii, genetyki, biochemii, biologii molekularnej pozwolily obecnie na stworzenie
o wiele pelniejszego i dokladniejszego obrazu zycia. Znamy budowe bialek, które jako enzymy
lub inne biologicznie czynne makroczasteczki bialkowe przeprowadzaja tysiace reakcji

chem.icznych w organizmie, skladajacych sie na to, co nazywamy przemiana materii i energii 
na procesy oddychania. odzywiania, wzrostu, pomnazania, reagowania, ruchu itd. Znamy
mechanizmy syntezy tych bialek oraz wiemy, ze budowa, struktura tych bialek, u kazdego
organizmu odmienna, zalezy od tzw. informacji genetycznej zapisanej w strukturze kwasów
nukleinowych, tez juz zreszta póznanej. Najprostsze organizmy, np. niektóre bakterie, znamy juz
bardzo dokladnie i z ufnoscia mozemy przewidywac, ze w przyszlosci (moze juz nie tak dalekiej).
poznamy caly zestaw bialek tych organizmów i strukture calej informacji genetycznej zapisanej'
w ich kwasie nukleinowym. Budowa skladowych zwiazków organicznych jest zalezna od
wlasciwosci atomów te zwiazki budujacych i od praw fizyko-chemicznych, równiez juz czesciowo

rozpoznanych. A jesli tak, sluszne wydaje sie pytanie, czy znajac wszystkie skladowe
podstawowe elementy oraz reguly ich dzialania nie mozemy juz na tej podstawie wyjasnic bez
reszty zasad budowy i dzialania zywego organizmu. Pytanie niewatpliwie zasadne, ale odpowiedz
nie jest tak oczywista. Zanim jej udzielimy, zróbmy mala dygresje.

Pomówmy o zegarze, zwyklym mechanicznym zegarze z wieloma zebatymi kólkami i sprezyna
lub wagami. Mechanizm moze byc wykonany z dowolnego materialu, byleby byl dostatecznie
twardy. Mozna wykonac dokladna analize tego przedmiotu, poznac jego sklad oraz wszystkie
prawa rzadzace zachowanIem atomów i zwiazków chemicznych - i nadal nie miec pojecia, jakie
funkcje wypelnia ów mechanizm i na jakiej zasadzie dziala. Aby sie tego dowiedziec, nalezy
zainteresowac sie nie jego molekularna budowa, lecz konstrukcja - tzn. rozpoznac elementy
skladowe mechanizmu oraz zrozumiec ich wzajemne relacje i wspóldzialanie. Do zrozumienia
tego wiadomosci o strukturze molekularnej nie bylyby juz konieczne, bo ani uklad atomów, ani
struktura czasteczek nie dostarczylyby tu pótrzebnych informacji. Zegar bowiem, poza tym, ze
jest cialem skladajacym sie z jakichs okreslonych atomów i czasteczek, jest tez ukladem,
systemem zaprogramowanym do spelniania jakiejs funkcji.

Poznanie molekularnej struktury organizmu zywego jest zatem konieczne, ale nie wystarczajace dla

wyjasnienia dzialania organizmu ijego rozwoju.
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Niezbedne/jest tez poznanie budowy systemu i funkcjonowania jego zgodnie z posiadanym
programem genetycznym.

Widzimy wiec, ze budowy i dzialania zywego organizmu nie mozemy wyjasnic na podstawie
samej jego znajomosci na poziomie molekularnym; konieczne jest badanie go na poziomie
systemowym (organizmalnym, a faktycznie i ponadorganizmalnym - populacyjnym
i ekologicznym). Koniecznosc ta wynika nie tylko z systemowej natury zywych organizmów, ale

takze i z tej ich wlasciwosci, ze sa one tworami ewolucji i maja historie. Krysztal np. mozemy

,poznac bez reszty nie znajac jego historii. Zywego organizmu poznac i wyjasnic bez reszty nie
mozna bez odwolania sie do jego historii. W tym historycznym rozpatrywaniu zywych istot
biologia molekularna jest nam pomocna, a nawet niezbedna, ale historia zycia, przebieg ewolucji

sa modelowane przez mechanizmy ewolucji, czynne na poziomie genetycznym
i miedzyosobniczym - i bez uciekania sie do badan na tych poziomach pozostana dla nas
niewyjasnialne.

Zadalismy pytanie i uznalismy je za wazne. Doszlismy teraz do odpowiedzi: badanie fizyko
chemiczne, molekularne zjawisk zycia jest abs)lutnie konieczne i tak sarno absolutnie nie
wystarczajace. Musi byc nie tylko uzupelniane, ale musi tez szukac problemów i wyjasnien
w badaniach na poziomie organizmu jako calosci, na poziomie wspóldzialan miedzy
organizmami.

Rozwiazaoie zadania 1.-'139. \V _kladzie or!nicsienra Lwiazar\:ffi ze swobodnym

koncem sprezyny (uklad inerCJalny) podloze i Kloce k pOruSLll.a sie poczatkowo

z id~ntycznymi predkosciami - u. Sprezyna wydluza Sie, wzrasta sila sprezystosci

i równowazaca ja Sila tarcia statyczr,zgo. Po przekroczeniu maksym'l.J::1ej wartosc

tarcia '5tltycznego rozpoczyna st.e posIizg. Ruch klocka opisuje wtedy równanie

Max =fMg-kx,

gdzie:! - w>pólczynnik tarcia kinetycznego (poczatek ukladu odpOWIada

poloz.niu klocka pIZy nieodksztalconej sprezyme) Jest to równanie oscylatora

h' sc" k. I' . ó . [Mg O
armOnIcznego o czesto I (!J = Al 1 po ozemu r wnowagl Xo = k- . d

chwili zerwania wiezi z podlozem klocek Wykonuje wi,ec, drgania har'D.)n~czne

JL
tu

o

\"0 + A!:.ln(r)1

'L'x = Awcos~-n Ry< 2

Z warunku poczatkowego vx(1 - O)" u wv~ika w"rtosc amplltudy tych drga

A ~ u/:1J. Ana.loglcznie zichowu..;e .i..e WpraWlJny W drgan lobclazmk

zawleszuny fla sprezynie l u~~eszl,,;.zo:':yw polu sily ciezkosci.

przedstu.wmy ru~h klock.t na wykreSIe fazowym (pltrz rozwiazanie zadanIa

F 116). PunktoWi aj odp~wllda wykres L ry~unKu l. Gdy w>pólczynnik tar~la

kinetycznego f je~t mnle"szy fliZ statycznego - II. (r~ ""Ki. b). ,.,oshzg rozpoczynd

,,~ "rzy x, ~ Jl7g . W trakCIe POSll7ilU klocek. podjbme ,,,k poprzednio, <.rga

harm'lnicznje z cZeS.tOSCla w wzg;ed;:m p;)loze'nIa równewag.i t') - z h·m ze przy

Xl 2xo- "(I predKo5\,; wzgledna spada do zera j r,.l OdCinKI... od ~2 do Xl J:st

,," "Clagme~y przez podloze z~ stdla predkoScia, Od.,e ..••.ie~ni W)kres fazowy-

C\t prLed'O..l,J.W1C"-Yna rysL.o K 2

,v r.:alnyc'" sytu4cjach me mcrzna pOffimac wplywu tlumlen.J. Gdy tlumienie

rrakt,v ....z"lc Ole z"l.cnia czestosci {slaoe tlumie n ,e), wykre:.; fazowy ~~a (ll.:!!ktu

a) bedzie ZWI,,<J.JaCa Sie do t') sp; .•.ala _Drgama klocka ut.taJa i porusza sic on
wraz ze spre.zyna z t'redk.o;CI4 u. \V przyp ••.dk •.•b) drgan d moga ustac lub Ole

zaletrue od. sto:..unku wspólczYnf'~k6w tarcia r,redkosci u oral: inte'lsywnosci'
tlumienia.

Opisany rrzyklad l,ozwa' 1 Z"QZ ••.•'l11CC, W . aki sp:,>soh s ':lyczek pot~·udza do drgan

lrL -~ Smyczek odgrywa podobna role jak po, !<,z': pOCIaga B soba strune, a ta

po z: rwaniu z n '!! WleZ' Zli...ZVn.l drgac t}arm~)niL7.nie farCie jest w tVIJl

prz)'~adku fl!:-"kC .•.a rredkoscl wzgl~n.ej 1 , skokowa" I~a zac".!. z punktu b)
daje tylko jakosciowy o:;~~zjawiska.

Jeszcze jeden paradoks ekonomiczny
latach bedzie równa (I +b)"-k. (l +i)' . z goldów (razem
z procentami). Bedziesz mial w banku po n latach:

I+i
Cmln = z' i_b .

Tak wiec produktu o cenie poczatkowej Cml" lub wiekszej nigdy
nie kupisz ..W konkretnym przypadku:

Oczywiscie, cena produktu w roku n wyniesie C· (I + i)", a wiec
bedziesz mógl go kupic, jesli spelniona jest nierównosc

(l + i)"+t - (l +b)"+l
Z .--------- i-b

125
120000· -. = 1 500000.

lO

c ~ z-

120000. ~+0,25
0,25- 0,15

( 1+b )"
I+i- --o (l+b)

1+1,
--- -i-b,

ale prawa strona nierównosci jest zawsze mniejsza, niz

(l+b)"·z+(l+b)"-l·(I+i)z+ ... +(l+i)"z=

(l+i)"+'
-- -I
l+b

= z (l +b)" -
l+i ••----1
l+b

Wyobraz sobie Czytelniku, ze mieszkasz na Wyspie Rajskiej,
gdzie utrzymanie nic Cie nie kosztuje, a caly zarobek
odkladasz na wymarzony samochód lub mieszkanie. Przypuscmy,
ze w obecnym roku zarobiles 120000 goldów (gold - jednostka
monetarna na Wyspie Rajskiej); samochód kosztuje 750000
gold6w, a mieszkanie 1 500 000 goldów. Caly zarobek wplacasz
na konto w banku, w którym stopa procentowa jest równa 15%.
Inflacja na Wyspie Rajskiej wynosi 25%, przy czym zapewniona
jest pelna rekompensata, tj. Twoje zarobki wzrastaja tez o 25%
rocznie. Dla uproszczenia zalózmy jeszcze, ze caly wzrost cen
nastepuje 31 grudnia, a cala pensje otrzymujesz I stycznia
i natychmiast wplacasz do banku ..
Po ilu latach bedziesz mógl kupic mieszkanie? Dla ulatwienia

dodajmy, ze na samoch'ód bedzie Cie stac po osmiu latach.

Odpowiedz jest zaskakujaca. Ni~dy nie kupisz mieszkania.
A oto kalkulacja:

Wprowadzmy oznaczenia: inflacja - 100i%, stopa procentowa
banku 100b %, cena produktu w roku zerowym - c goldów,
Twoja pensja w tymze roku - z goldów.
Obliczmy stan Twojego konta w roku n. Twoja pensja w roku k
wyniesie (l +i)' . z goldów, a wiec zlozona w banku po n - k



Nowy test mechaniki kwantowej
\

Doc. dr Michal SwIECKI

--
Rozwiazanie zadania M 340. Zauwazmy, ze

I W dowolnym trójkacie ABC istnieje

najwyz~· jeden punkt, z którego w~zystkie
boki tego t,ójkata widac pod katam nie

przekraczajacymi 2.,./1;

2 Jezeli trójkaty ABC' A' BC zawier" l
mnkt D. z którego wszystkie ich boki widac

pod katem 2:r, 3, to punkty A A', D sa

w,pólliniowe (bo ~ ADB <: j DB)
Przypus~my teraz, ze ~ A 7 nJe jest

siedmiokatem wypu~m \\'ymka st~.....Z~ albo
J. najmnJe, szy wieloKat wypukly zaw,er;'tjacy

te punkty jest trójkatem np. A, A, j, wtedy

z jednego sposród punktów A.j.,_ • 17 pewic.-'
bok tego trójkata widac pod katem wiekszym
od 2:,{3, albo

2. punkt A 7 lezy wewnatrz pewnegc czworokat
wypuklego (np. Al A,A,A.'. W takim

przypadku prowadzac przekatne tego

czworokata zauwazymy. ze A lezy w dwóch
trójkatach o wspólnej 10tlstawic i ~eza zadania
wynika z uwagi 2 I

Wszechwladnie panujaca w fizyce mechanika kwantowa jest teoria wyjatkowo t!udna
pojeciowo. Chociaz obowiazujace w niej reguly gry, czyli j<;jpostulaty, sa stosunkowo latwe do
wyuczenia i stosowania, to jednak kryjaca sie za nimi rzeczywistosc jest co najmniej niejasna.
Mechanika kwantowa bowiem zadnego okreslonego obrazu swiata pie proponuje, a byc moze
nawet zadnego nie dopuszcza, Nic wiec dziwnego, ze ogromne jej sukcesy, czyli tak zwana
zgodnosc z doswiadczeniem, wciaz wzbudzaja róznego rodzaju kontrowersje filozoficzne. Sam
Werner Heisenberg glosil w zwiazku z tym poglad o granicach ludzkiego poznania, w którym,
po przekroczeniu progu mikroswiata, bardziej istotny staje sie proces obserwacji czy pomiaru
niz obiektywne wlasnosci obserwacyjne rzeczywistosci. Poglad nie podzielany na szczescie przez
wiekszosc fizyków. Slowa "na szczescie" brzmia tu optymistycznie i znacznie na wyrost, gdyz
nikomu dotychczas nie udalo sie zbudowac zwartego systemu filozoficznego zgodnegp
z postulatami mechaniki kwantowej,

Wydaje sie, ze sa dwa tego powody.

Pierws~y obciaza Jsaaca Newtona i polega na nieprzezwyciezonej dotychczas, dosc
automatycznej, tendencji wyobrazania sobie wszystkiego na sposób mechanistyczny. A takze
falowy, ale fale przeciez w7;iely sie równiez z czysto mechanicznej teorii rozchodzenia sie np.
dzwieku, Mikroswiat jednak nie jest na pewno ani czysto falowy, ani czastkowy (mechaniczny).
A poniewaz mamy naturalna tendencje, aby obserwowac go na te dwa sposoby, wiec widzimy
CJS dwojakiego, falowo-korpu,skularnego. Prowadzone przez Einsteina próby wlaczenia do tego
schematu trzeciej sily, a. mianowicie wlasnosci samej przestrzeni, nie przyniosly, poza teoria
grawitacji, zadnych znaczacych sukcesów.

Zupelnie innym powodem trudnosci pojeciowych wystepujacych w mechanice kwantowej jest
wyrózniona rola, jaka gra w niej przyrzad pomiarowy. Z jednej strony spelnia on, podobnie jak
w calej fizyce, funkcje swoistego zewnetrznego i obiektywnego informatora przekazujacego nam
wiesci o Przyrodzie. Z drugiej jednak strony sam przyrzad jest tej Przyrody czescia i to z
pewnoscia nie najmniej wazna, gdy badamy za jego pomoca rzecz tak znikoma, jak na
przyklad elektron. Bez watpienia przyrzady nasze zaklócaja naturalne wlasnosci obserwowanych
czastek. Rzecz w tym, czy tych zaklócen nie mozna by jakos kontrolowac. Mechanika. kwantowa

stoi tu na stanowisku przyrzadu czysto klasycznego, nie kwantowego, którego drastyczny
i niekontrolowany wplyw polega wylacznie na ustaleniu wartosci zaprogramowanych

konstrukcyjnie wielkosci pomiarowych. Nie ulega watpliwosci, ze tak stworzony system moze byc
i jest niezwykle skuteczny w przewidywaniu wyników róznorodnych doswiadczen i w budowaniu
zadziwiajacych nieraz i bardzo nam przyd'atnych urzadzen. Nie ulega jednak równiez
watpliwosci, ze przyrzad pomiarowy moze zmieniac w jakis inny, bardzo okreslony sposób,
warunki doswiadczenia, na przyklad sama przestrzen, na której rozgrywa sie historia swiata

czastek. I to zmieniac zaleznie od tego, co i jak jest mierzone. Taki ewentualny wplyw przyrzadu
pomiarowego nie zostal dotychczas zbadany. Choc, jak sie okazuje, sa juz po temu

mozliwosci. Wysilkom czynionym w tym kierunku bedzie poswiecona reszta artykulu.

Wyobrazmy sooie wiazke swiatla przechodzaca przez pryzmat polaryzacyjny Nicola.
W pryzmacie tym swiatlo ulega rozszczepieniu na dwie skladowe: jedna spolaryzowana liniowo
w pewnym kierunku (okreslonym przez orientacje osi glównych krysztalu) i druga spolaryzowana
w kierunku prostopadlym do poprzedniego. Jezeli na drodze jednej z tych skladowych ustawimy
drugi pryzmat, nieco wzgledem pierwszego obrócony, to spolaryzowane juz liniowo swiatlo znów
rozszczepi sie na nowe dwie skladowe o kierunkach polaryzacji okreslonych przez osie glówne
drugiego pryzmatu, Nie ma w tym wszystkim nic nadzwyczajnego. Specyfika mechaniki
kwantowej pojawia sie dopiero, gdy uswiadomimy sobie, ze swiatlo monochromatyczne
(a o takim bedziemy dalej mówic) sklada sie z dobrze okreslonych kwantów, fotonów

o niepodzielnej energii E = hv. Co dzieje sie wiec z pojedynczym fotonem przechodzacym przez
uklad obu pryzmatów? Z pierwszego pryzmatu wyjdzie on spolaryzowany w jednym z dwóch
mozliwych kierunków. Nic innego zrobic nie moze. Przejscie tego spolaryzowanego juz fotpnu
przez pryzmat drugi tez nie moze doprowadzic do rozszczepienia fotonu i podzialu jego energii.

Swiatlo przeciez nie zmienia przy takim przejsciu swojej barwy. Tak wiec spolaryzowany liniowo
foton przejdzie na drodze jednej albo drugiej skladowej i odpowiednio zmieni swoja polaryzacje.
Droga, która wybierze foton i w konsekwencji jego koncowa polaryzacja nie moga byc
przewidziane. Jedyna rzecz, która mozemy z pewnoscia powiedziec, sprowadza sie do
okreslenia stosunku prawdopodobienstwa przejscia po obu drogach. Stosunek ten musi byc
oczywiscie równy stosunkowi natezen odpowiednich skladowych swiatla - zbiorowiska wielu
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fotonów. W wyniku przejscia przez drugi pryzmat stan polaryzacyjny fotonu, okreslony jedynie
statystycznie (choc z punktu widzenia pryzmatu pierwszego zupelnie okreslony) zmienia sie
w stan calkowicie jednoznaczny.

Przejdziemy teraz do doswiadczenia nieco. bardziej zlozonego. Pierwotna jego idea pochodzi
jeszcze z 1935 roku i jest autorstwa Einsteina, Podolsky'ego i Rosena. Doswiadczenie to

opiszemy w wersji wykonanej dwa lata temu. Kawalek wapnia (40Ca) jest wzbudzany dwiema
monochromatycznymi wiazkami laserowymi (dlugosci fal 422,7 nm oraz 551,3 nm) na swój
drugi poziom wzbudzony o spinie J = O. Nastepdie wapn rozpada sie kaskadowo: najpierw na
pierwszy poziom wzbudzony (J = l) wysylaj~c swiatlo o dlugosci fali 551,3 nm, a nastepnie
na poziom podstawowy (J = O) z emisja swiatla o dlugosci fali 422,7 Dm. Mozna pokazac (choc

nie bedziemy tego robic), ze takiemu przejsciu pojedynczego atomu bez zmiany momentu pedu
(od J = O do J = O) musi towarzyszyc emisja swiatla o bardzo okreslonej polaryzacji liniowej.
Polaryzacja obu wysylanych w kaskadzie fotonów musi byc taka sama, choc poza tym zupelnie
dowolna. Wymaga tego ogólnie obowiazujaca zasada zachowania momentu pedu (a takze
parzystosci, która nie budzi watpliwosci w oddzialywaniach typowo elektromagnetycznych).
Wobec tego, jesli bedziemy rejestrowac pojedyncze fotony (to jest mozliwe) pochodzace
z rozpadów kaskadowych pojedynczych atomów (to równiez jest mozliwe), to zaobserwujemy
wylacznie pary o takiej samej polaryzacji.

Wyobrazmy sobie, ze po obu stronach próbki wzbudzonego wapnia ustawilismy dwa tak samo
zorientowane pryzmaty Nicola, za nimi zas liczniki fotonów (patrz rysunek). Zaobserwujemy
wtedy, ze zawsze oba fotony przejda w obu pryzmatach po tych samych drogach, z ta sama
polaryzacja. Z drugiej strony jednak wybór jednej z dwóch mozliwych dróg jest calkowicie
przypadkowy. Podobnie, jak poprzednio, w przypadku jednofotonowym, tak i teraz stan
polaryzacyjny ukladu dwóch fotonów jest zupelnie nieokreslony, choc tym razem polaryzacja
wzgledna jest jednoznaczna. Jesli wiec zmierzymy jakakolwiek wartosc polaryzacji jednego
z fotonów, polaryzacja drugiego staje sie nagle calkowicie okreslona. I to nawet w przypadku,
gdy oba fotony znajda sie w chwili pomiaru w odleglosci wykluczajacej jakikolwiek kontakt
miedzy nimi (w przeprowadzonym doswiadczeniu czas trwania pojedynczej rejestracji obu.
fotonów wynosil 20 ns, zas odleglosc pomiedzy pryzmatami 13 m, dwa razy za duza, jak na
ewentualny kontakt swietlny).
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Rozwiazanie ~ad'ania M 341. Poni~waz

(2n)' = 411', a (211+ 1)' = 4(11'+11) + l
i poniewaz ostatnia cyfra kwadratu liczby
naturalnej moze byc O, 1,4, 5, 6, 9,
kwadraty liczb spolniajacych warunkI zadania

moga sie konczyc cy'rami 44 lub 00 (liczby

konczace sie 11, 55. 66,99 daja przy

dzieleniu przez 4 r':szty 2 lub 3). Gdy teraz
N' = 100 s t 44, mamy N - 211 i II' ,25 s t
+ 11, czyli II' - 36 = 25(s-I), a wiec
251(11 6)(11+6), co jest mozliwe 'ylk,) wtedy

gdy II 25 k - 6 lub II = 25 k + 6. Mamy wiec

trzy serie rozwiazaÓ. N lOk t N 50 k + J 21

1\{=50kc38(k u,',2 l.

Trudnosc wydaje sie pozorna. Wszak powiedzielismy, ze t!lkiego wyniku doswiadczenia wymaga
zasada zachowania momentu pedu. Jednak nie wszystko jest do konca jasne. Kontynuujac na
pojedynczym fotonie serie pomiarów polaryzacyjnych z róznie obróconymi pryzmatami
otrzymalibysmy rózne posrednie kierunki polaryzacji. Wtedy drugi foton znajdujacy sie juz
bardzo daleko powinien bez zadnego oddzialywania i bez zadnego pomiaru wciaz zmieniac
swoja polaryzacje. Mechanika kwantowa zapobiega temu postulujac, ze juz pierwszy pomiar
okreslil jednoznacznie stan drugiego fotonu i bez przeprowadzonego na nim pomiaru stan ten
nie moze byc zmieniony. Pomiary przeprowadzane na fotonie pierwszym przestaja miec od tej
chwili jakiekolwiek znaczenie. Pozostaje tu jednak jakas niejasnosc i az sie prosi, zeby
wprowadzic dodatkowy ukryty (nie podlegajacy pomiarowi) parametr, który uzaleznialby

w odpowiedni sposób stany polaryzacyjne obu fotonów.

Mozna zreszta pójsc dalej i spróbowac' stworzyc teorie z dowolna liczba parametrów ukrytych,
umykajacych jakiejkolwiek kontroli doswiadczalnej. Pojawiajaca sie w ten sposób statystyczna
nieokreslonosc moglaby miec wtedy twardy, choc niemierzalny, jednoznaczny grunt. Teoria taka
powinna oczywiscie byc albo tozsama z mechanika kwantowa, albo powinien istniec

eksperyment dokonujacy wyboru. Otóz taki kluczowy eksperyment wykluczajacy prawie
wszystkie mozliwe teorie z parametrami ukrytymi zostal ostatnio wykonany.

15



Aby dzielenie wielomianów.pokrywalo sie
z dzieleniem liczb, reszta musi byc mniejsza

od dzielnika, czyli w naszym przypadku

(xtb)'" W(-b) ~ b(b al

czyli

x > b(b-a-I).

W naszym przykladzie reszta bedzie wiec

równa 10, gdy k bedzie wieksze od
5 = 5(5 - 3 - 1l. Dla r,:>zpatrzonych poprzednIO

przykladów, wobec

Wl('~l ~ xda-b) mamy

~(x + a) = (x+ (a • b»)(x tb) t b(b a}

dla x = I mamy

l(lt3} ~ (lt3-5)(lt5l+10.

czyli
4= -6+10

3(3+ l) (3t3-5}(3t5)tI0

czyli
18-8+10,

c:>jest prawda. tyle ze nie ma zwiazku z naszym
zadanier::'!-Widac wiec, ze dziel~nie Iiczh
i wielomianów to rói:ne dzielenia. choc czesto

mozna z dzielenia wielomianów przy di.ieleniu
liczb korzystac. Tylko ostroznie.

Gdyby ktos chcial micc wYnik poczatkowego

zadania dany "jednym wLorem", to mozna to
juz teraz zrealizowac. Wynikiem jest

b(b-a)mod(k b)

i wobec tego, poczawszy od mom:ntu. gdy
k + b > b(b a). nie zakzy on od k

Okazuje sie bowiem, ze ogromna klasa takich realistycznych teorii nie moze byc tozsama
doswiadczalnie z mechanika kwantowa. Sa to tzw. teorie lokalne. W celu zdefiniowania ich
wrócmy do naszego doswiadczenia z kaskadowym rozpadem wapnia. Wyobrazmy sobie, ze stan
dwu fotonów jest dodatkowo okreslony przez pewien zbiór parametrów ukrytych A. Dopuscmy
mozliwosc dowolnego ustawienia obu pryzmatów - w kierunku, powiedzmy, a i b. Warunek
lokalnosci oznacza wtedy, ze prawdopodobienstwo uzyskania kazdego wyniku polaryzacyjnego
w pryzmacie a (b) zalezy tylko od ustawienia tego pryzmatu i od wartosci il (po której
usredniamy), a nie zalezy od'ustawienia drugiego prYZU1atub (a). Bez zadnych w zasadzie
dpdatkowych zalozen mozna wtedy wyprowadzic nierównosc, zwana nierównoscia Bella, wiazaca
srednia wartosc polaryzacji obu fotonów E (a, b) dla czterech róznych konfiguracji ustawienia
(a i b) obu pryzmatów:

IE (a, b)-E (a, b'HE (a', bHE (a', b') I ~ 2.

Mechanika kwantowa dopuszcza przekroczenie tej dwójki.
Dla katów miedzy kierunkami
(a, b), (b, a'), (a', b') równych n/8 oraz miedzy (a, b')-3n/8,
kwantowomechaniczna wartosc powyzszego wyrazenia wynosi 2 V2.
Doswiadczenie przeprowadzone wedlug poprzednio zamieszczonego schematu dalo, dla tych

wlasnie katów, wartosc 2,697±0,015. Nalezy jeszcze dodac, ze w realnych warunkach tego
doswiadczenia wartosc przewidywana przez mechanike kwantowa zmniejsza sie z 2 V2 do
2,70 ± 0,05. Zgodnosc jest doskonala, a kleska jakiegokolwiek rozsadnego modelu swiata wydaje
sie calkowita.

Powiedzielismy poprzednio, ze szybko~c rejestracji pary fotonów jest na tyle duza, iz wyklucza
mozliwosc jakiegokolwiek wolniejszego od swiatla kontaktu miedzy nimi. Pryzmaty sa jednak
ustawiane na dluzszy czas i moga w zasadzie zarówno wplywac na siebie, jak i na cala

przestrzen otaczajaca doswiadczenie. Nie wiadomo, jak mogloby sie to odbywac, ale mozliwosc
taka, naruszajaca lokalnosc pozostaje. Jesli przyszle doswiadczenia wyklucza i te ewentualnosc,
przyjdzie nam chyba pogodzic sie z faktem, ze obserwowane w naszych doswiadczeniacb wlasnosci
mikroswiata nie dadza sie pogodzic z zadnym rozsadnym i lokalnym realistycznym modelem
swiata. Rezygnacja z lokalnosci bylaby z pewnoscia przewrotem w fizyce (ruch szybszy niz
swiatlo). Rezygnacja z realnosci bylaby jej kleska.

Patrz w niebo

Czarne dziury byly wielokrotnie opisywane w Delcie. Jednak~
rozmawiajac ze znajomymi, którzy nie sa astronomami; odnosze
wrazenie, ze traktuja oni te obiekty podobnie jak dziure, do
której wpadla Alicja w swej niezamierzonej podrózy do Krainy
Czarów.

Odczuwam wiec ogromna potrzebe wyraznego powiedzenia:
czarne dziury po prostu istnieja w przyrodzie. Liczba zródel
promieniowania rentgenowskiego, które uwazane sa za czarne
dziury, stale rosnie, a liczba "Don Kichotów", którzy musza
wymyslac coraz bardziej egzotyczne hipotezy, aby wytlumaczyc
obserwowane wlasnosci badanych obiektów nie uciekajac sie do
przyjecia istnienia czarnej dziury, szybko maleje. W chwili
obecnej hipotezy te musza byc oparte na alternatywnych do
teorii wzglednosci modelach grawitacji, w które prawie nikt nie
wierzy.

Pierwszym, juz klasycznym kanoydatem na czarna· dziure bylo
najjasniejsze zródlo rentgenowskie w gwiazdozbiorze Labedzia,
o nazwie Cyg X-I. W latach siedemdziesiatych dyskutowano nad

innymi obiektami i mozliwoscia interpretacji ich wlasnosci przy
zalozeniu identyfikacji ich z czarnymi dziurami. Naleza do nich
takie uklady jak.Cir X-l i GX 339-4. Ostatnio (w 1983 r.) polski
astronom Bohdan Paczynski wykazal, ze najlepszym kandydatem
na czarna dziure jest rentgenowskie zródlo w bliskiej galaktyce,
Wielkim Obloku Magellana (LM C), o nazwie LMC X-J..

W nazwach wszystkich tych obiektów powtarza sie litera X.
Oznacza to, ze sa one jasnymi zródlami rentgenowskimi. Jest to
zwiazane z faktem, ze znacznie latwiej jest odkryc czarna dziure
w ukladzie podwójnym, gdy obiega normalna, najczesciej goraca
i jasna gwiazde. W systemie takim nastepuje przeplyw masy
z gwiazdy normalnej do czarnej dziury (opisujac podobne
zjawisko w podobnych ukladach zawierajacych jednak biale
karly zamiast czarnych dziur, amerykanski astronom Joe
Patterson zatytulo'wal swój artykul: "Kanibalizm wsród

degeneratów"). ~rzeplywajaca materia, majac znaczny moment
pedu, tworzy dysk wokól czarnej dziury bedacy zródlem promieni
Roentgena.

Jak jednak stwierdzic, czy dany obiekt jest czarna dziura?
Potrzebne jest spelnienie jednoczesnie dwóch warunków: l)
bardzo male rozmiary; 2) bardzo duza masa. Istnieje wiele metod
wyznaczania obu tych parametrów. Górne ograniczenie na
rozmiaJ:Y mozna np. uzyskac przez analize zmiennosci czasowej
jasnosci obiektu. Jesli zmienia on znacznie jasnosc w czasie,
powiedzmy, jednej stutysiecznej sekundy, to mozna stwierdzic, ze
jego rozmiary sa mniejsze niz kilka kilometrów (dlaczego?).
Masy mozna wyznaczyc z badania orbity widocznego
towarzysza.

A wiec czarna dziura w ukladzie LMC X·3 ma mase równa co
najmniej dziesieciu masom Slonca i promien okolo 30 km.

mgr Tomasz CHLEBOWSKI



Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu
Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru 11w terminie do konca miesiaca 11+ 2. $Ulce rozwiaza4
zamieszczamy w nr. 11+4. Mozna nadsylac rozwiazania trzech, dwóch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce),
mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Oceniamy zadania w .kali od O do l z dokladookia do 0.1.
Ocen~ mnozymy przez

4 _ 3, suma ocen za rozwiazania danego zadania
liczba osób, które nadeslaly choc jedno rozwiazanie z numeru

ityle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów (w dowolnym czasie) zostaje on czlonkiem Klubu,
a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Lig~ organizuje Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwenytetu Wanzawskleao, oraz nasza Redakcja.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w nr. 9/1981.

Czol6wka ligi zadaniowej "Klub 44"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan z numeru 3/1983

Jerzy Janowicz - Boleslawiec 47,22pkt
Jacek Uryga - Bytom 41,83pkt
Mariusz PiaZer - Duszniki Zd.40,86pkt
Artur Smolczyk - 1!a.rn6w~. 36,51pkt
!omasz Bieganski - Lublin 32,06pkt
Marian Roman - Elk 30, 16pkt
Ryszard Pagacz - Zawadzkie 28,07pkt

Wsp6lczynniki trudnosci zadan 49, 50, 51:
3,20 1,56 2,86

TYmrazem Klub 44 nie wzbogacil sie o

nowe nazwisko: Pan Janowicz przekroczyl

pr6g 44 jut po raz DRUGIi zbiera

zaslutone gratulacje I

Klub 44

Zadania nr 61, 62, 63

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

DWA

LATA
TRWA

+LIGA

DELTY
1=44

Termin nadsylania rozwiazan: 30 XI 1983

61. Czy równanie X3+y3+Z3 = 13579%ma rozwiazanie w liczbach calko~itych?

62. Wykazac, ze w dowolnym trójkacie znak wyrazenia 2R+r-p zalezy tylko od tego, czy
trójkat jest ostrokatny, prostokatny czy rozwartokatny. Znaczenie symboli zwykle: R, r
promienie kól opisanego i wpisanego, p - polowa obwodu.

63. Podana obok lamiglówka typu "litera-cyfra" ma kilka rozwiazan.
Znalezc rozwiazanie:
a) w którym DWA jest liczba mozliwie najwieksza;
b) w którym mozliwie najwiecej razy wystepuje cyfra wyrazajaca
wiek ligi zadaniowej w "Delcie".
Zadanie 61 przyslal nasz Czytelnik, pan Andrzej Pawlowski z Zabrza.

Skrót tresci zadan z nr. 5/1983

SS.Ile pierwiastków rzeczywistych ma równanie a"+b" - e" (a, b, e dodatnie)?

56. ,,Jesli zbiór wierzcholków wielokata ma os (odp. srodek) symetrii, to wielokat
ma os (odp. srodek) symetrii". Czy powyzsze stwierdzenia sa prawdziwe? Jak
(ewentualnie) wzmocnic zalozenia, by stwierdzenia staly si~ prawdziwe?

57. Obliczamy iloczyn cyfr liczby naturalnej, z wynikiem pos~pujemy tak samo,
az otrzymamy licz~ jednocyfrowa. Od jakiej liczby naturalnej trzeba zaczac,
by otrzymac l?

Rozwiazania zadan z numeru 5/1983
55. Niech l oznacza przedzial (a, b) lub (b, a) (w zaleznosci od
tego, kt6ra z liczb a, b jest wieksza). Dane w zadaniu równanie
przepisujemy w postaci: (ale)" + (ble)" = l. Gdy c e 1,
r6wnanie nie ma rozwiazan, bo dla kazdej wartosci x e R
jeden ze skladnik6w lewej strony jest ;;1; 1, a drugi jest > O.
Gdy c If l, równanie ma dokladnie jedno rozwiazanie, bo wówczas
skladniki lewej strony sa funkcjami wykladniczymi o podstawach

-jednoczesnie wiekszych lub mniejszych od l, wiec ich suma jest
scisle monotoniczna funkcja ciagla, odwzorowujaca zbiór R na
przedzial (O, (0).

56. Oba podane stwierdzenia sa nieprawdziwe. Za
kontrprzyklad sluzyc moze pieciokat ABCDE, gdzie ABCD jest
rombem (ale nie kwadratem), a E jest jego srodkiem. Zbiór
skonczony {A, B, C, D, E} ma osie symetrii i srodek symetrii,
a pieciokat ABCDE - nie ma.

Oba zdania staja sie prawdziwe pr~ dodatkowym zalozeniu
wypuklosci wielokata.

Dow6d: Oznaczmy przez W dany wielokat wypukly, przez Z
zbi6r jego wierzcholków i niech f/' bedzie symetria plaszczyzny
(osiowa w przypadku a, srodkowa w prZypadku b) taka, ze
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f/'(Z) = Z. Zbiór f/'(W) jest tez wielokatem wypuklym, a f/'(Z)
jest zbiorem jego wierzcholk6w. Wielokat wypukly W jest
wyznaczony przez zbiór Z jednoznacznie, jest bowiem czescia
wspólna wszystkich zbior6w wypuklych zawierajacych Z.
Analogiczny zwiazek zachodzi miedzy zbiorami f/'(W) i f/'(Z).
Poniewaz zbiory Z i f/'(Z) sa identyczne, wiec takze W i f/'(W)
sa identyczne.

57. Otrzymana w wyniku jedynka mozc byc poprzedzOna tylko
przez liczbe postaci 111...11. Pokazemy, ze liczba takiej postaci
nie moze byc juz poprzedzona przez nic. Zalózmy, wbrew naszej
tezie, ze x = 111 ... 11 jest iloczynem liczb jednocyfrowych.
W6wczas rozklad x na czynniki pierwsze sklada sie wylacznie
z trójek i siódemek: x = 3t7-. Jesli k > O, to x dzieli sie przez 3;
zatem Iictba jedynek, z kt6rych sklada sie x, takze dzieli sie
przez 3; wobec tego x jest podzielne przez 111 i ma czynnik
pierwszy 37- sprzecznoSC. Jesli zas k = O, czyli x = r, to
sprzecznoSC wyniknie stad, ze 7% == 49, 73 == 43, 74 == l (mod 1(0);
co za tym. idzie, dowolna potega siódemki konczy sie grupa cyfr
Ol lub 07 lub 49 lub 43 (a wiec nie 11).
Poszukiwanymi w zadaniu liczbami sa zatem tylko te, których
zapis dziesietny sklada sie z samych jedynek.

Rozwiazanie zadania 2 (Mizar) .
Fakt, ze punkt b jest srodkiem odcinka (a, c) bedziemy
zapisywac M [a, b, ej.

ENVIRON

AX1: FOR A,B SEtNO PUNKT EX C 8EIHO PUNKT ST H[A,e,9);

AX2: FOR A,8 BEING PUNKT EX C BEING PUNKT BT H[A,lhCH

AX3t FOR A.8,C,D,E BEINO PUNKT
aT H[A,B,CJ l.. MCC,D,EJ l.. H(A,e,E]

HOLDS MCB,C,DJ;

AX4: FOR A,Bl,B2,C BEINO PUNKT
ST l1[A.IH,CJ l.. HCA,82,CJ HOLOS 91""&2


